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Polarograph nnd Eonikograph. Von A. Wlassoff. 



Polarograph und Eonikograpli.^) 

Von A. Wlassoff in Moskau. 

Es handelt sich in diesem Aufsatz um einige Anwendungen eines 
bekannten schönen Satzes von Poncelet über die Transformation von 
Kegelschnitten in Kreise. Erstens kann man mit Hilfe dieses Satzes 
eine Reihe von Aufgaben über Kegelschnitte in elementare Aufgaben 
verwandeln. Andererseits konstruiere ich einen Mechanismus ^ den ich 
Polarograph nenne und der auf Grund jenes Satzes zum Zeichnen von 
Kegelschnitten aller Art dienen kann. In diesem Mechanismus sind 
zwar nicht nur Gelenke, sondern auch gleitende Schlitten benützt, da- 
gegen hat er eine sehr einfache Gestalt und kann daher, wie ich glaube, 
einiges Interesse darbieten. 

• Am Schlüsse dieses ^*'^* 

Aufsatzes sind einige echte 
Gelenkmechanismen be- 
schrieben, die eigentlich 
zum Zeichnen von Roll- 
kurven bestimmt sind, je- 
doch zu den Konikographen 
einige Beziehung haben. 

1. Säte von Poncelet 
Sei Kq (Fig. 1) ein Kreis, 
A ein Punkt und X seine 
Polare in bezug auf den 
Kreis Äq. Wenn die Gerade A 

in ihrer Bewegung einen anderen Kreis |J umhüllt, dann beschreibt 
der Punkt A einen Kegelschnitt a;*, der — und das ist nämlich der 
Satz von Poncelet — einen Brennpunkt im Mittelpunkte F des 
Kreises K^ hat. Umgekehrt, wenn eine Gerade l einen Kegelschnitt x^ 
mit einem Brennpunkte F im Mittelpunkte des Kreises Kq umhüllt, so 




1) In der Mathematischen Geaellschaft in Gtöttingen den 14. Juni 1904 vor- 
getragen. 

Zeiiachxül f. Mathematik a. Physik. 64. Band. 1906. 1. Heft. 1 



2 Polarograph und Eonikograph. 

beschreibt der Pol L in bezog auf den Kreis K^ einen Sjreis |J. Mit 
anderen Worten: 

Die reziproke Polare eines Kreises in bezug auf einen anderen 
Kreis ist ein Kegelschnitt, dessen einer Brennpunkt im Mittelpunkte 
des transformierenden Kreises liegt. ^) 

Es ist leicht; die Lage und Form der Kegelschnitte ot^ zu be- 
stimmen. Seien T^, T, die Berührungspunkte der Tangenten aus dem 
Punkte F an den Kreis S^; \, ^ ihre Polaren in bezug auf den 
Kreis K^. Dann ist leicht zu sehen, daß ^, t^ Asymptoten des Kegel- 
schnittes x^ sind. Seine Exzentrizität e und sein Parameter p, d. h. 
die Ordinate aus dem Brennpunkte, werden durch die Formeln 

^"" Q ' ^^ Q 
geliefert, wo q, R die Radien der Kreise $^, Kq und Sl der Mittel- 
punkt von il sind. 

2. Aufgaben über Kegelschnitte mit einem gemeinsamen Brennpunkte. 
Poncelet, später Bobillier und Chasles, benützten diesen Satz haupt- 
sächlich zur Übertragung der metrischen und besonders der Winkel- 
eigenschaften des Kreises auf alle Kegelschnitte. Auf solche Weise 
konnten sie tatsächlich viele bekannte und neue Eigenschaften der 
Kegelschnitte beweisen.^) Aber mit Hilfe desselben Satzes kann man 
auch eine Reihe von Aufgaben über Kegelschnitte mit einem gemein- 
samen Brennpunkte in elegantester Weise in elementare Kreisaufgaben 
Terwandeh). Zum Beispiel wird die berühmte Aufgabe, einen Kegel- 
schnitt aus drei Punkten und dem einen Brennpunkte zu konstruieren, 
in die elementare Aufgabe verwandelt, einen Kreis in ein gegebenes 
Dreieck einzubeschreiben. Sehr elegant kann auch die Aufgabe, einen 
Kegelschnitt zu konstruieren, wenn ein Brennpunkt, ein Punkt des 
Kegelschnittes und der Krümmungskreis in diesem Punkte gegeben 
sind, gelöst werden. Ich fasse die Lösung in folgendes Schema: 
(IJ, a); {x^, Ä)] ril] y*, wo 6J der gegebene Krümmungskreis, a seine 
Tangente im gegebenen Punkte, x^ und Ä ihre reziproken Polaren; 
r^l der Krümmungskreis im Punkte Ä des K^elschnittes x^ und y* die 
reziproken Polaren von i]l sind. Die Kurve y^ ist der gesuchte Kegel- 
schnitt, weil die Berührung der Kegelschnitte il, y" von derselben 
Ordnung wie die der Kegelschnitte x*, rjl ist. AUe diese Gebilde 
können sehr leicht nacheinander konstruiert werden. 

1) Dieser Satz war schon THospital (1707) bekannt, aber in anderer Form. 
Vgl. E. Kotier, Die Entwicklung der synthetischen Geometrie, Jahresber. d. 
Deutsch. Math.-Yereinig. 6. Bd., 1901, 8. 171. 

2) Annales des Math, pures et appliqu^es (Gergonne), T. 18 (1827—1828). 



Von A. Wlassoff. 3 

Diese Yerwandlimg der Aufgaben über Eegelsclinitte mit einem 
gemeinsamen Brennpimkte in elementare Ereisanfgaben kann nicht nur 
zu ilirer Losung ^ sondern auch zu ihrer Analyse dienen. Ich betone 
diese Bedeutung des Satzes von Poncelet, weil Poncelet selbst wie 
auch seine Nachfolger sie fast gar nicht erwähnen. 

3. Polarograph. Nach dem Satze von Poncelet wird ein Kegel- 
schnitt X* in einen Ereis |J transformiert. Einen Ereis kann man 
sehr leicht mechanisch verwirklichen. Jetzt stelle ich mir die Frage, 
ob es möglich ist^ diese beiden Tatsachen zu benutzen^ um einen 
Apparat zu konstruieren, der Eegelschnitte von beliebigen Exzentrizitäten 
zeichnet. Die Aufgabe wäre gelöst, wenn es gelänge einen Mechanismus 
zu konstruieren, von welchem ein Punkt und eine Gerade sich wie 
Pol und Polare in bezug auf einen Ereis bewegten. Einen solchen 
Mechanismus nenne ich Polarograph. 

Seiner geometrischen Gestalt nach ist dieser Apparat sehr einfach. 
Er stellt ein gleichschenkliges Dreieck mit yerlängerten Seiten (äB=^BL : 
äD=^DM) dar, dessen Grundlinie in ihrem Mittelpunkte gebrochen ist, 

Fig. 9. 




Wenn die Knoten Ä^ J5, jF, D, Z, M (Fig. 2) mit Scharnieren, und L, M außer- 
dem mit Schlitten, die der Geraden PQ entlang sich bewegen können, 
Tersehen sind und der Punkt F in der Ebene befestigt ist, dann 
werden der Punkt A und die Gerade PQ bei den verschiedenen Förm- 



ig 



4 Polarognph nnd Konikograph. 

ändemngen des Mechanismiis Pol und Polare in bezog anf einen Kreis 
sein. Um das zq beweisen, betrachim wir das ParaDelogTamm ABCD^ 
wo C der Mittelpunkt der Gnindlinie LM ist Das Viereck ABCD 
ist bei jeder Gestalt des Mechanismus ein ParallelogramnL Wir 
konnten dieses Paralldogramm mit Gelenken in B^ C nnd D für sich 
yerwirklichen In diesem Falle hatten wir einen Inyersor Ton Lipkin- 
Peancellier.^) Die Punkte A und C li^en bei festem Punkte B 
immer auf einem Kreise, dessen Sehne AC immer durch den Punkt F 
geht, und der Punkt F liegt in konstanter Entfernung BF Yom Mittel- 
punkte B. Da FA und FC entgegengesetzte Richtungen haben, können 
wir schreiben: 

FÄ FC = n^- m-, 

wo iw = AB und n = BF ist Außerdem stehen PQ und AC senk- 
recht aufeinander. Daraus folgt, daß A und PQ Pol und Polare in 
bezug auf den Kreis vom Radius U = i Ym^ — w* (i = Y— l) sind. 

Meine erste Aufgabe, einen Polarograph zu konstruieren, ist also 
gelöst.*) Zu demselben Zwecke kann man jeden anderen Inversor be- 
nutzen, aber der luTersor, den ich gebrauche, gibt dem Apparate mehr 
Beweglichkeit, als die anderen. 

4. Konikografli cxJer Kegelschnittzddiner. Der Polarograph kann 
leicht in einen Konikograph oder KegeLschnittzeichner rerwandelt 
werden.') Wir können nämlich die Grerade PQ zwingen einen Kreis |* 
zu umhüllen. Zu diesem Zwecke befestigt man an der Greraden PQ 
einen auf derselben senkrecht stehenden Stab C'Sl. Es sei bemerkt, 
daß der Abstand der Punkte C und C reranderlich ist Bei festen 
Punkten F und Ä beschreibt de/ Punkt C den Kreis 51 ^"id der 
Punkt A des Mechanismus nach dem Satze von Poncelet einen 

Kegelschnitt mit dem Brennpunkte F, der Exzentriziiat e = ^, o und 
dem Parameter p = ^^ • 



1) Peaucellier, Note snr une qoestion de geometrie de compas. Nout. 
Ann. de Math. 2*™* s^e, 1873. — L. Lipkin, Über eine genane Gelenk-Gerad- 
fuhning. Bull, de TAcad. des Sciences S.-Paersbonrg, T. 16, 1871. 

2) Prof. F. Schilling hat unabhängig von mir auch die Idee gehabt, aus 
dem InTersor Ton Peaucellier einen Polarograph zu konstroieren: vgl. seine 
Arbeit: Über die Anwendungen der darstellenden Geomefarie, insbesondere über 
die Photognunmetrie. Leipzig und Berlin 1904, S. 37. 

3) Das Modell des Eonikographen wurde von mir konstmiert and den 
14. Juni 1904 in der Mathematischen (jesellschaft in Göttingen erklärt 
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5. Bds Gebiet der Beweglichkeit des Apparates. Der Punkt A 
kann sich in der Ringfläche zwischen zwei Kreisen Ton den Halb- 
messern m + n und m — n bewegen. Wenn wir nur Kreise, die in 
dieser Ringfiäche liegen und keinen Grenzkreis schneiden, in Kegel- 
schnitte transformieren wollen, so werden die Exzentrizitäten der 

Ellipsen zwischen und — , die der Hyperbeln zwischen — und oo 

li^en. In der Tat; es sei q der Radius des Kreises |J und d = FH 
der Abstand seines Mittelpunktes vom Punkte JP. Im Falle der Ellipse 
werden wir haben 

p + d < m + w, 

Q — S^m — n, 
Daraus folgt 

S^fty S^eny (0^0^ 1) 
und 

p >. w — (1 — ö)w, 

p _< m + (1 — 0) » 

oder 

p = m + ö'(l -Ö)w, (-1<Ö'^1). 

Also 

6 ön 

^"" V ~ w + ö'(l— Ö)n' 

d. h. e lieirt zwischen und - • Ebenso kann man die Grenzwerte 
® m 

der Exzentrizitäten der Hyperbeln bestimmen. 

Ellipsen dieser Exzentrizitäten können vollständig oder richtiger 

fast vollständig gezeichnet werden. Hyperbeln dieser Exzentrizitäten 

/*_... oo j durchschneiden mit beiden Zweigen die Ringfläche der 

Beweglichkeit. Diese beiden Zweige können beschrieben werden^ natür- 
lich nicht auf einmal. 

Der Mechanismus kann in seiner Bewegung folgende Hindemisse 
treffen: entweder trifft der Stab CSl den Punkt F (der FaU der Ellipse)^ 
oder berührt die Gerade FQ einen von den Qrenzkreisen des Gebietes, 
oder endlich kann der Punkt L oder M bis zum Ende P resp. Q des 
Lineals FQ gelangen. Das letztere Hindernis können wir beseitigen, 
indem wir das Lineal FQ lang genug machen. Für die Kreise |J, 
die in der Ringfiäche der Beweglichkeit liegen, ist die ausreichende 
Länge P(;> = 4» + 2(w + w) = 6n + 2m, da LJf höchstens gleich 4» 
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ist und die Mitte C Ton PQ von der Mitte LM sich nicht weiter als 
um (m + n) nach rechts oder links entfernen kann: 

CC'<F£l<m + n, 

Die notwendige Länge wird sogar kleiner als 6n + 2m sein« 

Wenn ein Kreis ^l nicht ganz in der Ringfiäche der Beweglichkeit 
liegt, sondern einen von den Orenzkreisen trifft, dann erhalten wir 
einen Bogen des Kegelschnitts x^y aber — was zn bemerken ist — mit 
einem Scheitelpunkte. Zu solchen Kegelschnitten gehören Parabeln, 
deren Parameter leicht zu bestimmen ist, nämlich nach der Formel: 

6. Praktische Verwendtmgen des Polarographen. Der Polarograph 
kann nicht nur zum Zeichnen yon Kegelschnitten, sondern auch zmn 
Erläutern der Polartransformation verwendet werden; es kann an dem- 
selben z. B. gezeigt werden, in welcher Weise ein Wendepunkt in einen 
Bückkehrpunkt und umgekehrt und Rückkehrpunkte zweiter Art in- 
einander transformiert werden. 

Bei unstetiger Verwendung der Polartransformation, d. h. für 
diskrete Punkte oder Geraden, können wir den Mechanismus bedeutend 



Flg. 8. Fig. 4. 





yereinfachen, indem wir das Lineal PQ entfernen. Dann kann der 
Apparat (Fig. 3) mit einem einfachen Lineal zur Lösung verschiedener 
Aufgaben der Polarentheorie dienen. Einen ähnlichen Apparat kann 
man auch fdr Polartransformation in bezug auf einen reellen Kreis 
konstruieren (Fig. 4). 

Wenn der Punkt Ä des Apparates verschiedene Lagen auf einer 
Geraden annimmt, dann dreht sich die Polare PQ um den Pol dieser 
Geraden. Der Apparat in vereinfachter Form kann also ebenso bequem 
zur Fluchtpunktkonstruktion dienen, wie andere dazu bestimmte 
Listrumente. 



Von A. Wla88off. 



7. Konikograph von Peaucellier, Peaucellier hat 1873*) einen 
Gelenkmechanismus als Konikograph in Vorschlag gebracht. Der 
Konikograph von Peaucellier ist aus zwei Inyersoren zusammen- 
gesetzt und auf der Tatsache Ibegründet, daß die inverse Kurve des 
Kegelschnitts 

^ "^ 1 ,+ C cos CD 

in bezug auf den Brennpunkt als Inversionsmittelpunkt eine Pascalsche 

Schnecke 

/ Ä;*(l + c coso) 

ist. 

Das folgt auch aus dem Satze von Poncelet. Der Punkt Cj der 
in meinem Konikograph nicht yerwirklicht ist und auf der Geraden PQ 
liegt, ist Fußpunkt der Senkrechten^ die aus dem Brennpunkte F auf 
die Tangente des Kreises ^l gefallt werden kann. Der geometrische 
Ort dieser Punkte C ist folglich eine Pascalsche Schnecke. 

Der Mechanismus, den Peaucellier zum Zeichnen der Pascalschen 
Schnecke konstruiert^ ist ein veränderter Inversor, der zur Gerad- 
führung bestimmt ist. Es 
sei F"0'= O'Q (Fig. 5). 
Dann beschreibt der Punkt F' 
bei festen Punkten F" und 
0' eine gerade Linie FM, 
die auf ÖW'J senkrecht steht. 



Fig. 6. 




Wenn die Glieder MJO' und 
JO hinzugefägt werden, wo- 
bei MJO' ein fester rechter 
Winkel ist und in den Punkten 
Jy F'\ 0' Gelenke angebracht 
sind, so wird der Punkt J bei 

festen Punkten und F' einen Kreis beschreiben und die Strecke MJ 
immer nach dem Punkte F' zielen. Der Punkt M beschreibt also eine 
Pascalsche Schnecke oder richtiger einen Teil dieser Kurve. Wenn 
die Strecke MJ nach der anderen Seite des geraden Stabes JO' um 
die Strecke M'J^MJ verlängert wird, so wird der Punkt M' den 
anderen Teil der Pascalschen Kurve beschreiben. 

Der andere Inversor ABCDF, dessen Punkt F mit dem Punkte F' 
des ersten zusammenfällt und dessen Punkt C mit dem Punkte M 



1) M. Peaucellier, Note sur une question de g^om^trie de compas. Non- 
▼eUes Annales de Mathematiques, 2^°^* särie, 187S. 
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durch ein Gelenk verbunden ist, bildet einen Konikograph: der Punkt A 
beschreibt einen Bogen eines Kegelschnitts. 

Der Mechanismus von Peaucellier ist jedoch, wie man sieht, 
ziemlich Terwickelt. Anstatt des ersten Inversors können wir einen 
Apparat nehmen, der die Pascal sehe Schnecke durch Rollen eines 
Kreises auf einem anderen gleichen Kreise erzeugt. Femer beschreibe 
ich einen neuen Gelenkmechanismus, der auch auf rollenden Kreisen 
beruht und der nicht nur zum Zeichnen von Pascal sehen Schnecken, 
sondern bei einiger Änderung auch zu demjenigen von verschiedenen 
Epi- und Hypozykloiden dienen kann. 

8. Der Gelenkmechanismus zum Zeichnen der Pascalschen Sdmecken. 
Wenn ein Kreis auf einem gleichgroßen Kreise rollt, so bleibt die be- 
wegliche Mittelpunktslinie zu zwei bestimmten Radien des festen oder 
des rollenden Kreises immer gleich geneigt. Die Radien der Kreise 
sind in dieser Weise paarweise verbunden. 

Diese Tatsache kann ohne Kreise durch einen Gelenkmechanismus, 
wie in Fig. 6 gezeigt ist, verwirklicht werden. Die Vierecke SO TU 

Fig. 6. 




^/ \ 



und UVWO^ sind zwei ähnliche Antiparallelogramme. Bei Bewegung 
des Mechanismus bleiben diese Vierecke immer ähnlich, da sie immer 
Antiparallelogramme mit proportionalen Seiten und gleichen Winkeln 
ÖVT ^ VÜO^ bleiben. Folglich bleiben die Winkel SÖO[ und 
OO^W einander gleich. Jeder Punkt des Stabes 0^ TT, oder ein mit 
ihm fest verbundener, wird eine Pascalsche Schnecke beschreiben, wie 
ein Punkt des rollenden Kreises. 



Von A. Wlasboff. 
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Wenn der Winkel SOT zwei Rechten gleich wird, so fallen alle 
Siabe ST, TV nsw. anf der Geraden SO zusammen, aber sie können, 
wenn die Stäbe STVW auf den Stäben OO^W liegen, einander durch- 
dringen und auf der anderen Seite der Geraden SO eine zur ersten 
symmetrische Figur bilden. Es entspricht Bekanntem, daß die Lage 
auf der Geraden SO nicht stabil ist und bei ungeschickter Führung 
die Antiparallelogramme sich sehr leicht in Parallelogramme ver- 
wandeln können. 



Bei <^ SOOi = können die Stäbe nicht aneinander vorbeikommen. 
Die Pascalsche Schnecke kann also mit diesem Gelenkmechanismus nicht 
vollständig beschrieben werden. ^ ^ 

Es ist leicht, die Lage des 
Doppelpunktes, der entweder ein 
Knotenpunkt oder ein isolierter 
Punkt sein kann, zu bestimmen. 
Wenn der Punkt F des In- 
versors von Lipkin-Peaucellier 
(Fig. 7) im Doppelpunkte befestigt 
und ein Punkt, z. B. C\ mit einem 
Punkte des Stabes Oj W gelenkig 
verbunden wird, so beschreibt der 
Punkt A des Inversors, während 
der Punkt C eine Pascalsche 
Schnecke beschreibt, einen Kegel- 
schnitt, dessen Exzentrizität wie 
früher sehr leicht zu bestimmen ist. 

9. Odenkmechanismen zum Zeichnen der Epi- und HypozyMoiden. 
Nehmen wir jetzt einen Isoklinostat, d. h. einen Apparat, der einen 
Winkel verdoppelt, verdreifacht usw. 

Sind die Vierecke AO^BC, O^CDE, O^EFG (Fig. 8) ähnliche 
Antiparallelogramme, so bekommen wir einen solchen Isoklinostat: die 
Winkel AO^C, CO^E, EO^G bleiben immer unter sich gleich.^) 

Fügen wir einen solchen Isoklinostat dem Mechanismus des § 8 
hinzu, der den Winkel OO^W in der Richtung von 00^ zu O^W 
verviel£EM^hen soll. Dann bekommen wir einen Gelenkmechanismus zum 
Zeichnen der Epizykloiden, die durch die Punkte des Stabes O^G oder 
durch die mit ihm fest verbxmdenen beschrieben werden. Die Punkte 
der Stäbe O^Ej O^C usw. beschreiben auch Epizykloiden, aber mit 




1) Eempe, How to draw a straight line. LondoD 1877, S. 42—44. 
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einer anderen Anzahl Zweige. Ganz frei . kann nur ein Zweig der 
Kurve beschrieben werden. 

Vig. 8. 




Wenn wir einen Isoklinostat einem Parallelogramm (Fig. 9) hinzu- 
fügen, um einen Außenwinkel MO^M' in der Richtung von O^M zu 



Fig. 9. 



-x<. 




O^M' la verdoppeln, so bekommen wir einen Gelenkmechanismus zum 
7«iäiD£n der Hypozykloiden. 



Von A. Wlassopf. 
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Beim Bollen eines Kreises auf einem anderen von außen oder von innen 
sind ihre entsprechenden Bogen gleich und also bleiben die entsprechenden 
Zentriwinkel in konstantem Verhältnis. Der Abstand der Mittelpunkte der 




Pig. 11. 



Kreise bleibt auch konstant. Die oben genannten Mechanismen verwirk- 
lichen diesen Gedanken. Die Winkel AOO^ und OO^^G (Pig. 8) einerseits 
und AOÖiy OO^M'" (Fig. 9) anderseits bewahren konstantes Verhältnis. 
Die Punkte der Seiten O^G und O^M''' be- 
schreiben also Epi- resp. Hypozykloiden. 

Speziell bei Verdoppelung des Winkels 
MO^M' (Fig. 10) kann der Mechanismus zur 
Oeradfährung oder zum Ellipsenzeichnen ver- 
wendet werden. Hier (Fig. 10) ist also eine 
Bewegung der festen Strecke, deren zwei 
Enden zwei rechtwinkligen Geraden entlang 
gleiten, durch den Gelenkmechanismus ver- 
wirklicht. Die letzte Seite O^M" eines Iso- 
klinostat kann in bezug auf die Strecke O^M 
einen Winkel von nicht mehr als 360® be- 
schreiben und das beschränkt bedeutend die 
Beweglichkeit der Mechanismen dieser Art. 

Dem letzteren Mechanismus (Fig. 10) kann man eine andere Ge- 
stalt (Fig. 11) geben. Bei festen Punkten A und F (Fig. 11) bewegt 
sich der Punkt C auf der Geraden AG^ weil die Winkel BAF und 
FAD immer untereinander gleich bleiben. Der Stab CD bewegt sich 
ebenso wie der Stab M"0^ des ersteren Mechanismus (Fig. 10). 
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Bemerkungen zn dem vorstehenden Aufsatz. 

Von R. Mehmke in Stuttgart. 

Es ist meine Pflicht, darauf hinzuweisen, daß lange vor den 
Herren Wlassoff und Schilling, nämlich im Jahre 1891, Prof. H. 
Ruoss den Gedanken angegeben hat, aus dem Peaucelliersehen Inversor 
einen Mechanismus abzuleiten, der zu jedem Punkt die Polare in bezug 
auf einen festen Kreis liefert. Unter dem Namen „Eteziprokalfuhrung" 
hat Herr Ruoss diesen Mechanismus, der auch ausgeführt und wirklich 
zum Zeichnen reziproker Kurven ausgiebig benützt worden ist, in 
Böklens mathem.-naturw. Mitteilungen Bd. 4 (1891), S. 88 kurz be- 
schrieben. Allerdings ist der Mechanismus des Herrn Wlassoff etwas 
einfacher, da bei ihm (s. S. 3 Fig. 2 der vorhergehenden Abhandlung) 
die Strecken J5C und CD und die Geradere nicht verkörpert worden 
sind, weil es wegen der Verlängerung der Stangen AB und AD bis 
zu den Punkten L und M nicht nötig war. Eines aber leisten die 
Mechanismen von Ruoss und Wlassoff nicht: Wenn man den Punkt A 
einer gegebenen stetigen Kurve entlang führt, so gibt zwar das 
Lineal FQ in jeder Lage eine Tangente der neuen Kurve an, die zur 
gegebenen Kurve reziprok ist, aber die neue Kurve entsteht keineswegs 
von selbst auf dem Papier, sondern es ist notwendig, nachdem eine 
Reihe der von dem Mechanismus gelieferten Tangenten mit Bleistift 
gezogen worden sind, die Hüllkurve dieser Geradenschar mit freier 
Hand zu zeichnen (außer die konstruierten Tangenten folgten so dicht 
aufeinander, daß die Gestalt der Hüllkurve genügend hervorträte), und 
es ist nicht möglich, den Berührungspunkt irgend einer dieser Tan- 
genten anders denn schätzungsweise anzugeben. Es scheint noch 
niemand versucht zu haben, den Mechanismus in der Weise zu ver- 
vollständigen, daß er die fragliche Kurve selbst auf das Papier zeichnet. 
Meiner Erinnerung nach stellte Herr Felix Klein diese Aufgabe 
gelegentlich der Versammlung der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 
(bezw. der Gesellschaft Deutscher Naturforscher und Ärzte) in Frank- 
furt a. M. im Jahre 1896. Durch Anbringen einer Rolle mit scharfem 
Rande, deren auf der Zeichenebene senkrechte Mittelebene durch die 
Mittellinie des Lineals PQ geht und die sich in der Richttmg dieses 
Lineals unter ihm nach beiden Seiten frei bewegen kann, ist jedoch 
der Zweck leicht zu erreichen. Man hat nur dafür zu sorgen, daß bei 
der Anfangsstellung des Mechanismus der Berührungspunkt der Rolle 
mit dem Papier sich in der richtigen Lage auf der Geraden PQ be- 
nndet, was nicht schwer ist, dann wird bei stetigem Weiterführen des 
Punktes A auf der gegebenen Kurve die Rolle, wenn ihr Rand mit 
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Farbe versehen ist, die gesuchte Kurve auf das Papier zeichnen. Der- 
selbe Gedanke läßt zahlreiche andere j&n Wendungen zu, die in der 
mechanischen Ausführung beliebiger Berührungstransformationen gipfeln. 
Ich hoffe^ bald Genauei-es hierüber mitteilen zu können. 

Geschichtlich sei noch angemerkt^ daß die erste Mitteilung von 
Peaucellier über seinen Inversor aus dem Jahre 1864 stammt und 
daher Peaucellier der Vorrang vor Lipkin gebührt. 



Das Gnmdproblem der Photogrammetrie, seine rechnerisclie 
und graphische Lösimg nebst Fehlemntersnchnngen. 

Von Eduard Dolezal, Wien. 
(Mit 2 Tafeln.) 

Die geometrische Lösung des Grundproblems der Photogrammetrie 
als Umkehrungsaufgabe der Perspektive hat J. H. Lambert in seinem 
Lehrbuche „Freie Perspektive", Zürich 1759, gegeben G. Hauck 
zeigte in mehreren Arbeiten in Grelles Journal, Band 95 und 97 (1883 
und 1884), wie die projektive Geometrie Probleme der Photogrammetrie 
elegant zu lösen vermag. Prof. E. Heun befaßte sich in seinem Auf- 
satze: „Die Bestimmung der Geschwindigkeit nach den Methoden der 
Photogrammetrie" in der Zeitschrift für Mathematik und Physik im 
Jahre 1899 mit dem Grundprobleme der Photogrammetrie, und auch 
Prof. A. Sprung veröffentlichte in der Einleitung der offiziellen Publi- 
kation des meteorologischen Institutes zu Potsdam „Bearbeitung der 
Ergebnisse des Litemationalen Wolkenjahres 1896/97", Berlin 1903 
eine Studie: „Über die allgemeinen Formeln der Photogrammetrie", die 
einen wertvollen Beitrag zur Photogrammetrie liefert. 

In der folgenden Abhandlung wird die Lösung des Grundproblems 
der Photogrammetrie in allgemeinster Form rechnerisch und graphisch 
behandelt; daran schließen sich eingehende Fehleruntersuchungen. Aus 
den gewonnenen Formeln können alle in der Praxis der Photogram- 
metrie benützten Ausdrücke nach Berücksichtigung der herrschenden 
YerHltnisse äußerst bequem und mühelos entwickeln werden. 

I. 
Denken wir uns im Punkte C (Fig. 1) den ersten und zweiten 
Hauptpunkt eines photographischen Objektives, welche Punkte im 
Allgemeinen bei diesem in sphärischer und chromatischer Beziehung 
möglichst korrigierten optischen Systeme einen mehr oder weniger 
großen Abstand haben, zusammenfallend und aus diesem Punkte eine 
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Engel mit dem Radius f beschrieben^ welche Größe der Bildweiie in 
yielen Fällen der Praxis unmittelbar der Brennweite des Objektives 
und des photogrammetrischen Apparates entspricht; denken wir uns 
die Bilddistanz des Instrumentes unter dem Winkel q> zum Horizonte 

Flg. 1. 



"P 




geneigt^ so tritt von den Originalpunkten der vor dem Objektiv be- 
findlichen Gegenstände ein Strahlenbündel in das Objektiv ein. 

Während in der Wirklichkeit jeder auf das Objektiv au£EaUende 
Lichtstrahl einen ziemlich komplizierten Weg durch das zentrierte 
optische System zurücklegt, den man nach den Sätzen der Dioptrik 
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rechnerisch und graphisch bestiminen kann, gestattet die bekannte 
ßaußsche Theorie der Hauptpunkte und Hauptebenen eine einfache kon- 
struktiTe Ermittelung der erzeugten optischen Bilder. Man betrachtet 
hierbei nur die drei charakteristischen Strahlen: Haupt-, Parallel- und Fokal- 
strahl^ welche in den ersten Hauptpunkt, bezw. der ersten Hauptebene 
eintretend, in dem Zwischenraum eine Transformation erfahren und aus 
dem zweiten Hauptpunkte, bezw. der zweiten Hauptebene austreten und in 
ihrem gemeinsamen Schnittpunkte das Bild des Originalpunktes bestimmeit 

Die Bilder der Originalpunkte entstehen auf der lichtempfindlichen 
Platte, der Bildebene, welche das Negativ darstellt: dieses bildet im 
Schnittpunkt Sl der Bilddistanz mit der Kugel eine Tangentialebene an 
die letztere. Das Positiv muß gleichfalls als Tangentialebene an die Engel 
aufgefaßt werden. Beide stellen mathematisch genaue Perspektiven dar, 
mit dem zweiten, bezw. ersten Hauptpunkte als Zentren; der zweite 
Hauptpunkt stellt das perspektivische Zentrum für das Negativ und 
der erste Hauptpunkt jenes für das Positiv vor. 

In der Fig. 1 hat man sich beide Zentren mit C zusammenfallend 
zu denken. 

Die Gerade VV bezeichnet den Schnitt der durch die Vertikal- 
linie isz des Punktes C und die Bilddistanz f gelegten Yertikalebene 
mit dem Negative, bezw. dem Positive und stellt die Vertikdlebene der 
Perspektiven vor; die Schnittlinie HH der durch die Bilddistanz unter 
dem Neigungswinkel g> derselben gelegten Ebene mit dem Negative 
und Positive bezeichnet man als die HorizontaUinie der Perspektiven] 
ihre Schnittpunkte il gibt den Hauptpunkt der Perspektiven, 

Nehmen wir die aufeinander senkrecht stehenden Horizontal- und 
Yertikallinien zu Achsen eines rechtwinkligen Eoordinatensystemes, so 
wird ein jeder Büdpunkt p durch seine rechtwinkligen Koordinaten xy 
in der Ebene des Bildes bestimmt werden können; sie stellen die Bild- 
oder Plattenkoordinaten des Bildpunktes p vor. 

Auch die Winkel: a das Azimut, ß der Yertikalwinkel, sowie die 
Strecken Cp » r, Radiusvektor, können als Polarkoordinaten die Fixierung, 
des Bildpunktes p vermitteln. 

Bezeichnen wir femer die Winkel: VSlp =- 0, pCSl = <y, endlich 
die Strecken Am = x\ pm = y und G^ = /*, so können aus der Fig. 1 
• unmittelbar die folgenden Beziehungen abgeleitet werden. 

Wir haben aus dem rechtwinkligen Dreiecke Slpm: 

ix ^ s 9m S 



(1) 



y => s cos ö 
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(2) 



auch 



und weiter mit Berücksichtigung von 

S=ftg6 

X ^ftg6 sin @ 

y = ftg6 GOS 

Werden auf das sphärische Dreieck ZSlp die Fundamentalgleichungen 

der sphärischen Trigonometrie angewendet, so folgt: 

Sinussatz ... sin (90° — ß) sin a = sin @ sin tf 

Sinus-Kosinussatz ... sin (90® — ß) cos a = cosd 8in(90®— 9))— sin<ycos(90®— 9?) cos € 

Kotangen tensatz ctg (90®— /S) sin (90®— 9)) = cos (90® — tp) cos a + sin a cotg S 

cotg 6 sin (90® — q>) ^ cos (90® — q)) cos ® + sin ® cotg cc 

oder 

' cos /3 sin tt =» sin @ sin <^ 

cos ß cos a = cos 6 cos 9) — sin <y sin 9) cos S 

tg /3 cos 97 » sin 9> cos a + sin a cotg 6^ 

cotg 6 cos ^ = sin 9) cos + sin cotg « 

Rechnet man aus der 1. und 2. der vorstehenden Gleichungen (3) 
tg a und aus der dritten ig ß, so folgt: 

tg a sin B 



(3) 



(4) 



tg« = 



CO8 9 — tg ff sin qp coß ^> 



tg /3 = (sin ^ + tg a cotg 0) 



wird hierin aus Gleichung (2) 



cosa 
cosqp 



tg6 sin ^ -^ 
tg 6 cos 



und in die zweite der Gleichungen (4) der Wert für tg a eingesetzt, 
so kommen die folgenden zwei wichtigen Gleichungen: 

tga» 



(I) 



fcoB (p — y sin 9 

, a /* sin o) + y cos <p 
tg iS = ^ -^T 2L_. J^ cos a, 
^ ^ /cos tp — 1/ Bin qp ' 



auf Grund welcher das Azimut a und der Vertikalwinkel ß als Funk- 
tionen der Größen /*, qp xmd der Bildkoordinaten a; und y auftreten. 

Eine zweite Form für das Azimut a und den Vertikalwinkel ßy 
wonach dieselben nur durch trigonometrische Funktionen zum Aus- 
drucke kommen, ist nach den Gleichungen (4): 

I, sin S 

tga = 
tg /S = cos a tg 9) + 



cos 9 cotg ff — sin qp cos B 
sin a cotg B 



cosqp 
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Interessante Relationen ergeben die Yerhältnisse der Koordinaten 
zur Bildweite; aus Gleichung (2) hat man: 



5) 



j ^ ig 6 Bin 6 



^ = tg ^ cos ®, 

welche nach Heranziehung der letzten Gleichung im Systeme (3) für 
tg 6, nämlich 

. C08JP 

^ cotg aBmS-\-Bia<p cos G ' 

übei^ehen in: 

IX coBy . ^ coBy 
f cotg a sm 9 -|- Bin 9 cos 9 cotg a -{- sin 9 cotg S 
y- ^^ cos ö ^ "^^ 



f cotg a sin O -{- sin 9 cos ^ cotg a tg 9 -{- ein 9 

Die abgeleiteten Gleichungen gelten fQr den Fall, daß die Bild- 
distanz unter dem Winkel tp zum Horizonte geneigt ist; bei rertikaler 
Lage der Bildebene^ wobei 9 — ist^ gehen die abgeleiteten Formeln I, 
II und in über in: 

IL ^ 

tga« -. 
ig ß ^jGOsa. 



(V) 1*8« 



» sin ^ tg er 

sin a cotg & 

und 

(X 1 



(VI) 



f cotg €C ° 

y ^ ^ ^ tga 

yf coigaigS^ ige' 



n. 

Die Grundaufgabe der Photogrammetrie: 

Die Lage eines Baumpunktes (ms zwei in bejmg auf eine Basis 
orientierten Perspektiven fesüsulegen, laßt sich auf ein einfaches Problem 
der analytischen Geometrie des Baumes zurückfahren, nämlich auf die 
Bestimmung der Schnittpunktskoordinaten zweier bestimmter Baumgeraden. 

Von diesen Baumgeraden, Visierstrahlen; sind die Koordinaten 
zweier Punkte derselben, der Stationen, durch welche die Baumgeraden 
gehen, die Horizontalwinkel derselben in bezug auf eine bekannte 
Richtung und die Vertikalwinkel dieser Baumgeraden gegeben. 

Z«itMlurifl f. M»t]iein»tik n. Physik. 54. Band. 190<;. 1. Heft. 2 
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Das Gmndproblem der Photogrammetrie usw. 



Cj und C| in Fig. 2 stellen die Zentren zweier Perspektiyen Tor, 
die anf zwei beliebig geneigten Bildebenen sich befinden nnd gleichgültig 
anf welche Weise hergestellt wurden. Der Einfachheit halber beziehen 
wir die Raumpunkte auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem ^ dessen 
Anfangspunkt mit dem einen Zentrum, z. B. C^ zusammenfallt^ dessen 
xy-Ebene horizontal und dessen x^er-Ebene vertikal ist, wobei die letztere 
durch das zweite Zentrum hindurchgeht und femer die xjet- Ebene auf 
den andern zwei genannten Projektionsebenen senkrecht steht. 



Fig. 2. 




Die Bilddistanz von der linearen Ausdehnung f schließe in ihrer 
horizontalen Projektion mit der Basis die Horizontalwinkel fo^ und o^ 
die Orientierungswinkel, und mit den Horizonten die Winkel 9>j und g>^ 
ein; die Projektionsebenen E^ und E^ und die Projektionsstrahlen S^ 
und S^, deren Langen bis zum Raumpunkte CiP^r^ und C^P = r^ 
die Radienvektoren darstellen, bilden die Horizontalwinkel a^ und a^ 
mit den bezüglichen Hauptvertikalebenen; die Yertikalwinkel dieser 
Projektionsstrahlen seien ß^^ und ß^. 
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(1) 



Nennen wir die rechtwinkligen Koordinaten beider Zentren: 



Cr 



Xj-O 


fZ,-6 1 


Fi-O und C, 


r, = o 


Zj-O 


l z, = + aJ 



wobei h die reduzierte Distanz der beiden Zentren und h den Höhen- 

Fig. s. 




unterschied derselben angibt, und seien bei systematischer Zählung 
der Winkel die Polarkoordinaten des Raumpunktes P nach Fig. 2: 



(2) 



fÖr C, 



(<D, + a,) - 360« 



©1 + «1 nnd fttr C, 

ßi 

so lassen sich die rechtwinkligen Koordinaten des Raumpunktes P in 
bekannter Weise durch die Polarkoordinaten ausdrücken; aus Fig. 3 
wird unmittelbar erhalten: 

rr — ri cos ß^ cos [360® — (©i + cc^)] — + r^ cos ft cos (©i + «i) 
von Cj I y — r^ cos ß^ sin [360® — (©i + a^)] = — r^ cos /J^ sin (©i + «i) 

;? = Tj sin /Jj 

a:=6— r, cos/S, cos[©8— (360®— a,)]=ft—r,cos/J,co8(©^+«,) 

y = r^ cos ^, sin [o, — (360® — o,)] =- + r, cos /J, sin (©^ + «,) 

i^ — r^ sin /J, + A, 

2* 



(3) 



von C, 
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wobei die Winkel a^ und a, im positdyen oder negatiyen Sinne yon 
der Bilddistanz gezahlt werden und die Vertikalwinkel ß^ und ß^ eben- 
sogut Höhen- als Tiefenwinkel sein können. 

Die Gleichungen der Projektionsstrahlen sind: 

y-«i^ J ^ ^ 

Die Richtungskoeffizienten dieser Geraden lassen sich aus den 
Gleiehungen (3) ableiten; es ist: 

/ _?_ — ^^ ( C9, -f C^) + **1 <508 ^1 COS (09i -{- «i) 

fe — r,coBftcoB(a), + ««) & — r, cos ft cos (ob, + «,) 

Tj sin ft "~ r, sin ft + Ä 

— sin (o9, + «i) — Ti cos ft sin (oj + a^) 

Wßi »Täin ft + Ä 

+ r, cosft sin(a), + <>ff) _ + **« ^^^ A ^"^ (ö*« + '4) 
r^ sin ft r, sin ^, + Ä 

a: — X, Tj cos ft cos(o>| + «i) — ^ »"i cos ft cos (obj + «i) — 6 



(«) 



m, 



• z — Z^ Tj sin ft — Ä r, cos ft 

_ — r, cos /?, cos (o9, + «,) — r, cos ^, cos (cd, + «,) 
"~ r^ sin ßi — h r, sin ^, 

y — Y, — Tj cos /?, sin (oj + «,) _ — r^ cos ft sin (o9i + «i) 
*"* «— Z, "^ fj sin /?, — Ä ~ r, sin ß^ 

+ r , cos ft sin (0, + a,) + **« cos /?, sin (cd, + «,) 
fj sin ft — Ä r, sin ß^ 

Berücksichtigt man, daß 

ist und femer in dem Dreiecke C^P'C^ die Proportionen bestehen: 

(b : ri cos ft — sin [(co, + a,) — (©i + «i)] : + sin (o, + a^) 

\b : r, cos /J, = sin [(©, + «,) — (©i + «i)] : — sin (©1 + ccj), 

80 kann durch Einführung dieser Werte in die Gleichungen (6) nach 

cmfKher Reduktion erhalten werden: 

+ cos (oBj + «i) + COS (flJt 4 " <*i) 8in («j + a») 

^^ "" t^Ti "" — 8in(a),+ai) tg/?, + sin [(©, + «,) — (0)1+ ai)]tg^ 

— sin (09, + «i) _ — sin (o, -j- tt jsin(c9 , + a,) 

*** "" tgft ~ ^in (ö>i + «i) tg'AT sin [(©, + a,) — (cd, + o^)] tg ^ 

__ — cos (0, + g,) + s in (c9, + «i) COS (cd , + of,) 

*^ "" tgft ' "" + 8in"(<D,+oc,) tg ft - sin [(«», + cc^j- (cd, + o^)"]^ 

^ +8in(cD, + ce,) ^ — sin ( cd, + c^) sin (cd, + ex,) 

^'" tgA +8in(cD, + of,)tg/?, -sin[(cD, + cx,)-(ca, +a,)]tgi^ 



.T) 
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Mit Berücksichtigimg der yorstehenden Gleichnngen (7) für die 
Richtungskoeffizienten nehmen die Projektionsgleichungen der BAnm- 
strahlen S^ nnd S^ nach dem Raumpnnkte die Form an: 

Erster Prqjektumsstrahl Sj, benw. &. 



(8) 



; ^1 a; — cos ((Oj + a^) « = 



K^ßi y+ sin ((Ol + 



{9)S: 



{[: 



[~8in(a)i+ai)tg/J,+Bin[((D,+a,) — (cDi+ai)]tg^]a;— cos(aii+ai)ßin((Dj+a^^^ 
Bin(a)i+aJtg/J,+8in[(ö,+a,)— (a)i+ai)]tg^]a;+8in((Di+ajBin(ö2+a,) 



(10) S, 



^i: 



(11) 8n 



Yom Projektionszentram (7^ und 

eweUer FrojektionsstraJü S,, fte?«?. Sn 

tg /J, a; + cos (©8 + Oj) xr = 6 tg /J, + cos (cd, + a^h 
*g A y — 8"i (©j + «a) ^ = — sin (o, + Oj)* 

{ Bin((D, + a,)lg/Ji— 8in[((Dj + «,)- (cDi +ai)]tg^ } X— Bin(a)i + ai)coB(ö,+a^ 
= { sin(a},+aj)tg/3i— sin[(ai,+aj)— (©i+tti) } 6— sin(a)i +ai)cos((D,+a,)A 

{Bin(a),+a,)tgft— sin[(a), + a,)— (c)j + ai)]tg^}y + sin(aji + ai)Bin(a>, + a^^^ 
= + sin (oj + «i) sin (oj + «2) Ä 



f&r das Projektionszentmm (7,. 

Die rechtwinkligen Koordinaten des Baampnnktes P berechnen 
sich ans den Gleichnngen (8) — (11) mit: 



(12) 






-^«.in 



y = 



^y,l» ^y, in ^ ^y, 1 2 ^ ^y,i n 

^x«,I8 



^*,1» 

^ri, 18 






-^*,in 



^^,18 ^ ^<,in ^ ^*, 18 _ ^«,in 

^y«, 18 ^yi, in dy*tl2 ^y«, in' 



wobei ^ Symbole für Determinanten, ans den. Gleichnngen für die 
Projektionsstrahlen 8^ (8^ und S^ und iS, (5, und Stl) abgeleitet, be- 
deuten; der erste Index bezieht sich auf die Unbekannte, bezw. auf 
die Unbekannten, die in den yerwendeten Gleichungen Yorkommen; der 
durch ein Komma getrennte Index zeigt jene Gleichungen an, welche 
in Betracht gezogen wurden und in den Indizes der zwei Strahlen 
S,, Si und S„ /Sn, die durch die Gleichungen (8) und (9), sowie 
(10) und (11) gegeben sind, sich vorfinden. 
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Die rechtwinkligen Koordinaten des Raumpunktes P lauten also: 

cos (cDj + «i) sin (cd, + a,) , 



(I) 



sin [(cd, + «,) —((»1 + «,)] ^ _ tg(cD^ + c^ ) 

tg (cd, + «,) 
— sin ((»1 + oci)8m(cD, + ot,) , — b 



Bin [(cd, + flf,) — (cDi + a,)] 
8in(cD, + cr,)tgft 



sin [(cd, + «i) - («i + «i)] 



cotg (e»! + Ofi) — COtg(CD, + cc,) 
t tg ( Q>i + tf i) cos (cDj + oe,) 



(H) 






(UI) 



endlich 



(IV) 



X = C08(CD, +C 4) 8in(cD, +CX,) 

sin (cd, + of J tg (?,+ sin (cd, + o,) tg ft 

« «, — gJP ( Q» ! + c^i) Bin (g >i + «i) 

2^"" sin((»i + fl4)tgft + Bin(cD, + a,)tgft 

^^ 8in(cD, + ct,)tgft 

sin (cd, + er,) tg /J, + sin (cd, + ex,) tg"]?, 



bigß^4-h co s (cd, + et,) / j_ ^ 

^ " cos (CD, + a,) tg ft + cos (CD, + a,)-tg ft ^^^ ^^^ ^" "^^ 

1/ = -{ &tgfe + /tcos(cD, + «.)} sin rca. 4- a ^ 

y cos(cD, +cr,)tgA + cos(cD, + «,)tgft ^"'^^ + ^i>^ 

^ ^ ^tg ft + ?tCOS( cD, + CX,) . ^ 

"" cos "(cd, + of,) tg (J, + cos (cd, + Of,) tg ft ^ Pi 



a; = — 



fe tg /?, — h cos (cd, + cf,) 



sin (cd, + cf,) 

cos (cd, + of,) tg ft + cos (cd, + cf,) tg /?, tg (cd, + cc,) 

y C08(cD,+a,)tgft+C08(CD, + «»)tgfJ, B"^V®2-r-«J>/ 



iß? = — 



6 tg /?, — Ä cos (cd, + er,) 



si n (cd, + cf,) 

cos (cd, + of,) tg /3, + cos (cd, + of,) tg ft sin (cd, + cf,) 



tgA 



Wie wir aus den vorstehenden Ausdrücken sehen, läßt sich eine 
jede Baumkoordinate auf yier Arten ausdrücken^ wobei von den gegen- 
seitigen Bestimmungsstücken der Zentren 

die Gleichungen (I) nur die bekannte Basis h^ 






(U) nur die „ „ Höhe h und 



„ „ (IU)u.(IV)nurdiebekanntenGh-ößen&und^enthalten. 
Aus den Gleichungen (3) folgt für die Radienvektoren: 



^ cos ^,C08 (cd, + «i) COS fJ, sin (cd, + *>fi) ^in (J, 

6 — X y e — h 



r, - 



' cos ß, cos (cd, -f- «]) cos ß^ sin (cd, -f- ^^) su^ ßt 
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oder auch 



(13) 



sin (q), -|~ ^t) 



COB ft sin [((», + «,) — (fl)^ + «i)] 

sin (oj, -|- '^) ^ 

sin((Di+ofi)tg(J, + sin((D, +a,)tgft ' cos ft 



C08((»i +ai)tgft +cos(a), +a,)tg/J^ cos ft 

5 tg ^1 — Ä cos ((Dl + «i) sin (o9, + a,) 



und 



(14) 



COB ((0, + «,) tg ft + COB (cDi + aj tg ft sin {m^ + aj cos ft 



— sin(a)i +<'i) 



cos ft sin [(fl), + a,) — ((Dj + a^)] 
— Bin(a)i+of,) 



sin (a>i + «i) tg ft + Bin (cd, + «,) tg ft cos ft 

6 tg p, + ^ ^8 (<"« + ^«) '^^^ (o'i + «i) 



cos ((»1 + aj) tg ft + cos («, + «,) tg ft sin (o, + a,) cos ft 
6 tg ft — h cos («1 + ttj) 1 



"COS(09, +a,)tg/?i + COB(09i +t^)igß^ cosft - 



welche. Ausdrücke in Verbindung mit den Argumenten a^ und cc^^ 
sowie den Yertikalwinkeln ß^ und ß^ die Polarkoordinaten des Raum- 
punktes P in bezug auf die Zentren C^ und C^ bestimmen. 

Der Yertikalwinkel ty welchen die Yerbindungsgerade C^C^ der 
beiden Zentren mit dem Horizonte bildet ^ berechnet sich zu: 



(V) 



i€Tih=. — ^ 8 ^P (q>t + O tg ßt + Bin (o, + tt,) tg ft 
^ 6 sin [(fl), + a,) — (cDi + ai)i - 



(VI) 



tg«» 



eine wichtige Beziehung, welche für je ein korrespondierendes Punkte- 
paar auf den Bildebenen der beiden Zentren gelten muß und mit 
Vorteil zu einer Kontrolle, resp. zur Identifizierung von Bildpunkten 
verwendet werden kann. 

Führt man in die Gleichung (V) die Vertikalwinkel der Bild- 
distanzen (f^ und 9, ein, so erhält man: 

h 
b 

sin (coj 4~ ^)c ^B qpi cos tt, cotg ^2 (büi qpt 4~ tg «s) + sin (o), 4- ttf ) ^^^ 9's ^^^ ^ ^tg O, (sin 9i 4~ tg «1 ) 
~ cos qpi cos qp, sin [(©, + a j ) — (oBj -f cc^ )] 

Werden die Winkel in Betracht gezogen, welche die BAdienyektoren 
mit den Koordinatenachsen und unter einander bilden, so ergibt sich 
für die Richtungskosinus: 
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Das Ghrondproblem der Photogpiunmetrie ubw. 
COB (xr^) =» — = COB ßi COB (©i + «i) 

cos (yrj) = -^ = — COB ft sin («Dj + a^) 
COB (jEfri) « — = sin /Jj 



(16) 



und 
COB (xr^) 



= — COS ß^ cos (o, + «j) 



cos (yr,) « -?^ = cos /J, sin (o, + Oj) 



COB (zr^) ^ 



sin /Sj 



femer fElr den Kosinus des Neigungswinkels der Leitstrahlen selbst: 
(16) COB (r^r^) = sin ß^ sin ß^ — cos ß^ cos /J, cos [(©, + «2) "" (*^i + ^)] 

Die Festlegung des Raumpunktes P kann auch dadurch geschehen, 
dafi man neben den Horizontalwinkeln seiner Leitstrahlen in bezug auf 
die Basis, d. i. o^ — o^ und (o^ — cc^t auch die Horizontaldistanzen D^ 
und D^, sowie die relativen Höhen h^ und h^j bezogen auf die Zentren 
C^ und C,y ermittelt. 

Für die Horizontaldistanzen folgt: 



(VII) 



JDi =- r, 008 /?! = Va5» + y* = 6 



8in[((D, 4-«,) — (<», + «,)] 



[Dt^r, cos /J, = V(6 - «)* + y* - 6 



Bin [(«, + «,) — (ffl, + «,)] 



und fQr die relatiTen Höhen hat man: 

(*! = r, sin A - y^'^T^Ty^» A tg A 

l^ = AtgA, 



(vni) 



j*i = r, sinA-y»^-(a;» + y»)=J 
iÄ,-r,sinA-l/»i-[(6-a:)M^ 



welche Formeln sich mehrfach umändern lassen, wenn aus den vorher 
abgeleiteten Ausdrücken die Werte fQr die rechtwinkligen und Polar- 
koordinaten eingeführt werden. 

Sind die perspektivischen Eonstanten des photogrammetrischen 
Instrumentes bekannt, so lassen sich die Winkel a und ß in den bei- 
den Zentren C^ und C^ aus den rechtwinkligen Bild- oder Platten- 
koordinaten Xi yi und x^ y^ der korrespondierenden Bildpunkte p^ und p, 
bestimmen. 

Setzen wir der Einfachheit halber voraus, die Bildebene sei verti- 
kal, so hat man: 
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Bin Ol 



(17) ig«. 



^ ai 



7. 



, coBce^^— — - — 



h. 



V/1 + «! 



.Vi. 



Sin Ct. = - ^ > cos c. = , — — 



^^^-y/^r^"°''^"^''°'^ 







cos«, 



and die rechtwinkligen Koordinaten nehmen die Form an: 



(10 



X = 



(f^ cos (»1 — x^ sin (D|) (f, sin eo, -(~ ^s ^o" ''^t) 



(flft+^ «l) »il» K - «l) + («f/i — ^l ft) COB (O), - CO,) 

— y, sin CD| + ^i cos CD,) (/i sin o», + *» cos cd,) , 
y *" (A/i + «i^s,) sin (m, — CD,) + (a;~/; — jc, f,) csos (cd, — w,) 
(ff sin CD, -|- rc^ cos cd,) y, , 



(n-) 



j? = 



(/i ^t + a^ Ä,) sin (cd, — CD,) + (ä,/-, — a;, /*,) cos (cd, — cd,) 

_ (/", cos CD, — Ä, sin CD,) (ff sin cd, + a;, cos cd,) , 
"" y, (/", sin CD, -f ^ cos CD,) + yi (ff sin cd, -f ^ cos cd,) 
__ — (/*, sin CD, -|- J^ cos CD,) (Xj cos cd, -f- /*, sin cd,) , 
*" y, (/", sin cd, + ^i cos cd,) -f- y, (^ sin cd, + x, cos cd,) 

(/•, sin CD , + a?, cos cd,) y, 

y, (/, sin CD, + fl>i cos cd,) + y, (/", sin cd, + a;, cos cd,) 



(m-) 



[6y, + Ä(/t cos CD, — «, sin cd,)] (/", cos cd, — a:, sin cd, ) 

y« (/i cos CD, — X, sin cd,) + yi (/« cos cd, — a;, sin cd,) 
[6y, + Ä(/', cos CD, — ar, sin cd,)] (/", sin cd, + ^i cos cd,) 
^ ^^ y, (/*, cos CD, — X, sin cd,) + y, (^, cos cd, — a;, sin cd,) 
[6y, + h(ff cos CD, — a:, sin cd,)] y, 



y, (/", cos CD, — a;, sin cd,) -[- yi (/i cos cd, — a:, sin cd,) 
und endlich die letzte Form: 



(W) 



jEf = — 



[6y, — Ä(/*, cos CD, — x^ sin cd, )](/*, sin cd, -j-x^ cos <d,)(/*, cos cd, — x, sin ca,) 
[yi (/i cos CD, — a;^ sin cd,) + Vt (/i cos cd, — a:, sin cd,)] (/", sin cd, -|- x, cos cd,) 

[fty, — h(f^ cos CD, — x, sin cd,)] (/", sin co, + a:, cos cd,) 
y, (^, cos CD, — Ä, sin cd,) + fff (/i cos cd, — a:, sin cd,) 

— [ftyi — h (f^ cos CD, — äs, sin cd,)] (/", sin cd, + ^t cos cd,) 
y, (ff cos CD, — x, sin cd,) + y, (/; cos cd, — x, sin cd,) 



Vi 



Für die Radienyektoren wird erhalten: 



(13-) 



(/; sin CD, + a^ cos cd,) Yf] + a:f + yf 



(fif% + ^1^;,) sin (cd, — CD,) + («,/•, — a;,/",) cos (cd, • 
(ff sin CD, + ^1 cos CD,) Yfl + ^! + ^1 



■CD,) 



y, (/", sin CD, + ^i cos cd,) -[- yi (/i sin cd, -[- a:, cos cd,) 



^ [6y, + ^ ^1 cos CD, — a:, sin cd,) ] Yfl + ^i + ^1 
y, (/*, cos CD, — a:, sin cd,) -|- yi (A cos cd, — a;, sin cd,) 



--[ty, — Ä(/*,coscD, — a:,sincD,)](/',sincD,+x,coBCD,) VM+^T-Fy? 
y, (JT, cos CD, — Xf sin cd,) + yj (/i cos cd, — a;, sin cd,) f, sinco, -|-a5i cos cd, 



26 



Das Grundproblem der Photogiammetrie usw. 



und 



(140 



— (/; sin a>^ + x^ co a oQ yf\ + x\ + y \ ^ 

(/i/i + a^iXi) sin (fl), — fl),) + {xj^ — Xj^,) cos (fl), — «i) 

— J/ijin ö)i + x^ cos m,) V'/'|~+ gT +yT ^ 

y, (/j sin (Dj + rcj cos Oi) + y^ (/*, sin w, + «, cos «,) 

— [^1 + * (/f cos fl), — X, sin fl),)] y/'I + «1 + y! /i Bin to^ + x^ cos m^ 
y, (/i cos (D^ — Xj sin (Dj) + yi {ft cos o, — x, sin o,) /j sin o, + x, cos en, 

[6yt —h{f^ cos m. 



^ a;aSina>J] V/-} + a;} + y; 

J/i (/« cos Q), — a:, sin «,) -f- Vt (fi cos (»i — x^ sin a^) 

Für den Winkel t ergibt sich die Relation: 

(V') tg^ 

und für den Winkel der beiden Leitstrahlen 



_^,J/i_8inwi + x^ cos o)^) + y^ (f^ sin o^ + x, cos m^) 
(/i/i + a:,a;,) sin (co, — oj + (x^f^ — Xj^,) cos (o, — di) 



(VI') 



cos (r^rg) = —=- 



ViVt—^i^t—fift 



Vf\ + ^\ + y\Vf\ + A + y\ 



Wird eine geneigte Lage der Bildebene in den beiden Zentren 
C^ und C^ vorausgesetzt^ so ergeben sich mit Benützung der Gleichung I 
des ersten Abschnittes: 



(18) 



sino^ 
cosa^ 
tgoi- 



tg (Tj sin S 



Yifi COSqpj — yj sinqp,)*4-^f VCcosqp^ — tgffj sin qpj COS S^)* + ^S^^i ^^' ^i 

f^ COS q>^ — y^ sin qpj COS qpj — tg «yj sin (p^ COS öj 

y(/i COS qpi — yi sin qpj ) ' + «J ]/(cos qpj — tg cTi sin qpj cos <9i ) * + tg' ff, sin* 0, 



/; cos 9i — y, sin qp, 

tg (3^ = ABiny.+y.co s 9., _ . ^^ . 

^ ® /l cos qPi — yi sin 9, * ^ -ri 1 1 © 1/ 

für die Station C^ und für die zweite Station C^: 

x^ tg ffj sin S^ 



cos ff, 

cos 9, 



(19) 



cosc^ 
tga, - 



y(f^ cos qp, — y, sin qp,)* + a^J }/ (cos <p, — tg cTj sin 9, cos 0,)' -)- tg ffj cos Ö5 

/*, cos <p, — y, sin 9, cos 9, — tg er, sin 9, cos ö, 

]/(/;cos9j5— y,8in9,)* + a:| 



|/(co3 9j — tg (T, sin 9, cos Ö,)* + tg <r5 cos ©| 



/*, cos 9j — y. sin 9, 
/; sin 9, + yj cos 9, 
/; cos 9, — y, sin 9, 



cos Og = (sin g)j + tg a^ cotg 0,) 



cos«, 
cos 9, 



Die vorstehenden Werte können in die Gleichungen I — VI eingeführt 
werden; diese Gleichungen zeigen jedoch keinen übersichtlichen und regel- 
mäßigen Bau, weshalb wir auf die Vorführung derselben verzichten. 
Im gegebenen Falle wird man sie leicht aufstellen können. 
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m. 

Die Auswertung der abgeleiteten Formeln für gegebene Fälle der 
Praxis wird nach Überlegung der obwaltenden Verhältnisse niemals 
Schwierigkeiten bieten. 

Die Bildweiten in den beiden Zentren werden wohl gleich zu setzen 
sein, also /i = /i *= fj und zwar aus dem Grunde, weil die photo- 
grammetrische Au&ahme in den beiden Standpunkten mit demselben 
Apparate erfolgen wird; die Formeln ergeben sich unmittelbar aus den 
abgeleiteten Ausdrücken des vorhergehenden Abschnittes. 

Indem wir die Fülle der Sonderfälle, die betrachtet werden könnten 
und aus den allgemein geltenden Formeln eine reiche Ausbeute von 
Spezialformeln liefern würden, übergehen, wollen wir uns nur auf einen 
sehr interessanten Fall beschränken, den Prof. Dr. E. E o p p e bei einer Studie 
über die Genauigkeit photogrammetrischer Distanzmessung angewendet und 
später mit einer Abänderung auch auf Wolkenau&ahmen ausgedehnt hat. 

Eoppe hat nämlich die Bilddistanzen nicht unter beliebigen 
Orientierungswinkeln m^ und ca, bei seinen Untersuchungen ange- 
nommen, sondern £0^ = Oj = 90° gesetzt; die Basis wird hierdurch 
parallel zu den Bildebenen angenommen. 

Praktisch derselbe Fall kommt bei der Stereophotogrammetrie vor, 
welche durch Dr. Pulfrichs und Prof. Schells Arbeiten und Apparate 
eine so große Wichtigkeit erlangt hat. 

Die allgemeinsten Ausdrücke, Formel I — IV, Abschnitt II, gehen 
dann über in: 



(1) 



und 



(2) 



Bin cTj cos OTj ^ sin a^ cos er« 



Bin(a, — ofj) cos a^ tg |3, + cos a, tg /?j 

cos OTj C08 «2 , cos OTj cos OTj •. 

^ "^ sin (a, — ofj) cos «j tg (S, + cos a, tg ^j 

g « C08««tg ft ^ ^ COB0f,tgft j^ 

8in(a, — ofj) cos a^ tg (3, + cos a, tg ß^ 

f«.«_ 5 tg /?, --ÄBina, . 6 tg ft + Ä sin of, ^aa, 

Hin flf. tor «^ -4- ain a'. tcr a. ^ 



sin of} tg ß^ -f B^^ <^t ^ ^1 ^^^ S ^fi» ßi 4~ Bin c^i tg /?, cotg a^ 

^ tg Ä, + Ä sin a- h tg Ä, + Ä sin er, 

^ Bin «1 tg (J, + sm a, tg (?! i sm a, tg ft + sin a, tg (J, ^ 

^ ^ _ fttg ft —^sintf ; ^ &tgft+^sintt^ coag, 

sin of^ tg (J, + sin a, tg ß^ ^^^ sin a, tgß^ -{- sin a^ tg ß^ cos a^ ^ "^ ' 



die Radienyektoren werden bestimmt durch: 
(3) 



cos of, , cos a, h 

1 Ana R^ Bin ftr rr A 



008 |?i sin (ff, — oci) C08 cr^ tg /?, -f <^^b <^i tg ßi cos /J^ 

& tg ^, — A sin er, 1 ^ tg |?^ -j- ^ ^^^ <^i cos er, 1 

sin ffj tg ^, 4" Bin er, tg ß^ cos ^^ sin er, tg ß^ -f sin cr^ tg |3, cos or^ cos ß^ 
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und 



r. — — 



COgg| 



cos /}, sin (ff, — aj) 



6-- 



006 ffj 



COS «1 tg ft + COS«, tgft cos ft 

6 tg |?| -j- ^ BÜl CTj OOBCTj 



(4) 

ein ff, tg |}^ -f Bin «1 tg ^, cos^, sina, tg^^ -j-Bina^ ig/}, cos«, cob^, ^ 

für die Höhenrelation folgt: 
(5) 



jrrtb^ ^^ COg«tgft + COBg,tg ft 



sin (a, — a,) 



oder nach Einführung der Winkel g>i und tp^ auch: 



(6) tgV'« 



cos «j cos 9i [sin qp, cosof, + sin a, cotg O, ] -(- cos a, cos qp, [sin y^ cos c^ -f" ^i^^ ^ i ^^ ^i ] 

cos qpj cos qp, sin (a, — c^) 



Wird die Bildebene vertikal angenommen, also tp^^^ g>^^(fi ge- 
setzt, so folgt die einfache Beziehung: 



(7) 



. cos «1 sin or, cotg S^ 4~ cos a, sin a^ cotg S^ 

tgtp^ ______ 



Die parallaktischen Winkel der Leitstrahlen r^ und r, mit den 
Koordinatenachsen sowie untereinander sind gegeben durch: 

cos (xr^) =» — «- — cos /Ji sin «1 

cos (yrj) = i^ « — cos /3i cos Oj 

cos(jE?ri) «^ «sin/Ji 

weiter 

cos (rrr,) « — = cos /J« sin a« 

cos (yr,) — — =» cos /J, cos o. 



(8) 



cos (jsr^) = ^ = sin ft 

und 

cos (r^r^) = sin ß^ sin /J, — cos ß^ cos /J, cos (a, — «j). 

Werden die auf den Photogrammen ausgemessenen Bildkoordinaten 
XiJfi und x^y^ eingeführt, so erhalten wir: 



(9) 



a; — — 



y 



« = > — ■ 






6 






-Ä 



/iyt + ^.yi 



/ 1 *« /i *i 



fiVt + ftifi 



h, 



Von Eduabd DoLBiAL. 



weiter 



(10) 



y 



e » 



>iy« + «iyi ^'^ ^^8^1 + «1^1 "'* 



«iy« + «,yi 
Für die Leitstrahlen wird erhalten 



(11) 



und 



(12) 



* fi^ — ft^i fiVt+ftVi 



^Vt - ^^ 



6^+Ä3 ^, 



«iy. + ^yi^^^ + ** + ^^ a:,yt+^y. /i >'n + «i + yt 



AV/l + a^l + yl ^^ AT^Z-l'+a^l + yl ^ 
^y, + ^yi /, vn+x, + y, a:,y, + x,y,i^^« + ^» + y« 



Eine einfache Formel ergibt sich für den Vertikalwinkel tl>y es ist 
nämlich: 



(13) 



'«^-J-^i4|^ 



Die photogrammetrischen Apparate^ welche in der Praxis zur An- 
wendung gelangen, werden so konstruiert , daß die linearen perspek- 
tiyischen Eonstanten, die Bilddistanzen, einander gleich werden, also 
/i = ^ =» /* zu setzen ist. Unter dieser Voraussetzung yereinfaohen sich 
die abgeleiteten Formeln nicht unwesentlich; wir erhalten für die recht- 
winkligen Koordinaten des Baumpunktes: 



(14) 



und femer: 



(15) 



IX"- 



X» — X, 



b 



ys+yi 



*_ Vi 



b^ 



yi + yi 



6 = 



Vi 



«« — «i yi + y« 



h 






by,+h x, 
1 x^yi+x^y^ 1 



jBf = — 



^y« + «,yi 
«ly. + ^iyi 



Vi 



^yi+^yt 
""^yi+^iy. 



Vv 



so 
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Die Polarkoordinaten werden lanten und zwar 
die Horizontalwinkel: 



(16) 



tgo, 



f 
f 



die Yertikalwinkel 

tgA- 

(17) 

tgA- 

und die Leitstrahlen 






,j == ^ cos «1 



,_ - sin «• = - coB cu 



(18) 



(19) 



1 "" a;, - a?j "" yi + y« 

._±yx_2^?._y/^q:^r+yi_ ^yi+i^.y/r+^2 +^ 



•"" a;, — ajj yi+y« 



Die Höhenrelation wird besonders einfach: 

Ä yi+yi 



(20) 



tg^ = 



6 Ä, — «1 ' 



Bei photogrammetrischen Wolkenaufnahmen, wobei die Achsen der 
KameraS; die Bilddistanzen vertikal gerichtet sind, femer g)^ » o, » 90^ 
gewählt wird, nehmen die Gleichungen für die Raumkoordinaten einen 
einfachen Bau an. 

Es wird auch 9>i =* 9>2 "^ ^^ ^'^ setzen sein, somit vorerst: 



sin «1 = ->, T^ ^ + si^ ^1 

V^i + y! 

i^fL — -- cos«! -= d + tg «1 cotg öj) cos «1 

- + - _ 6_-- - - (1 - cotg» «i) cos e. - (1 - tg» «,) cos O, 

v^i i" yi 



,^n .' 
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Bin a. — -r- *-= = + sin ö- 
cos a, =■ ~J^ =■ — cos ö, 



(22). 



tg/J, = -^- cosa, = (1 + tg «8 ctg®,) cos«, 



= + ,7=^== = - (1 - cotg«®,) cos ®, = (1 - tg« «,) cos «,- 
Die Oleichungen f&r die rechtwinkligen Koordinaten sind: 

«ly, — «,yx ^y, - 



(23) 



und 



(24) 



^ly« fc ?iyj ^ 

y- ^LKt— 6»-^ ^^ , 

^ ^iyf-««yi ftyx+fiVt 



z^-- 



Vt 



^iVt-^iVi 



6 = :- 



/iy. 



ftVi+f^Vt 



h 



_ /;fe~^ ^ _ fjh + x^h y,. 



Die Polarkoordinaten werden sein und zwar erhält man fQr die 
die Horizontalwinkel: 



(25) 

f&r die Vertikalwinkel 

(26) 

und die Leitstrahlen: 



tg«.--^ 



tga, 

tgA 



tgÄ 






(27) 
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- , ViVfl + X? + y? fc _ y,Vfl+^+yi j^ . 
(28) * *i»«-«iyi fiVi+fiV» 

Die Gleichung fUr die Höhenkontrolle ist: 

IV. 
Graphisohe oder konstruktive Lösnng. 

Bei der graphischen Lösung des photogrammetrischen Problemes 
liegen die Verhältnisse wie folgt : 

Nebst den perspektivischen Eonstanten des Apparates: Bildweite, 
Horizont- und Vertikallinie sind gegeben der Horizontalabstand und 
die Höhenkoten der Standpunkte, bezw. der perspektivischen Zentren, 
in welchen gemessen sind die Orientierungs- und Vertikalwinkel der 
Bilddistanzen, außerdem auf beiden Photogrammen die Bildkoordinaten 
von korrespondierenden Punkten; man hat zu bestimmen die Situation 
der betreffenden Punkte, d. h. ihre horizontale Projektion, und die 
Höhenkoten, d. i. ihren Vertikalabstand von den Horizontalebenen der 
Zentren oder einer als Vergleichungsebene angenommenen Ebene. 

{Perspektivische Eonstanten: f^, Horizont und Vertikallinie. 
Basis by Höhen der Zentren H^ und H^. 
Orientierungs Winkel: o^, d^ 
Vertikalwinkel: (p^, (p^ 
Bildkoordinaten: x^y^ und z^y^. 
Die konstruktive Lösung dieser Aufgabe vom Standpunkte der 
darstellenden Geometrie wird auf rationellste Weise mit Hilfe der kotierten 
Projektion durchgeführt 

Zu der Verbindungsgeraden der Zentren C^ und Q (Zentrengerade) 
werden unter den Horizontalwinkeln d^ und oi| zwei gerade Linien ge- 
zogen, in welche die Projektionen der Bilddistanzen fallen. Da die 
Neigungswinkel der Bilddistanz in beiden Zentren vorliegen, (p^ und 9^, 
so lassen sich die Intervalle i^ und t, derselben leicht finden; man hat: 

(»i«cotg9^ 



Gemessen: 



ll, -COtgqp,. 

Die Bildebenen stehen auf den Bilddistanzen senkrecht, somit 
werden die BöschungsmaBstabe mit den Projektionen der Bilddistanzen 



/lh-1 




-^i"=r = *89»i 




oder 


*1 


2,f, = l 




-^»"^»tg^t 
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zasammenfallen; ferner besteht zwischen den Intervallen der Boschungs- 
maBstabe I^ und I^ und den Bilddistanzen die Beziehung: 



(2) 



und die Graduierung erfolgt in entgegengesetzter Richtung mit jener 
der Bilddistanz. 

Die Zentrengerade C^C^^ g kann gleichfalls graduiert werden^ 
weil man die Koten der beiden Zentren kennt und aus ihnen das Inter- 
yall i bestimmbar ist. 

Für die weitere Konstruktion ist es erforderlich, in beiden Zentren 
um die Spuren der betreffenden Yertikalebenen; die mit den Böschungs- 
maßstaben M^ und M^ zusammenfallen, die Umlegungen der Bilddistanzen 
fi und f^, der Vertikallinien Fj V^ und Fj F,, sowie der Hauptpunkte 
der Perspektiven Sl^ und Sl^ vorzunehmen; man erhält V^Sl^ V^ und 
F,ßj Fj, wobei Fj Fj und Fj Fj von C^ und C^ bezw. die Abstände f\ 
und f^ haben; /*^ und f\ selbst sind unter den Yertikalwinkeln 97^ und 
q>^ zu den Boschungsmaßstaben M^ und M^ gezeichnet; auch lassen 
sich die Spuren I\7\ und T^T^ der geneigten Bildebenen auf die durch 
die Zentren gehenden Horizontalebenen bestimmen. 

Die nun so gezeichneten Linien bilden sozusagen das Gerippe für 
die weitere Zeichnung. 

Besttfnmtmg der Situation. Die Situation des Punktes P, dessen 
Bildkoordinaten x^^y^ und x^y^ ausgemessen wurden, wird wie folgt er- 
halten: Auf Tafel I wurde die Ordinate — y^ von Sl^ in negativer Rich- 
tung auf Fj Fl aufgetragen, durch den erhaltenen Punkt (p^) eine 
Senkrechte zum Böschungsmaßstabe M^ gezogen und vom Schnittpunkte 
p'^ mit demselben die Abszisse -|- x^ im positiven Sinne aufgetragen, 
wodurch der Punkt p[ als horizontale Projektion des Bildpunktes p^ 
erhalten wird; p[ mit C^ verbunden, gibt die horizontale Projektion des 
Yiflierstrahles 5^, also S[y in welchem die Situation P' des Raumpunktes 
P liegen muß. Analog bestimmt man im Punkte C^ die Horizontal- 
projektion des Yisierstrahles 8^^ also S'^. 

Im Schnittpunkte von S[ und S'^ befindet sich die Situation P' 
des Raumpunktes P. 

Gehören die Bildkoordinaten x^^^y^ und x^y^ zu korrespondierenden 
Bildern, so muß der Haucksche Satz bestehen, welcher eine vorzüg- 
liche Kontrolle bietet; sie kann in der vorliegenden kotierten Darstellung 
mit einigen Linien durchgeführt werden. 

Zeiteehrifl f. Mathematik a. Fhytik. 64. Band. 1906. I.Heft. 3 
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Die so (genannten Kemp unkte K^ und K^ ergeben aich ali Schnitt- 
punkte der graduierten Zenfc rengeraden g mit den Bildebenen, deren 
Böschnngsmaßötäbe ilfj und M^ vorliegen, wobei s als Scbnittgerade 
dieser Bildebenen erecheint 

Stelleu 2jj und }/^ die Horizontalprojektionen korrespondierender 
Bild punkte vor^ m müssen nacli dem Hauck sehen Satze die Verbm- 
dungs geraden plK^ ^ g^ und p^K^ ^ ff^ durch einen und deuselbett 
Punkt a der Oeraden s hindurchgehen. Ist dies nicht der Fall^ so ist 
es ein Zeichen, daß auf der einen Perapektive ein unrichtiger Büd- 
punkt gewählt und in bezug auf seine Bildkoordinaten ansgernessen 
wurde. 

Diese höchst wichtige Beziehung gestattet auch, falls auf einer 
Perspektive ein Bildpunkt py angenommen wnrde, auf der zweiten durch 
Konstruktion den zugehörigen Bildpunkt zu finden. 

Die Haucksche Beziehung ist für die Bild-Identifizierung in zweifel- 
haften Fällen von größter praktiaeher Bedeutung; man wird sie aber 
auch, wenn die Identität der fiildpunkte außer Frage steht, benutzen, 
weil man eine beruhigende Kontrolle fdr seine Arbeit gewinnt. 

Hat man auf einem Photogramme den Bildpunkt 2h göwahlt und 
vermag man auf dem zweiten Photogramme die Absztgge ^^ des zu- 
gehörigen Bildpnnktes mit Sicherheit anzugeben, so läßt sich seine 
Bildordinate y^ mit dem Haucksehen Satze bequem ermitteln. Man 
verbindet p[ mit K^ und erhält im Schnitte dieser Geraden g^ mit s 
den Punkt a\ nun legt man im Abstände x^ vom Böschungsmaßstabe 
JI5 eine Parallele zu 31^ und sucht den Schnittpunkt mit g^ = tiK^ und 
erhält p^\ wird durch diesen eine Senkrechte zu M^ gelegt, so erhält 
man im Schnitte mit Fj V^ den Punkt [p^] und durch die Strecke 
^%iP^ = ~ y% ^^^ gesuchte Ordinate des Bildpunktes />^ auch dem 
Zeichen ,nach, worauf der Bildpunkt p^ auf dem Photogramme fest- 
gestellt werden kann. 

Bestimmung der Hohe. Die zwei Vieierstrahlen Sj und S^ bestimmen 
eine Ebene, in welcher der Punkt P liegen muß; um die Kote des 
Punktes P zu erhalten, ist es daher nur nötig, den Böschungsmaßstab 
dieser Ebene zu bestimmen. Wir betreten diesen Weg nicht, sondern 
werden noch einfacher zum Ziele zu gelangen suchen. 

In der Ebene der Visierstrahlen 6\S, liegt auch die Zentrengerad© 
CiCf^g, welche wir als EÖfietmmßsM* ben ätzen, um auf ihr, da sie 
graduiert ist, die Kote des Punktes P zu ermitteln. Man wird eine 
Spurparallele der Ebene S^S^ suchen, dann durch P' eine solche legen 
und im Schnitte mit der Zentrengeraden g die Kote des Punktes P 
ableßen. 
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Die Koten der Punkte (p^) und (p^) kann man sofort erhalten; sie 
entsprechen den Koten der Bildpunkte p^ und p^ selbst. Beide Punkte 
liegen in den Bildebenen von C^, bezw. C^, es kann daher an den 
Böschungsmaßstäben M^ und Jf, bei p[' und p^' die Kote von pj^ und 
p^j deren Horizontalprojektion in p[ und p^ iat, angegeben und zu p[ 
und p'^ hiuzugeschrieben werden. Sucht man nun auf der Zentren- 
geraden g die Koten von p[ und p^ und verbindet sie mit diesen Punkten, 
80 erhalt man Spurparallele der Visierebene des Punktes P. 

Hierbei ergibt sich sofort eine Kontrolle: die so erhaltenen zwei 
Geraden müssen^ weil sie Spurparallele derselben Ebene sind; parallel 
sein; wenn dies nicht der Fall ist, so ist es ein Zeichen daf&r, daß 
entweder die benützten Büdpunkte keine korrespondierenden waren, 
oder aber bei der Konstruktion ein Fehler unterlaufen ist. 

Die Kote des Punktes P wird erhalten, wenn man durch P' eine 
Spurparallele zieht, den Schnittpunkt mit der Zentrengeraden g bestimmt 
und bei diesem die Kote aufsucht. 

Wir sehen hieraus, daß die Zentrengerade als HöhenskcUa verwendet 
werden kann. 

Zur Bestimmung der Kote des Punktes P gibt es auch noch andere 
Hohenskalen; jede durch das Zentrum gelegte Gerade kann zu einer 
Höhenskala gemacht werden; im gegebenen Falle handelt- es sich darum, 
Ton den unendlich vielen, theoretisch möglichen Höhenmaßstaben einen 
praktischen auszuwählen, womöglich so, daß er für die Höhenbestimmung 
benutzt werden kann. 

Die jeweilige BUddistanz und der Yisierstrahl, also f^^ S^ und f^y S^j 
bestimmen als zwei sich im Zentrum C^, bzw. C^ schneidende gerade 
Linien eine Ebene; die Bilddistanzen f^ und /*, sind von Hause aus 
gegeben, ihre Lageverhältnisse bekannt, und sie können daher graduiert 
werden. Wir können nun, analog, wie vorher die Zentrengerade ^, 
jetzt die graduierten BUddistanzen als Höhenskalen verwerten, indem 
wir in den Ebenen f^S^ und f^S^ Spurparallele suchen. Die Koten 
von Pi und p^ können am Böschungsmaßstabe der Bildebenen M^ 
und M^ unmittelbar abgelesen werden; nun sucht man diese Kote auf 
der graduierten Bilddistanz, verbindet diese Punkte mit p[ und p^ und 
legt zu diesen Geraden durch die Situation P' Parallele bis zum 
Schnitte mit den graduierten Bilddistanzen, an welchen Stellen die 
Koten von P direkt abgelesen werden können. Die erhaltenen Koten 
müssen naturgemäß einander gleich sein. 

Die Bestimmung der relativen Höhen h^ und h^ des Raumpunktes 
P über den Horizonten von Q und C^ bestimmt sich nach dem 
folgenden Verfahren äußerst einfach. 
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Die Strecken (j>i)Pi =« l^i und (i>2)jP» *= ^2 stellen die Höhen der 
Bildpunkte ^1 und|>2 ^^^i' ^^^ Horizontalebenen von C^ und C^ dar; denkt 
man sich P auf die zwei Hauptvertikalehenen der beiden Zentren 
orthogonal projiziert und dann die IJmlegungen in die Horizontalebene 
durchgeführt, so erhalt man die Punkte P^ und P,; ihre Abstände 
von den Orientierungslinien M^q ^h^ und -Sf^r =» Äg geben unmittelbar 
die gesuchten relativen Höhen, die abgegriffen und auf dem beigegebenen 
Maßstabe abgelesen werden können. 

Dieses Verfahren der konstruktiven Bestimmung der Höhen laßt 
an Einfachheit wohl nichts zu wünschen übrig. 

Bei vertikaler Lage der Bildebene vereinfachen sich alle Kon- 
struktionen bedeutend. Da die Vertikalwinkel der Bilddistanz (pi^fp^^^O 
sind, so werden die Abszissen x^ und x^ der Bildpunkte mit Berück- 
sichtigung ihres Vorzeichens unmittelbar auf den BUdspuren I\7\ 
und T^T^ von den Hauptpunkten £1^ und 52^ aus aufgetragen und wird 
im Schnitte der Verbindungslinien C^p^^ und C^p^ unmittelbar die 
Situation P' erhalten. 

Die Höhe des Punktes P ergibt sich nach Ermittelung der Koten 
der Bildpunkte p^ und p^ dadurch, daß man auf der graduierten Zentren- 
geraden die Koten dieser Bildpunkte m und n aufsucht und diese 
Punkte mit p[ imd p^ verbindet; es muß p[m Wp^^ sein und die durch 
P' zu diesen Geraden gezogene Parallele trifft die Höhen skala (Zentren- 
gerade) bei p, wo die Kote von P abgelesen wird. 

Die bei der geneigten Lage der Bildebene zuletzt angegebene 
Methode der Bestimmung der relativen Höhen wird hier besonders 
einfach. Konform mit der früheren Konstruktion wird y^ von Äj und 
^2 von £1^ auf den Bildspuren T^T^^ und T^T^ aufgetragen, die er- 
haltenen Punkte pi und p^ werden mit C^ und C^ verbunden und 
durch die Situation P' auf die Orientierungslinien C^O und C^O 
Normale gefällt und diese mit den verlängerten Geraden Cip^ und 
Cj,f)g in M^ und M^ zum Schnitte gebracht; die Strecken M^q und 
M^r geben, am Horizontalmaßstabe abgenommen, unmittelbar die re- 
lativen Höhen h^ und Äj. Die Differenz dieser Höhen muß kon- 
stant und gleich dem Höhenunterschiede der Horizonte der beiden 
Zentren sein. 

Die äußerst durchsichtige Konstruktion fär die Identität der 
Bildpunkte zufolge der H au ck sehen Beziehung ist aus dem 
unteren Teile der Figur auf Tafel U, die im Aufrisse ausgeführt 
ist, in Verbindung mit der horizontalen Projektion bequem zu ver- 
folgen. 
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V. 
Fehlenmtersnehimgen. 

Die rechtwinkligen Koordinaten eines aus zwei Standpunkten auf 
photogrammetrischem Wege festgelegten Raumpunktes erscheinen, wie 
aus den Gleichungen I — lY im Abschnitt 11 ersichtlich ist, als Funktionen 
der linearen Größen b, h, welche die gegenseitige Lage der perspekti- 
vischen Zentren festlegen, und der Winkel (o^, cd,; welche die Jßildebene 
im Räume orientieren, femer der Horizontal- und Vertikal winkel a^y cc^ 
und ßij ß^y welche die Richtung der Yisierstrahlen nach dem Raum- 
punkte kennzeichnen. 

Man hat allgemein: 

(^ = FlQ>j CJ,, o,, «1, «a) = K'Q^y ^u ^i> ^'u ««, /^i; ßi) 
y = KQ>7 «17 ^%y «1, «2) = F;\h, o,, o,, «1, «,, /3i, A) 
e = F;,{h, ©,, o,, «1, a,, ß^) = F;^\h, a,, Oj, o^, «,, ß^, ft) 

(1) weiter 
X = F;'\b, h, ©1, G)„ cfj, «j, ft, /Sg) = F;"Xb, h, o^, o,, Oj, «,, /Sj, ft) 

y « -FrC^ *> ®u ®2^ "ly ^99 ßi> A) •= K\^, Ä, Ol, dg, «1, «,, ft, A) 

^Ä = F;'\b, A, ©1, oj,, Ol, «j, ft, ft) == F3""(6, Ä, Ol, Oj, «i, «,, ft, ft). 

Werden die Winkel a und /) durch die Bildweiten der photo- 
grammetrischen Apparate f^ und /*,, sowie durch die Plattenkoordinaten 
ausgedrückt, so werden die Koordinaten des Raumpunktes nach den 
Gleichungen I' — IV' im Abschnitte 11 als Funktionen der Größen b, h, 
®i; ^%j f\y f% ™d a^i, a:„ j/i, y^ auftreten. 

Es wird dann: 

X = '-Fi(6, Oj, CD,, t\j U ^17 ^%) ^ ''F^{h ©1, ©8, /;, /i, Xi, a:,, yj, y,) 

» = '-FjC^ g>i; ^i, fu f%y ^v ^2) =- "^2('*> «»i; e»2. /l; /i, ^1; ^2; »1; %) 
e — ^3(6, ©1, ©2, /;, /;, 2?!, ajj) =- "F^(h, ©1, ©g, /;, ^j, a^i, a:,, ^i, y,) 

(2) femer 
x-'''i?\(6,/i,©i,©2,/i,/;,j?i,a:8,yi,y,)=''''i?\(6,A,©i,©,,/i,^2,a;i^ 
y = ''T,(6,Ä,©i,©2,/;,/;,a?i,.r,,yi,yg)=»'''Tg(&,A,©i,©,,/i,4xi,^^ 
^«"'F,(fc,Ä,©i,©,,/i,^8,Ä:i,a:j,yi,y8)«''''i?;(6,A,©i,©,,^i,/i,a^^^ 

Sind die Argumente der vorstehenden Fimktionen mit Fehlem 
behaftet, so können neben den PartialfeMern, welche die einzelnen 
Fehler bedingen, auch noch die TataifeJder berechnet werden, welche 
in erster Reihe interessieren werden. 

Die totalen Änderungen in den Koordinaten werden, die allgemeinste 
Form der Funktion nach Gleichung (1) vorausgesetzt, sein: 



(3) 
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^ äß ßX OX nX OX tX 

^x^-^Jb+^^h + ^Jo. + ^Ja^^ + ^^a. + ^Ja, 

Berücksichtigt man das unbestimmte Vorzeichen der mittleren 

Fehler der Argumente, so muß man zur Bestimmung des mittleren 

Fehlers der Funktion die Sätze der Methode der kleinsten Quadrate 
heranziehen, wodurch erhalten wird: 

,^ 1 /(H^^) +(^^^) +(a^-»^) +fö^^«)V(ft ^? 



(4) 



Je 



-1 /(l-:^?+(i^»)*+(S^«'.)'+ fe'^ ^".)*+(^ ^«.f 



Die totalen Fehler nehmen eine andere Form an, wenn den recht- 
winkligen Koordinaten die Gleichungen (2) zugrunde liegen; es 
folgt dann: 

Sx 3x (^ X 3x 



(ö) 
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und die mitUeren Fehler der Raumkoordiuaten bestimmen sich mit: 



(6) 



^x. 



Jy 



^0 



■V 



(li^»)+(li^»)'+(l;^»0'+(ls^-)'+(ls^^.)' 
S"^(P^(l::^*+(li^".)"+(it^A)' 

(l*^')'+g|^*)V(^^«,)"+(l^^».)'+(ls^'--)' 



In den meisten Fällen werden die Gfrößen b und h zur Festlegung 
der Zentren genau bekannt sein^ ebenso auch die Bildweiten der photo- 
grammetrischen Apparate^ welche perspektivische Eonstante mit großer 
Sorgfalt auf Ghnind der schärfsten Methoden ermittelt werden müssen, 
und auch die Orientienmgswinkel sind mit Schärfe gemessen, so 
zwar, daß die Fehlereinflüsse dieser Größen gegenüber jenen, welche 
durch die Fehler in den Plattenkoordinaten bedingt werden, ver- 
nachlässigt und 

db = Jh « Jo^ = z^Gjg = ^fi = ^/i =■ 

gesetzt werden kann; die aufgestellten Gleichungen (3) — (6) nehmen 
dann die Form an: 



(') 
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und weiter: 



(8) 



Das Gnmdproblem der Photogiaminetrie usw. 



«^^^+fe^'i+i^».+s^». 



. dz ^ , de . i de ^ i dz ^ 






Nachfolgend werden die Fehlerausdrücke fQr die Raumkoordinaten 
zusammengestellt^ wobei die gesamte Berechnung nur für die erste 
Abszisse ausgeführt wurde, während weiter alle umfassenden Neben- 
rechnungen weggelassen werden und nur die Resultate angesetzt er- 
scheinen. 

Um die Ausdrücke für die Partial- und Totalfehler übersichtlicher 
zu gestalten, führen wir nachstehende Abkürzungen ein und zwar: 

sin (cji + aj = sin (1) 

(9) cos (o^ + «i) = cos (1) 

sin [(p, + «,) — ((»1 + «i)] =- sin (2 — 1) 

ferner 

^-sin(l)tg/3, + sin(2)tg/Si ^ 

5-C08(l)tgi8, + C08(2)tgft 

C=6tgft-Äcos(l) 

(10) J2) = &tg/S, + Äcos(2) 

^ = tg/J, + 8in(l)sin(2)tg/5, 
F = tg /Ss + cos (1) cos (2) tg ß^ 
G-tgft + cos(l)cos(2)tgft. 

Benützen ¥dr die Formeln (I) des Abschnittes U, nämlich: 

( cos (oa^ + «i) si^ (öf + ^t) -L ^0* (*) ^"^ (^) -L 

"" sin [(«,"+ a,) — (wj + aj] ~~ sin (2 — i)~ 



(11) 



Bin (m, + a^) Bin (o>, + "«) t ^i" (^) **" (*) i 

y - Bin [(a,, + «,)-K +"«,)] " - sin (2-1) " 

_ Bin(n>, + C(.)tgft , ^ Bin(2)tgft , 

^ ^ Bin [(«,, + «,) - («,, + a.)J " Bin (2 - 1) "> 
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(12) 
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'dx h 

dcc^ 2 1 


sin 2 (o), + «,) _ x« cotg (cd, + cf,) 
lin* [(w, + «,) — (cüj + «,)] 6 cos* (cd, + ex,) 


dx ^ b 8in2 (fflj + «i) _ X* tg (w^ + of J 
5a, ^ 2 sin» [(», + «,) — (oj + a^)] b sin* (a, + a,) 


dx dx ^ 


Einführung der vereinfachten Symbole: 




ax 6 sin 2 (2) x* cotg (2) 




a«, ^ 2 sin* (2 — 1) ~ 6 (50B«(1) 




dx b sin 2(1) Ä* tg(l) 
dcc^ "~ 2 sin* (2 — 1) ~ & sin* (2) 




dx dx ^ 



(13) 



der Totaleinfluß in der Abszisse wird sein: 
b 



^^^°°2 sin*[(cD, + J-(cD, + c^x)] ^'^°^^''^ + ^^^^'^'^''^^"^^ + ^)^^J 



(I,) 



^ x* reotg(cD, + a,) . tg(cD,+cf,) 



Teotg(<P| 

Leos* (cDj 



+ «l) 



^«1 



sin* (cd, + «i) 



^a,] 



X* sin2 ((»,4- «i)-^«! — 8in2(cö, + cfi)-^«! 
*" 2 6 cos* (cd, + ofj) sin* (o, + a,) 

oder 

- _ ^ Bin2(2)^af,— sin2(l)^ cg, 
^^""2 sin* (2 — 1) 

x*r co<g(2) tg(i) -] 

6 Li5P(i) ^ sin*(2)^^J 

g* Bin2(2)^a, — sin2(l)^ct, 
^2b cos* (1) sin* (2) 



und der rdative Fehler mit Verwendung der einfachen Symbole: 

(Jx _ xr co<g(2) _ jtg (1)^ -] 

a? "" 6 Lco8*(l) ^^ sin* (2) "^^J 



OiJ 



^ sin 2 (2) ^ tt^ — sin 2 (1) ^ «, 
2 6 cÖ8*(l)8in*(2) 



Für die müäeren Fehler der Abszisse wird erhalten und zwar vorerst 
fBr den absoluten Fehler: 
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b 1 



\dX^ 



W 



2 ■in'LK + a.) -(€.,+«,)] 



y'[8m2 (o, + €c^)^~(hV + [8m2 (aii + ai)^/«,]« 

X* 1 

& C08* (fl»! 4" «i) fli^i* (fl^t + «'t) 



= i 8lS«ltl) VT^272r^ar]» + [8in2 {l)Ja,f 



2 



und dann für den relativen Fehler: 

fJX X 



— = 1, V . ^'.. . x y[8in2(cj,-hg8Wtf.p+[8in2(<D.+a,)z/aJ' 



2a; 



^^..-.nBiii(2)co8(2)z/aJ« + [8in(l) co8(l)^«,]l 



6co8«(l)8in*(2) 

Wird in analoger Weise bei der Bestimmung der Koordinaten- 
fehler von y und z vorgegangen, so ergeben sich als absolute Fdder: 



i\y 



^ y*r ^«1 , ^«. 1 

6 L sin* ((0, + «,) sin* («, + a,)j 

- 8-S^tl)[- 8in»(2)^a, + sin^(l)^«,] 

^ &L sin» (l) sin« (2) J 

oder 

-«[cotg[(oj, + et») — (»1 + «i)]^«! 

0.\ 8in(ü>, +«,) — yla A ? ^Ä 1 

Bin (0.. + a.) sin [(«>,+ «,) - («, + «,)] ^*« "^ sin 2ft ^P«J 

- . [ootg (2 - l)Ja, - ,r^^^^^ ^^ + -j^ ^/Sx] • 
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Die rdativen Fehler ergeben sich Dach Division der vor- 
stehenden Ausdrücke f&r absolute Fehler durch die zugehörigen Ko- 
ordinaten. 

Für die mitäeren absoluten Fehler ergeben sich mit Heranziehung 
der vereinfachten Symbole: 



W 



^y = ,in'(2-l) >t=^^2)^«^3' + [8in»(l)^a,)« 



U.) 



b y L«in'(l)J ^L8in'(2)'^J 

Bei Heranziehung der Gleichungen U, HI und lY des H. Abschnittes 
erhält man für die absoluten Fehler der Raumkoordinaten und zwar 
bei Benutzung der Formel U: 

/ , sin (o), + gg) [ig p, + sin (a>, + a,) sin (o?, + g ,) tgPJ 

[sin (CD, + aj tg ft + Bin (a>, + «,) tg ft ]« '^^ 

, cos (c a, + «i ) sin (fl)i + orj cob (o?, + g,)tgft 



(n,) 



z/a: = 



C08(«v+aJ sin* (w, + a,) 



,^A 



z/a: = 



cos» ft [sin (öj + cfj) tg /J, 4- sin (w, + «,) tg ft ] 

_ ^ sin (<"! + c^i) cos (ca, + g,) sin (cd, + a^) - 

'' cos« ft [sin (CD, + cc,) tg ft + sin (cd, + «,) tg ft J> ^^'^ 

/ ^ tg fe + sin (cd, + crj sin (cd, + or,) tg ft ^^ 
Ä cos* ^(o^ + ofj) sin (ca, + «,) ^ 

;c* sin (cd, + cf,) cos (cd, + «,) tg fe ^^ 
' /i cos (cd, + «,) sin* (cd, + «,) * 



oder 



(H.) 



z/a; 



Ä 008 (cd, -|- «i) COS* ft '^^ h sin (cd, + «t) cos* /J, 

^ I - i; sin (2) ^Oi + cos (1) sin (1) cos (2) tg ft Ja^ 

2») __ cos (1) sin* (2 ) ^ _ sin (1) cos (1) sin (2) ^ 



cos* jJ, 



cos*p. 



h cos (1) 



„ 8in(l)co8(2)tgft 
~ ^^«1 + SiV2) ^^8 

_ _^ft_ ^ ai°W 
C08*|3, sin (2) cos* p. 



^Ä 
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als absoluten Abszissenfehler; jener in der Ordinate ist: 

h 



Jy 



W 



[Bin («1 + «,) tg ft + sin («, + «,) tg pj« 

— C08(a)j + «i) sin*(c}g + «,) tg/Sj-i/oi 

— cos(oi2 + «j) 8in*(eji + «j) igß^^cc^ 
, 8in(a) t + at )8in«( m, + c,) , sin(ci), + «i)gi p*(fl>i-f «i ) ^zi 

■^ ^8«ft ^Pl"*" C08«S ^P» 



^y- 



cos (a>i +3) tg ft ^ __ cos («, +_a,)_tg ft ^ 
^ 8in*(a), 4" <*«) 



sin* (wi + ^^^i) 
' 8in(a)i + ajcos'ft ^^ sin («, + a,)cos' ß^ 



jß. 



oder 



(n,) 



Jy 



|— co8(l) 8in»(2) tg^i^Oi — C08(2) 8in*(l) tg/3j^/a,| 






sin (2) sin' (1) 
cos' ^, 



^A 



^. = i* 



8in*(l) ®^i 1 sin* (2) ^ 



'*'iin(l)co8«ft ^A + 



1 



sin (2) cos' /J, 



z/ft 



und ftb* die j^-Eoordinaten folgt: 



(H.) 



^|-co8(l)8m(2)tgfttg/J,^a,+8in(l)coB(2)tgfttg^,zfaJ 



cos'ft 



C08*|}, 



^0- 



, cos (1) tg ft sin (1) coB (2) tg ft 



»Bin (8)1 , gin(ljt gft 



8in(l) 



tgftcos«^. 



^,'t 



Die mitäeren Bautnkoordinatenfehler nehmen bei Benatzung der 
Terein£ichten Symbole die Form an: 



Jx 






[E 8in(2)z/ai]*+ [8in(l) cos(l) co8(2) tg/J,^«,]» 



r coa(l)8in' (2) .^ -|» , p 



sin (1) cos (1) sin (2) 



cos*^. 



^a]* 






cos (1) 8in"(2) ' 



'«.]'+[ 



8in(l)co8(2)_tgft 
sin» (2) 



Z^«J 



Leos« (jj ^ Lsin (2) cos» |3, ^^«J 
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041,) 



Jy 



^y 



h 






[cos(l) sin* (2) tgftz/«,]» + [cos(2)sm«(l)tg/3s,z/a,P 






W 



co8(l)Bin(2)tgÄtg/S,^ai]>+[8in(l)co8(2)tgfttg/?,^«,]* 

) gjn ( 2) 
cos* ^, 



^« r rgin(l)gin( 2) tg A . „ 1« rein (1) sin (2) tg ft -|« 



//r 



yrcoe(l)t^ft -]« rg m(l)cog( 2)tgft i» 
L"~i^Ä~^'^J +L 8m(2)tgft— ^««J 
r gm(l)tg A . . -1* r sind ) ^« -1» 



Die Formeln (III) für die Raumkoordinaten liefern die Fehler- 
gleichnngen: 

•8in(l) cos (2) tg ß^DJa^ + cos(l) sin(2)tgftCz^ag] 



an,) 



Jx '■ 



M 



^^= m 



C08 (1) C08 (2) 7^ .^ , C08 (1) COS (2) y. ^ 

8in(l)c08(2) tgp^ y. 8in(2)tgft ^ 



cos* (1) 
cos (2) 



cos (1) cos 



cos* (1) 
cos (1) 



,^^ D^ß, + '^^Mk cjß. 



w 



Jy 



^y 



^ l—DFJui - sin (1) sin (.2) tg ß^ CJtc, \ 






g Jn (1) C08 ( 2) 

C08«|S, 

1 



+ 



8m*(l) 1 8m(l) ^ 

cos (2) 7^ ^;> cos (2) 



8m(l)C08*jJj 



D^A 



sin (1) cos 'p, 



C^ft 



(in.) 



^"-w 



^'-Tii 



8in(l) tgft tgß^DJa^ + sin (2) tgiS, tgftC^«, 

CO'Wtg fe T)^o , cog(2)tgft ^ 

gQBWt gfey)^,, . COS (2) p 
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Die mitüeren Fehler der Raumkoordinaten lauten: 



G^.) 



z/rc 



ow 



dX '' 



^y 



j ,AD sin (1) Igft lgft^«,]' + [a»ll(2) IgA Ig/i,^«,]» 









COS (1) cos' ^, 



^aJ 



1 /[ÜF^J« + LC sin (1) sin (2) tg ft^«,]» 
-. V r„ sin (1) COB (2) .„-\*,rp Bm(l)cog( 2) -]« 



^ ' L »ii (1) cos« ft '^''»J ■+" L sm"(l) cob« 



-; ^^T 



0^1.) 



^;» = 



/J« = 






^/[D 8in(l) tg A tg/S,^a.]»+ [C8mC2)tgft tgft^aj» 



Die Gleichungen (lY) des II. Abschnittes geben f&r die absoluten 
Fehler der Raumkoordinaten: 



(IV.) 



Jx = 



z/ar- 



B* 



C» 



- r.(*i [D8in«(l) co8(l) i^ß^-Cß]Ja,-^l ^a, 
„co80)Bin(«) ,- ^ COB (1) sin (2) - 

D,in'(.)coB(l)tgft-C.B _ ^^ tg (.) ^ 

COS* (1) Bin (2) ^ 8m*(l) ^ 



sin (1) 



;ct^a+<'. 



Bin(l) 



^A 



(IV,) 



sin (2) tg (J, " f*! ' "* sin (2) cos* p, 
p Bin (1) sin (2) tg /S, Jui + CGJa^ 



Jy 






. BinWy ^Ti^^«, 

Bin f2^ ^ ' sin' (2) ^^ 



sin (2) 



+ 2> 



C08 (1) 



sin (2) cos' /}| 



^ft-C 



cos (1) 



sin (2) cos* ft 



j(i. 
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(TV.) 



^«-5-. 



^^-c* 



5^^[7)8in»(l)tgft-C5coB(l)]zr«.-C(?M_^«, 



8iii'(l) 



8in(l) 



8m(l) 



■in (2) Sin ■ft'- ' V /J ri • 8in(2)tg/JjC08'/J, ^- 



C4V.) 



Die müäeren Fehler der Raumkoordinaten berechnen sich mit: 



■iV 



[flin(2)cos(l)(I>8in»(l)cos(l)tg/Si-BC)z/ai]»+[C(?^«,]* 



+[«=^k-^ftT+['' 



COS (1) sin (2) 

~ cos »^; ' 



^a]' 



^ ^ 

^»-c 






(JV,) 



, /BBui(l)iim(2)tuft^«J'+tOff^«,]' 

^ »^ + L^ 8in (2) CO8« ft- ^ PiJ + ^ Bin-(2) cos' ft ^ AJ 



and 



C^.) 



z^*' 



-1 /["^If (I>sin«(l)tgA-5Cco8(l)^aJ . 



^'-ö^tiÄ 




Dflin' (l)tgfe — B Ccos (1) 



sin (2) " ""ij ' L"" ^ Bin* (2) ' 

, r^ sin(l)cog(l) ^-|« 
+ L^sin(2)cos«^.^Aj 



Rechnet man die Fehleransdrücke {8r die Baumkoordinaten, welche 
durch die Gleichungen T, 11' Iir und IV' des EL Abschnittes gegeben 
sind, und in welchen die Bildweite und die Bildkoordinaten auftreten, 
so empfiehlt sich die Einführung nachstehender Symbole: 



(14) 



(li) 



(i;) 



(li) 



d'i') 
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f\ cos Oj — i^i sin üi « Jlf 
/i sin (Dg + iPf cos o, =» -ST 
/i sin Oj + ^1 cos (?>i « P 
/i cos Oj — rCg sin ©, =* ^ 

(/;^,+a:ia;,)8in(og— Oi)+(rr,/i-a:/,)co8((D,~a3i)«i2 

y, (/i sin Ol + x^ cos Oj) + y^ (f^ sin Og + x^ cos co,) = y, jS^ + y^ P^ S 

y, (/i cos (Dl — a;, sin ©j) + y^ (/i cos o, — a;, sin o,) « y, Jlf + y^ ^ = T 

(/i cos «1 — a?! sin «i) (/", sin oo, + aj, cos eo,) Jlf A" jj 

/i sin cDi -|- x^ COB «Ol P 

by^-JiM^ r 

Die Gleichungen I' geben für die absoluten Fehler: 
^x - iiiQNfiJx, - PMf, Jx^) 

^y - A (- IPf, Jx, + F'f, Jx^) 
^y - V (- ^. /» ^«1 + j}-./i ^a;,) 

-^#— ;gj {^|/,co8(oj,— (»i)— a:j8in((o,— a)i)]yi^a;j— P.v,/i^3-j+i\rjB^y, ) 
^i' — ;ß {[/i cos((D,-(Di)— iTg Bin(a32— Ol)] ^x^— j^f^ ^^2+^7 ^^i j " 
*Die mittleren Fehler rechnen sich mit: 



(J.v') 



ferner 

uutl (»udlioh 



I / ^ l,y\ \i'% ooB(a»,-a)i)-a^ Bin(c»,-(Oi)] Jx^ } * +(-|/, ^a;,)*+ {R^^ ^y^ 
\ t . - J(,/{l/;ooB(aj,-a),)-ir,8in(aj,-o)i)]z/a;i}»+(^^,^a;,)V(B^^yi)*. 
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Die Gleichtuigen 11' geben als absolnte Fehler in den Raoni- 
koordinaten: 

h l— Niy^fi + yj sin ©i N) Jx^ + MPy^ cos cd, Jx^\ 



(n;) 



^ S'\^MN^^y,-MNPJy, ] 

Ä» 1 { — N{yifi+yiBm(DiN)Jx^ + MPyco8G)^Jx^] 



h JITA« |_ jif jv« jy^ _ MNPJy^ 



weiter 



(n,-) 



Ä j— iV*yi cos »1 z/^i — P^yg cos a^ Jx^ 
t 1 |— ^yi coscDi ^a?! — P^ygcoscö, z/x, 



^y h IPP'X^ IPPJy, + JV^i^ z/y, 



nnd 

_ Ä |— J^yiy« cos Ol z/iCi + Pyiy, cos ©, z^x, 
v^v , I — -ÄTy, cos (o^Jx^ + Py^ cos ©, z^ x, | 

;^^='Ä2^^j+j^P^. ^y^_jvrp^y, I 

Rechnet man die mittleren Fehler, so wird erhalten: 



jy. ^1^ 1. 1 /[-^Cyi/i+^yi Bina)i)^a;i]* + [JtfPy, cos©, ^afi]* 



(n-?) 



fc I /[ Ji™ yi cos Ol /i afj* + [P* y, cos o, z^ «,]* 



^^=^;^4-l/' 



y« 1 1 /[-N* y, cos Oll JXi]* + [P* y, y, cos o, z/ a;, J* 

+ [jrP^y,]»+[iVP*z/y,|» 



(n'D 



- «T + [NPy, z/yj» + [JVPy, ^y,]» 
^* = TiV«K +[2VP»X^yJ+[JV^Pz/y,]« 



Mit Heranziehnng der Gleichungen III' ergeben sich die Fehler- 
Ausdrücke: 

Zettoehxilt f. Mftthemfttik n. Phyiik. 54. Band. 1906. 1. Heft. 4 



Ö2 



Das Gmndproblem der Photogrammetrie usw. 



durcligreifeode Kontrolle zu besitzen, welche im folgenden Bechnnngs- 
gange li^t 

um möglidiBt raBch und sicher die partiellen Differentialquotienten 
zu erhalten, bedient man sich der aus den Gleichungen (I) des EL Ab- 
schnittes stammenden Relationen, die wie nachstehend geschrieben 
werden können: 

|y = -rctg(l) 

l COS (1) 

woraus sich rechnen: 

h. terni?- -^— 

a«! ^^^^aoj co8«(i) 

Ä — "sWls 



(16) 



(11) 

AttN der Gleichung 
folKt 



dtti 

dz_ 

aft 

dz ^ tgft dx 
dß^ *'co8(l)a/J, 



tgß dx tgft8in(l) 

COB(l)aai C0B«(1) 

tgft dx_ 
cos (1) dfft 

_:^ft ^ j 5: 

C08 (1) dßi cos (1) COB* ft 



ay 



(6-a;)tg2 
dx 



Zur möglichst raschen Eontrolle werden aus der Gleichung 



fdlKt'nd« DifPerentdalgleichangen erhalten: 



(IH) 



ay 



de 



a« , ay a^ j. 1 /> 



«a. 



3" 



aa. 



aa; , a^ '€£ 19/, 





-0 
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oder ai^cli 



(19) 



co8(l)|^-8m(l)||--cotgA,^-0 
co8(l)|^-8m(l)|j-cot«^,^-0 
lco8(l)||-8in(l)|^-cotgA^ 



0. 



Werden in die Tontehenden zwei Gleichung8878teme die berech- 
neten partiellen Differentialquotienten eingeführt, so ergibt sich die er- 
wünschte Eontrolle. 

Stellen wir uns die Frage nach der Genauigkeit, welche die Hori- 
zontaldistanzen D^ und D^y sowie die relativen Höhen über den Hori- 
zonten der einzelnen photogrammetrischen Stationen (Zentren) haben, 
unter der Voraussetzung, daß b, hy to^ und cdi, sowie f^ und f^ als fehler- 
frei anzusehen sind, so hat man auf Orund der Gleichungen: 

Bin (CO, -f «,) ^ 



(20) 



A 



Bm[(cö, + «,)-(cDi + aj)] 



A = - 



8in(cöi+aj) 



und 
(21) 
f&r die totalen Fehler: 



(22) 



8m[(a), + a,) — (»,+«(,)] 



JB,^'^^a, + '^Ja, 






dCty 









und für die mitUeren Fehler: 



(2S) 



^'>'-m^^&":^"')' 



^^.-m^^M^^^r 



und 
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Ermittelt man f&r D^ die partiellen Dififerentialqnotienten^ 

«, mh' [(m, + a,) — («o, -foi)J * ^"-^ i ' -1/ v. i ' i/J» 



8«, 



-6 



«"'(«'l + «l) 



sin« [(«, + «,) — («, + et,)] 



-A 



Bin [(«D, + «,) — (cB, + «,)] ' 



80 wird nach Einf&hrang der vereinfacliten Bezeidmong erkalten: 

b 



(I) 



z/A - [Bin(2)co8(2 - 1)^«! - 8in(l)z/«,];,j^,^, _jj 
-[008(2-1)^«,-^;^«,],^-^^ 



als absoluter und 
als relativer Fehler; die mittleren Fehler werden sein: 



(H) 



z/A -n^in (2) cos» (2 - l)z/«,] + [8in (1) Ja,]* .Tn'Ts^TI) 



->/[co8«(2-i)^«,].4-[;ig^«.]\^|L-r) 



nnd 



^ -Vfci-p - l)^^]. + g|/^J^_J^. 



Analoge Gleichungen können für die Fehler in D^ gewonnen werden. 
Was die Fehler in den relativen Höhen betrifft , so hat man vor- 
erst f&r die partiellen Differentialquotienten von h^i 

dßi C08* ft "" sin* ^j 
und nach Einführung in die Gleichungen 



A 



(III) 



Jh, -tgß, JD, + ^i-^-Jß, 






Ai 



und für den gebräuchlichen Höhenfehler, der der Einheit der Distanz 
entspricht: 

(IV) 
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und femer die mittleren Fehler: 



00 



^*i -V(tg^xA)' + tt^>;^A)' 



=yr^r+(^y 



und 

(VI) dh 



^-%A]/^-)'+(.^)* 



Für die Fehler in der relativen Höhe h^ werden ähnliche Ans- 
drücke erhalten. 

Es sei bemerkt, daß für die Fehler in den Distanzen D und rela- 
tiren Höhen h analog wie bei den Raumkoordinaten verschiedene Aus- 
drücke abgeleitet werden könnten; doch begnügen wir uns, auf die viel- 
seitige Möglichkeit der Ableitung solcher Ausdrücke hingewiesen zu 
haben. 



Über die Wnrzeln einiger Zylinderfimktioiieii und gewisser 
ans ihnen gebildeter Gleichungen. 

Von A. Kalahne in Heidelberg. 

L Form der Gleichungen. Definition der Zylinderfonktionen. 

In einer vor kurzem veröffentlichten Arbeit über elektrische 
Schwingungen in ringförmigen Metallröhren ^) habe ich die Wurzelwerte 
gewisser aus Zjlinderfunktionen gebildeter transzendenter Gleichungen 
numerisch berechnet Diese Gleichungen ergaben sich aus den Grenz- 
bedingungen des Problems und dienten zur Bestimmung der Eigen- 
schwingungsperioden, welche dem ringförmigen System eigentümlich 
sind. Da dieselben Gleichungen noch bei vielen anderen physikalischen 
Problemen auftreten, und die Kenntnis ihrer Wurzeln auch mathe- 
matisches Interesse beansprucht, so teile ich die Resultate in erweiterter 
Form hier mit. 

Es handelte sich im allgemeinen Falle um die Gleichungen 

1) A. Kalähne, Ann. d. Fhys. IS. p. 92. 1906. 19. p. 80. 1906. 
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oder 

und die aus den Deriyierten ganz ebenso gebildeten 

oder 

Die Gleichungen (la) und (2 a) ergeben sich aus (1) und (2), wenn 

man r.t statt x und -' statt k setzt. 

An ihre' Stelle treten in dem Spezialfall, daß A; = cx) wird, die 
einfacheren Gleichungen 

(3) /.(S) = oder i>,r) = 

(4) m)=^0 oder /„'(r.r) =- 

und wenn andererseits i = 1 wird, die noch einfacheren 

(5) sini^ == oder sin (r, — r^jr «• 

(6) cos iy =^ oder cos (r, — ri)T = 

Hierin bedeuten i,(rc) und -ff„(rr) irgend zwei unabhängige partikuläre 
Integrale der Bes sei sehen Differentialgleichung 

m £+l£ + (i-D'-»- 

Zwei solche unabhängige partikuläre Integrale dieser Gleichung sind 
die Besselsche und die Neumannsche Zylinderfunktion (oder in 
anderer Bezeichnung die Besselschen Funktionen erster und zweiter 
Art) von der nten Ordnung, die für alle beliebigen Werte von n und 
X definiert sind durch die Gleichungen^): 

'^nW^^n\r(n + l) 2"M!r(n + 2)"'"2*.2!r(n + Ä) 2« 3!r(n + 4)"^" J 

(9) K^(x)^-^^{cosn^I^{x)-I^Sx)), 

1) Vgl. bierfOr und für das folgende z. B. N. Nielsen, Handbuch der 
Theorie der Zylinderfunktion en. Leipzig 1904 S. 6 ff. Graf und Gubler, Ein- 
leitung in die Theorie der Besselschen Funktionen. Bern 1S98 und 1900. Hefbl 
S. 25, S. 84ff. Gray und Mathews, A Treatise on Bessel Functions and their 
Applications to Physics. London 1895. p. 7 ff. 
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r bedeutet die G au ß sehe Gammafunktion 

X) = lim -T— , -T— ; , — ^— ,: , 

^ m^»x(x-\- 1). . .(jj + m— 1) ' 

die für ein positives ganzzahliges Argument übergeht in 

r(a:) =^ (a; - 1)! - 1 . 2 . 3 . . . (a; - 1). 

Für einen nichtganzzahligen Wert Yon n ist auchi_^(r);) ein unabhäugiges 
partikulares Integral, konnte also an Stelle yon K^{x) treten; für ganz- 
zahlige Parameter n =» i/ muß jedoch die Neumann sehe Funktion 
K^{x) genommen werden, die in diesem Falle aus (9) durch einen 
Grenzübergang abgeleitet wird. Man erhält für ganzzahlige n » i/ 

»'W'^gr Ui 2M!(v +1)! "^ 2*.2!(v + 2)! 2«. 3 ! (i^' -j- 3) ! "^ ' ' ' \ 
(10) ,.= « ,, 

2*^ V* (y — g — l)!a;'* 



«=o 



wo .^ in der Bezeichnung von Schläfli die von Gauß eingeführte, 
mit der Gammafunktion zusammenhängende Funktion ist 

1 = 

C ist die Konstante des Integrallogarithmus (Euler sehe oder Ma- 
scheronische Konstante) und hat den Wert 0,577216. 

Mit Einsetzung des Wertes der Fimktion A kann man K^(x) 
schreiben 

J^,(^) - I logxl^ix) - lux) [log2 - C] 

• iB X r~ il SS OD Jl ^ OD 

(11») +^^ 2*'«!(,+.)i ^ t+H=T~i+i)+^ (i+HFF+I ~i+i) 



"ifo:'' -^ "" 2S1 



(14) 
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Statt dieser durch (11) oder (Ha) definierten Neumannschen 
Fanktion K^{x) wird oft eine andere Y^x) benutzt, die ebenfallfi den 
Namen der Neumannschen Zylinderfunktion fährt^ und die mit K^ipc) 
und /y(^) zusammenhängt durch die Gleichung 

(12) K^x) = l YXx) "ll.ix) [log2 - CJ. 

Der Faktor log2 — C hat den Wert 0,11593. Wie man sieht, ist 
Y^{x) durch die rechte Seite Ton (Ha) gegeben, wenn man daselbst 

das Glied ^7,(^)[log2~C] wegläßt.») 

Statt der Reihen und Gleichungen (8) und (9) bez. (10) und (11) 
kann man zur Definition yon IJ^x) und K^{x) auch gewisse Reihen 
nach fallenden Potenzen des Argumentes x benutzen, die besonders f&r 
große Argumente wertvoll sind, nämlich: 

I-^,.(^)-/ii(coB(rc-?^«)-9«(^) + 8in(rr-?^ 

wobei die Funktionen ^^{x) und M^J^x) definiert sind durch die im all- 
gemeinen halbkonvergenten Reihen 

f s ^ •^(— 1)*(1'— 4n')(3*— 4n')(6*— 4n«)(7«— *n '). ..((4»— 8)'— 4n «) ((4< — 1)'- *^ 



^m + 1 

^ (— l)*"l (1« - 4n«) ( 8« — 4n «) ( 6* — 4n*) . . . ((4g ~ 6)» — 4n«) ( (4 g — 3)« — 4w '; 
^"(2«-lJ!" '" " (8ar)* — » 



oder ausgeschrieben 

2!(8x)* ' 4!(8a:)* 



(14a) 



^ (y^^^ (l'-4n«)(3«~4w«) . ( l«-4n«)( 8«-4n«)^6«-4n«)(7«^4n«) 



. _ l«-4n« (l«~4n«) (8»^4n«) ( 5* -4««) 
^«•^^^^ l!8x 8K8ir)' 



(!«— 4n«) (8*— 4n«) (5*— 4w*) ( 7«~ 4n «) (9*— 4n«) __ 

Bricht man diese halbkonvergenten Reihen so ab, daß die Ordnungs- 
zahl $ des letzten benutzten Gliedes ^ | bez. ^ '^^^ ist, wobei m 

1) Vgl die Dantellung bei Gray und Mathews L c. S. 14. Die Formel 
für Y,M^ "^ daaelbet jedoch durch einen Druckfehler entstellt. In dem Ausdruck 

^ai) für *„i. muß das letste Glied +^^ beißen statt — ^Ji. 

1 1 
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eine ganze Zahl darstellt, so ist der Fehler kleiner als das letzte in 
Rechnung gezogene Glied. ^) 

Mit unendlich wachsendem x bei endlich bleibendem n nähern 
sich die Summen in (14) dem Werte Null, daher wird 
lim9„(a?) = l, lim^„(a;) = 0, 

X SB OD xss 00 

und die Gleichungen (13) geben 

lun /.(a;) =)/A cos [x - ?^ «) 



(15) 



Jim jr» -l/J sin (af - ?^-ti «) 



Wie sich die Funktionen verhalten, wenn x und n zugleich unendlich 
werden, ist hieraus aber nicht zu ersehen, da dann die Reihen (14) 
yersagen. Für o; = folgt aus den Gleichungen (10) und (11) 

r.. ... (1 für « = 
lim i_(a;) — {^ -„ ^ ^ 
,=« "^ ^ 10 für n>0 

limiir,(j;) = oo, 



(16) 



dPsO 



und zwar wird lim K{x) f ür w = logarithmisch, für n > algebraisch 

unendlich wie a:~". 

Als Poissonsche Zylinderfunktionen bezeichnet man die Funktionen 
IJ^x) und K^{x)f wenn n die gebrochenen Werte \y \j \ - " v + \ 
besitzt, wobei v eine beliebige ganze Zahl t; =» 0, 1 , 2 . . . darstellt 
Sie ergeben sich leicht aus den Gleichungen (13); die Reihen für 
fp^ipo) und ^^{x) brechen in diesen speziellen Fällen jeweils bei einer 
bestimmten Stelle ab und haben nur eine endliche Zahl von GUedem, 
so lange n selbst endlich ist. Man erhält: 

Kii^) = -]/i^ cos X I_^{x) 



(17) 



usw. 



1) Vgl. N. Nielsen, 1. c. S. 153 und 166. E. Lommel^ Studien übei die 
Bettekchen Funktionen. Leipzig 1868. § 17 S. 67 ff. 
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2. Lage der Wurzeln im allgemaiiieii. PlLysikalische Bedeotimg derselben. 

Von den in B«tra<^ht kammeoden transzendenten Gleichungen (1) 
bis (4) habe ich zunächflt die ane den Den vierten gebildeten nicht be- 
rücksiehtigi und nur fär die Gleichungen (1) und (3) die Rechnung 
duTcbgefuliTt. Auch siod etwaige imaginire oder komplexe 'Wurzeln 
a^fier Acht g«bfi8isi und nur reelle Werte benutzt Jede der beiden 
Gleichungen (1) mnd (3) hat tmendlieh viele diskrete reelle Wurzeln 
gaia ebeiiao wie die mam dem enUpreehenden tngonometrischen Funk- 
tumen mux mid emz atialog gebildeten Gleichungen 

tgx — tgZ'jf bez. rinar^O. 

Wir mlendieidai aie durch Hinzufßgting des Parameters n und der 
Oninngpnid $t, die mmtb emander dje Werte 0^ 1^ 2, 3 _ , anmmmt, 
»chretheii abo je^^ ib irte WurEel der Gleichuiig (1)^ die ans den 
ZylindeifiaLktioiiai Mter Onlnung gebildet ist. Dies Ter halten der 
GkicbuDgai (1) und (3/ tu bestig auf ihre Wnrzeln übersieht man 
ajn leiehlealeA, w«iie mäa ikm. Yedauf der Funktionen IJ/f^j bez. der 

(18) R = I,(rr) + AK,(rr) 

im reellen Gebiete graphisch darstellt, wae sich^ wenigsteufi fOr die 
Werte n ^ und ri = 1, ziemlieh weit durchführen laßt, da für diese 
Parameter aorfahrliche Tafehi der beiden Zjlinderfanktionen existieren. 
Das schon zitierte Buch tou Graj und Mathe wb enthalt eine solche 
Daist ellung rou i^{^) und Ii(x) bis zum Argument x ^ 20 hinauf. 
Die Gestalt der Kurven ist ähnlich derjenigen der Kurve einer ge- 
dämpften sinusförmigen Schwingung, nur sind die aufeinanderfolgenden 
Nnllatellen nicht wie bei dieser um den Betrag 7i von einander entfernt, 
sondern diese Differenz ist bei /^(x* kleiner^ bei /jl^) und allen 
anderen mit höheren Parametern großer als tk, nähert sich aber mit 
wachsendem Argument asymptotisch dem Werte sr, wie aus den 
Formeln (15) hervorgeht, welche for sehr große Argumente gelten. 
Ganz analog verhalten sich die Neumannsche Zjlinderfunktion ^^{x) 
bez, ^\i^) und die durch (18) dargestellte Summe beider; die Lage 
der Nullstelleu dieser Summe R hängt natürlich von dem willkürlichen 
konstanten Koefißzienten A ab. 

Die durch (18) definierte Funktion B stellt, noch mit einer will- 
kürUclien Amplitudenkonstante multipliziert, das allgemeine Integral 
der Be sseischen Differentialgleichung (7) dar. Ans ihr geht die 
Iransxendente Gleichung i^la) bez, (1) in folgender Weise hervor. Die 

ttion R ist innerhalb eines Ereisringes mit den Badien r^ und r. 
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die endliche; stetige, eindeatige Lösung einer bestimmten Differential- 
gleichung. Wenn nun die Grenzbedingungen verlangen, daß R an 
beiden Grenzen yerschwinden soll, so hat man zunächst zu setzen 

also 

(18a) B^I,(rr)-^^K,{rr), 

damit B an der unteren Grenze r =i r^ verschwindet; damit es auch 
an der oberen r =» r^ verschwindet, muß die Gleichung (1 a) erfüllt sein, 
aus der r als Funktion von r^ und r,, sowie von n, das als Parameter 
in der Gleichung enthalten ist, berechnet werden muß. Setzt man darin 

X statt rjT und fc für — , so geht die Gleichung (la) in die Form (1) 

über. Das YerMltnis der Ringradien h ist ein Maß für die Er^mung 
des Ringes; es ist gleich 1 für unendlich kleine Krümmung, d. h. wenn 
der Ring in einen geraden Streifen von der Breite r^ — r^ übergeht; es 
ist gleich oo für unendlich große Krümmung, d. h. wenn der Ring in 
einen Vollkreis übergeht, indem sich r^ bei endlichem r^ auf den Wert 
Null reduziert, oder wenn er in den Außenraum eines Vollkreises über- 
geht, indem r, bei endlichem r^ unbegrenzt wächst. Zufolge der Definition 



(20) ft = ^ 



besteht zwischen den Wurzeln rc^'*') der Gleichung (1) und den Wurzeln 
T der Gleichung (la) die Beziehung 

(21) (*-l)4*^> = (r,-r,H«'), 

indem wir auch die r mit den Indizes n und w versehen. Diese 
Größen r^^ sind die physikalisch wichtigen, sie hängen eng mit den 
Perioden der Eigenschwingungen des Ringsystems zusammen und 
dienen daher zur Berechnung dieser, wenn die Dimensionen des Systems 
gegeben sind. Physikalisch kommen nur die Wurzeln in Betracht, 
deren Ordnungszahl ^ > ist; die nullte Wurzel ist allen Werten 
von Je und n gemeinsam imd hat den Wert Null. 

3. Numerische Berechnung. Reihen von Hac Hahon. 

Zur numerischen Berechnung der Wurzeln a:f^^ lassen sich die 
Reihen verwenden, welche Mac Mahon^) für dieselben angegeben hat. 

1) J. Mac Mahon, Annals of Mathexnatica 9. p. 28. 1894/96. Die Fonneln 
findet man bei Gray und Mathews I.e. p. 241 ff., sie enthalten in diesem Ab- 
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Die Ableitung derselben stützt sich anf die Darstellnng der Zylinder- 
fbnktionen dorch die halbkonyergenten ßeihen q>^(x) nnd if^{x) ver- 
mittels der Gleichungen (13). Setzt man nämlich 

(22) (p^(x) -^ P cos e , tlf^(x)^ PsinSf 

wo P und zwei durch diese Gleichungen definierte Gh^ßen sind, so 
gehen die Gleichungen (13) über in 



(23) 



^.(^)-Kx^""(^-^'«-®) 



Sollen diese Werte verschwinden, so muß sein för I^ (x) — 

^ - *^^^ « - = J (2u^ - 1) («=i.t.»...) 

oder 

(24) x^ß + &, wobei ß ^ ^(2n + 4tv - 1) 
ist; für K^(x)'^0 

X —^- X — @^^(2w — 2) (iD=i,s,8...> 

oder 

(25) x^ß' + @, wobei |5'-|(2w + 4w;-3)«/J-| 

ist. Indem nun mit Hilfe von (22) S nach fallenden Potenzen von x 
entwickelt wird, erhält man für In(x) 

^0D die p, g, r . . . gewisse Funktionen von n sind. Hieraus ergibt 
sich nach einem Theorem von Lagrange: 

(26) a^:^^ß + P. + 9-P! + r^±^ + .... 

Setzt man die Werte von p, q, r . . . ein, so erhält man schließlich als 
u;te Wurzel von I^ (x) =- 

.. Ä _ ^— J _ i("» - l)(7w — 81) _ 82 (m — l)(88m« — 982m + 8779) 
^« ="P 8i^ 3"(8ß» lö(8ft' 

(^^) 64( m — l)(6949m' — 168 866m« + 1 686 748m -- 6 277 287) _ 

106 (8|J)» "f 

druck einige Druckfehler. Auf p. 242 muß es unter (VI) (8^' im Nenner von r 
beiden statt (8^*) Femer muß es auf p. 241 unter (I) bei den Wurzeln von I^{x) » 
im letzten Gliede von ^^'^ heißen 1 686 748 m statt 186 748 m, wie eine Yergleichung 
mit der Originalabhandlung lehrt. 
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wobei gemäß (24) gesetzt ist 

4n*^m, J(2«-l +4«<;) = /S. 

Dieselbe Formel (27) gilt för die Wurzeln von K^ (x) « 0, wenn man 
darin statt ß den Wert 

|^2n-3 + 4«;) = ^' = ^-f 

einsetzt. 

Für die Wurzeln der allgemeineren Gleichung (1) ergibt sich eben- 
falls die Gleichung (26), wobei aber /5, p, g, r . . . die Werte haben 



(28) 



a ^^ ^Lui _ 4(w — l)(m — 26)( Ä;» — 1) 

P^k — l' ^^ ^k ' ^"" 8(8A)»(Ä;-1) ' 

_ 82(m-l)(m «-lUm + 107a)(^^ -l) ^^ _ . • 
^~ 5(8 ky(k - 1) ' m-^n , 



Ahnliche Entwicklungen findet Mac Mahon für die aus den Deriyierten 
I'mix) und Kn{x) gebildeten Gleichungen. 

Mit Hilfe der Gleichungen (26) und (28) habe ich die 6 ersten 
Wurzeln 4*'> der Gleichung (1) für die Parameter « =- 0, |, 1, |, 2, | 
und die willkürlich herausgegriffenen Werte k => 1,2, k =» 1,5, i; » 2^ 
berechnet und sie in Tabelle 2 zusammengestellt. Die angegebenen 
Krümmungswerte k entsprechen 3 Ringen, deren innerer Durchmesser 
z. B. 20 cm beträgt, während die äußeren in derselben Reihenfolge 24, 30, 
40 cm sind. Der Berechnung sind die 4 in (26) hingeschriebenen Glieder 
zagmnde gel^, und die Werte x^JC^ soweit es möglich ist, auf 4 De- 
zimalen genau mitgeteilt. Allgemein läßt sich die Genauigkeit der mit 
diesen Reihen berechneten Werte nicht abschätzen, da Untersuchungen 
über die Konvergenz und die Resiglieder derselben noch ausstehen, wie 
ich einer Notiz in Nielsens^) Handbuch entnehme. Bei der nume- 
rischen Berechnung zeigt sich, daß die Glieder dieser Reihen um so 
schneller abnehmen, je größer die Ordnungszahl der Wurzel w, und je 
kleiner k und n sind. Eine Ausnahme bildet der Parameterwert n^ j 
insofern, als für ihn die Reihe sich auf das erste Glied ß mit dem 
Wert wn/Qc — 1) reduziert, da die folgenden wegen des Faktors w — 1 
sämtlich yerschwinden. Dies Resultat erhält man auch direkt, wenn 
man in Gleichung (1) die Werte der Po isson sehen Zylinderfunktionen 
für n B I einsetzt, wodurch dieselbe in 

tgo; * tgkx 

fibergehi Von n = j aufwärts wird die Eonvergenz mit wachsendem 
Parameter immer schlechter. Als Beispiel führe ich in Tabelle 1 die 

1) N. Nielsen, I.e. p. 178. 



^^^#r ur K ' Hm*i^ rjrm ^i^hßr 5Wr» fBr t =— I ^mi die Parameter 
>» - > ^ — ^ ^ - S m. i^ m Im fTiffi m it pw p pil i = 2 gehören; 



♦--,►*> 



^ i;^:^» ii^ii» 3a4i59 



r>?^ 'tiusrffffr Jütana lian ^«ürtiSiiiuBiBi^ Iihh|1im ab: bei kleineren 
W<>Ti>r TOffi )tf jftmSxnMt ü^m minuäLer, bei ffllB e uui langpamer und 
"i^hiiefiieto ^'««mest jb «jeiqeatKd äe ^Wcpnrtwn «ÜB&Jer großer als die 
roriien|Rbenifeo. Die» j«^ zl 3^ «bna. ftr « ^ :| bei • » d^ Fall, 
w<y fiam ^TÜeri ^i -^^nSrnr -mixi 3^ ^ Ser msxAsm. afa» die Beihoi on- 
hnm^iuur, (L h. ^nade für ja» iiniii iiinii 4ettüss Mark gdcr&mmter 
R\iU^ bei denen < jmde W^tm bacL Wbr wvniai. jedock aof anderem 
W^^»«^ An&efalnE Iber «üe «^rroBe der WxiiaeiiL aoek ftr dieae Falle er- 
hait^m. Je mehr Äek /ir ^ier Einiiei]; nähert. «ieaB» cr^Ser wird /), nnd 
deii&> fKfaneOer knoversien; die Reiher z. B. kann, mas mumar bei » = |, 
dem knekacen PacuneG^rwert der TabeOe, aehoa är £ = 1^ das yierte 
CHied d ^paooL TetmkuhBam^guu wenn man eine tli nniiiK.fciit Tcm 4 Dezi- 
malen erreicben will: amHomehr oacüriidL bei kienem Pkrameterwerten. 
Hier kann man die ftenanigkmt alao gnx angefacKz bei denjenigen 
Worzelwertf^n aber, wo dae rierte <brlied d noeh esnen Beitrag zur 
Tierten oder gar dritten Dezimale liefert^ kann man den möglichen 
Fdikr des Kesoltates gleieh der Große dieses noch in IWJiTinwg ge- 
zogenen Gliedes setzen, wenn man annimmt, dag die Summe aller folgenden 
Glieder höchstens den Betrag dieses Gliedes ezreidiL Diese Annahme 
habe ich gemacht and die Bezeichnungen in der Tabelle danadi ein- 
gerichtet; wo die Unsicherheit wegen des rierten Gliedes 1 — 2 Einheiten 
der rierten Dezimale beträgt^ ist dies durch klein« Dmck der be- 
treffenden Ziffer angedentet: ist die Unsicherheit großer ab 2 Einheiten, 
so sind die Zifiem außerdem onterstrichen: in allen anderen Fallen be- 
tragt sie weniger als Op Einheiten der rierten Dezimale. Zur besseren 
Beurteilung der Unsicherheit ist das rierte Glied d in Einheiten der 
rierten Dezimale daneben geschrieben, soweit es in Betracht kommt. 
In dieser Tabelle sind die Wurzeln r/> für die Grenzwerte ä: = 1 
and i* =» oo nicht mit aufgeführt, um das wiederholte Hinschreiben der 
Werte oo und 0, welche diese Wurzeln besitzen, zu vermeiden. Daß 
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01^^) «. oo wird ftlr ik » 1, folgt aas der Reihe (26) ohne weiteres, da 
in diesem Falle ß » i,_z\ ^^^^^^ich wird, weswegen alle Glieder mit 
ß im Nenner w^allen und nur das erste, ß selbst, übrig bleibt Der 
andere Gb-enzfiEdl A; » oo erfordert aber eine besondere Betrachtung, bei 
der wir zweckmäßig von den Wurzeln r der Gleichung (la) ausgehen. 

4 Die Orenzf&lle k^l nnd A; » oo. 

1. Für den Grenzfall k^l erledigt sich die Betrachtung, wie wir 
sahen, sehr einfeu^h, da die Gleichung (26) den Wert der Wurzeln an- 
gibt, 2i"'> «" cx). Interessanter sind aber die Wurzeln rj,**'), die nach (21) 
mit afü'^ zusammenhangen. Man erhält nämlich für jedes n 

(29) lkQ(Ä; - 1)4*^) = (r, - r^^ifg» « wn, 

indem die Glieder von (26), welche ß im Nenner haben, verschwinden. 
Dies Resultat ist natürlich im Einklang mit den Forderungen des phy- 
sikalischen Problems, die für diesen Grenzfall wegen r^ »> r, =» oo Über- 
gang der Zylinderfunktionen in die trigonometrischen Funktionen sin 
und cos fordern, wobei die Gleichuugen (1) übergehen in 

(30) tgr^T^tgr^r bez. tgar — tgiic, 

also in Gleichungen, deren Wurzeln durch (29) bestimmt werden. 

Die Größen x^^ bleiben, da wir die Ringbreite r, — r^ endlich 
Torausgesetzt haben, ebenfalls endlich; die Wurzeln a^^ werden jedoch 
wegen Ä; — 1 => sämtlich unendlich. Auch wenn r, — r^ gegen Null 
konvergiert, d. h. wenn die Ring- oder Streifenbreite unendlich klein 
wird, gelten dieselben Überlegungen. In diesem Falle ist es aber nicht 
notig, daß r^ und r, unendlich groß werden, es ist nur nötig, daß die 
Breite r, — r^ klein ist gegen die Radien r^ und r, oder, was auf das- 
selbe hinauskommt, gegen den mittleren Ringdurchmesser r^ -f r,. Die 
Großen Ti,*^) werden dann unendlich groß. 

2. Den andern GrenzMl k^ <x> behandeln wir am besten im An- 
schluß an das physikalische Problem. Der Quotient k^ - wird unend- 
lieh, wenn entweder a) r^ =* 0, r, > oder b) r^^ < c», r^ = oo ist. 
Im ersten Falle geht der Ring in einen YoUkreis mit dem Radius r^ 
über, im zweiten in den Außenraum eines Kreises mit dem Radius r^. 
Der erste Fall ist der physikalisch interessantere. 

a) Reduziert sich r^ auf Null, während r, endlich bleibt, so geht 
Gleichung (la) wegen J„(0) - (bez. = 1 für » « 0) und Z'„(0) = - c» 
^^' "» Jn(r,r) ^ 

Z«itoeliriftf.MatbemAtlka.Ph7iik. 54. Band. 1906. I.Heft. 6 
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Dabei ist es gleichgültig, ob r gleich Null oder endlich oder unendlich 
ist, wenn nur lim rjt = bleibt. Da nun K^(r^r) nur für das Argu- 

ment Null unendlich groß wird, sonst für keinen endlichen Wert, außer 
wenn n selber unendlich ist, so wird die Bedingungsgleichung in diesem 
FaU 

sodaß wir tatsächlich die zu Anfang angegebene Umwandlung der 
Gleichung (1) hier bestätigt finden. Die Wurzeln ri,«'^ bleiben endlich, 
die Wurzeln a^i,*') werden wegen i — 1 = c» sämtlich gleich Null. 

Nur wenn man annimmt, daß auch Werte r^^^ existieren, die un- 
endlich sind derart, daß lim r^r > ist, also irgend welche endlichen 

Tj =0 

Werte annimmt, gilt diese Umwandlung nicht mehr, da dann nicht die 
linke Seite von (1) bez. (la) verschwindet. In diesem Falle erluLlt 
man wegen r^z => <x> 



(31) 



/ 2n+l \ 

\ 4 / In (n t) 



. / 2n + l \ 

flin(r,T— ' nj 



2n + l \ K„(r,T)' 



wobei die rechte Seite einen vorläufig noch unbekannten endlichen 
Wert hat. Diese Gleichung besagt aber, da ihre linke Seite mit unend- 
lich wachsendem Argument keinem bestimmten Grenzwert zustrebt, 
nichts weiter, als daß r ganz willkürlich bleibt, wenn es nur unendlich 
groß ist, und daß von dem speziell ausgewählten unendlichen Werte 
von r nur die Art des Überganges des r^ zu Null abhängt, da r^r den- 
jenigen endlichen Wert annehmen muß, der in die Gleichung eingesetzt 
die rechte Seite gleich der linken macht. Physikalisch ist der Fall 
bedeutungslos, da es nicht auf die Art des Unendlichwerdens von r an- 
kommt, sondern die Tatsache des Unendlichwerdens allein schon genügt, 
b) Ist rj endlich od<3r Null, r, unendlich groß, so wird unter der 
Annahme t = das Produkt r^r = und die Gleichung (la) liefert 
wieder die einfachere / (r^r) = 0. Das Produkt lim r^r kann also 

irgend eine Wurzel dieser Gleichung sein; tI,"'^ ist natürlich wegen 
r j = oo immer Null, desgleichen af^\ 

Es könnte aber auch jeder beliebige endliche Wert von r mit dem- 
selben Recht benutzt werden, da ja der Wert von r^ ganz unbestimmt 
ist, wenn man es stetig unbegrenzt wachsend denkt. Man erhält dann 
wieder dieselbe Gleichung (31), die wir schon unter a) gehabt haben, 
nur sind diesmal r^ und t endlich, r^ unendlich. Physikalisch bedeutet 
diese Unbestimmtheit des Wertes von r, daß der unbegrenzte Außen- 
raum eines Kreises keine bestimmte Eigenschwingungen hat, oder daß. 
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die möglichen Eigenschwingungsperioden unendlich nahe beieinander 
liegen, eine kontinuierliche Folge bildend. Hier wie unter a) haben 
wir also einen singulären Fall, der keine bestimmten Wurzeln liefert; 
die normale Orenzform der Gleichung (1) für Ä; = oo ist aber J, (r^r) = 0, 
die ganz bestimmte Wurzeln liefert, welche stetig in die Wurzeln der 
allgemeinen Gleichung übergehen. Die Form dieser Wurzeln r^r er- 
gibt sich aus dem Produkt (r^ — r^r der allgemeinen Gleichung, wenn 
man darin r^ gegen r, yemachlässigt. Wegen k »cx> werden hierbei 
alle x^^ Null, während die Produkte r,r endlich sind; die Wurzeln t^^^ 
selbst sind nur dann gleich Null, wenn r, unendlich ist. 

Die Wurzeln der Gleichung I^(r^t) «= oder /^(S) == lassen sich 
mit Hilfe der Mac Mahonschen Formel (27) berechnen. Hierbei er- 
halt man zunächst die Produkte r^r, aus denen man rückwärts die 
Wurzeln x^^^ ableiten muß, die hier sämtlich gleich Null sind. Es ist 
nun für die Anwendungen überhaupt zweckmäßiger statt der ai^^ von 
Tomherein die Produkte (r, — ^i)^lr\ di© man aus jenen mit Gleichung 
(21) erhält, als Wurzeln der Gleichung (la) zu betrachten. Rechnet 
man so die Werte der TabeUe 2 um und fügt für i =« oo die mit der 
Reihe (27) für /^(|) = berechneten Werte hinzu, so erhält man 
Tabelle 3. In dieser sind die Werte, welche für den Grenzfall t = 1 
gelten, weggelassen, da sie aUe ganzzahlige Vielfache wtc tou tc sind. 
Die Einrichtung und die Bezeichnung der Fehlergrenzen sind dieselben 
wie bei Tabelle 2. Zu der Berechnung der Wurzeln von I^ (|) = 
ist zu bemerken, daß ich sie nur für die Parameterwerte n »» |, 1, | 
ausgeführt habe; für n » y ist überhaupt keine Rechnung nötig, da die 
Wurzeln ganzzahlige YieKache von st sind, und für n =» und » = 1 
li^en sehr genaue Berechnungen von Meißel^) vor. Für w — | habe 
ich früher die Werte von Lord Rayleigh*) benutzt, der die Wurzeln 
der Gleichung tgj; = a:, in welche die Gleichung (3) für n = f über- 
geht, anabhängig berechnet hat. Bei der hier durchgeführten Neube- 
rechnung hat sich gezeigt, daß zwei von den Rayleighschen Zahlen 
nicht richtig sind, wodurch auch die entsprechenden Zahlen meiner 
früheren Tabelle') fehlerhaft geworden sind. 

1) E. Meißel, Abhandl. d. Berl. Akad. d. Wissensch. 1888 (für n»0); 
Programm der Oberreabchule in Kiel 1890 (fOr n = l); beide Tabellen bei Gray 
nnd MathewB 1. c. S.244 und 280. 

2) Lord Bayleigh (I. W. Strntt), Theorie des SchalleB, übersetzt von 
Neeten I. S. 869. 1879. Die vierte Wurzel muß heißen 4,4774« statt 4,4747 sr und 
die fSnfte 5,4815 9r statt 5,4818 9r. Im ersten Falle handelt es sich um Verstellung 
zweier Zahlen, im zweiten wahrscheinlich um Übersehen einer Null im Logarithmus. 
Der Fehler ist auch in die zweite (englische) Ausgabe (London 1894) übergegangen. 

3) A. Kal&hne, Ann. d. Phys. 19. S. 89. 1906. Die beiden infolge des 
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Tabelle 2. 
w— «,- _/„. A^. a,.4.v ■^-(*) ^«(**) 





W li 


LÄ.tlSfXU. ,M/ft • Ut 


DJ. \JiA01,VUtU&g 


K^{x) 


K^{kxy 




* 


» = 1 


10=2 


10=8 


to=4 


10=5 


»=6 j 




1,2 
1,6 
2,0 


' 16,7014 1 81,4126 
6,2702 (- 0,6) 12,5698 
8,1228 (- 6,2) 6,2784 (-0,2) 


47,1217 

18,8461 

9,4182 


62,8302 
26,1294 
12,6614 


78,6886 
81,4138 
16,7040 


94,2467 
37,6969 
18,8462 

94,2478 
87,6991 
18,8496 

94,2611 
87,7067 
18,8696 


n»0 


1.8 
1,6 
2,0 


1 16,7080 
6,2882 
3,1416 


81,4169 

12,6664 

6,2882 


47,1239 

18,8496 

9,4248 


62,8819 
26,1327 
12,6664 


78,5398 
31,4169 
16,7080 


n-l 


1,2 
1,6 
2,0 


16,7277 

6,8218 (H- 0,9) 

8,1971 (H-16.7) 


81,4259 
12,6861 

6,8124 (+0,6) 


47,1805 

18,8628 

9,4446 


62,8868 
26,1427 
12,6812 


78,5438 
31,4239 
16,7199 


n = l 


1.2 
1,6 

2,0 


16,7607 

6,8868 (H- 2,2) 
8,28fi6 (+38,6) 


31,4424 
12,6190 
6,3607 (+1,0) 


47,1416 

18,8848 
9,4772 (+0,1) 


62,8451 
26,1692 
12,6059 


78,6604 
31,4371 
16,7397 


94,2566 
37,7168 1 
18,8760 ! 


n-f 


1,2 
1,6 
2,0 


' 15,8066 

1 6,4742(4- S,9) 

! 3,4068 (+46^) 


31,4666 
12,6648 (+0,1) 
6,4277 (+1,4) 


47,1670 
18,9166 
9,6228 (+0,2) 


62,8667 
25,1828 
12,6404 


78,5597 
31,4666 
16,7673 


94,2644 
87,7822 
18,8991 


n=>2 


1,2 
1,6 
2,0 


16,8665(4- 0,2) 
6,6860 (+ 6,8) 
3,66U (H-49,6) 


31,4963 

12,7236 (+0,2) 
6,6130 (+1,6) 


47,1769 
18,9651 
9,6813 (+0,2) 


62,8716 
25,2121 
12,6846 


78,6716 
81,4796 
15,8029 


94,2748 
87,7621 
18,9288 


«-I 



Die in Elammem beigefügten kleinen Sohlen geben den Wert des 
vierten noch zur Berechnung benutzten Gliedes der Reihe (26) in Ein- 
heiten der yierten Dezimale an. 

Für A; — 1 sind alle Wurzeln 4«') = oo, für A; = c» sind alle 
Wurzeln 4*"^ = 0. 

Aus der Tabelle entnimmt man über den Verlauf der Funktion 
(rg — T^x^^^ folgendes: 

1. Für Parameter w < y ist die t<;te Wurzel kleiner als wHy für 
w > j ist sie größer als w%j für n =- j ist sie gleich w%'^ dieser Para- 
meterwert n » I stellt sich also als ein singulärer dar^ besonders auch 
deshalb weil bei ihm keine Abhängigkeit von A: vorhanden ist. 

Fehlers in den Ray leigh sehen Zahlen fehlerhaften Werte stehen in der Rubrik 
n « 4 für Ä; ^ cx> unter w =» 4 und U7 r= 5 der Tabelle 6. Es muß heißen 14,0662 
statt 14,0677 und 17,2208 statt 17,2216. Wie ich nachträglich gefunden habe, hat 
bereits £. Lommel (Abh. d. bajr. Akad. d. Wissensch., matL-phys. EI. 15. 
S. 661. 1886. Tabelle lYa) die ersten 16 Wurzeln dieser Gleichung auf 6 Dezimalen' 
berechnet. 
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Tabelle 3. 
Wuraeln(r,-r.H-^derGleicliung^^ = ^^y (r,-rjTW=(ft- 1)4"> 

(vgl. Tabelle 2). 



* ; 10=1 


w=i 


»=6 


w=4 


»=5 


«o»6 




1,2 3,1408 




6,2826 


9,4243 


12,6660 


16,7077 


18,8498 




1,6 1 3,1861 (- 


0,«) 


6,2799 


9,4226 


12,6647 


16,7066 


18,8486 


n = 


2,0 8,1228 (- 


6,2) 


6,2784 (-0,2) 


9,4182 


12,6614 


16,7040 


18,8462 


CX) [ 2,4048 




5,6201 


8,6637 


11,7916 


14,9809 


18,0711 




1,2' 3,1416 




6,2832 


9,4248 


12,6664 


16,7080 


18,8496 




1,6 




1, 


,1 


11 


11 


1» 


\n^i 


2,0| „ 
c»' „ 




1, 


», 


1, 


11 


1» 


2 




1, 


" 


w 


11 


11 




1,2 i 


3,1466 




6,2852 


9,4261 


12,6674 


16,7088 


18,8602 




1,6 


3,1609 (+ M) 


6,2981 


9,4314 


12,6718 


16,7119 


18,8629 


n=l 


2,0 


8,1971 (+16,7) 


6,8124 (+0,5) 


9,4446 


12,6812 


16,7199 


18,8696 


oo 


3,8317 




7,0166 


10,1786 


18,3287 


16,4706 


19,6169 




1,2 


8,1621 




6,2886 


9,4288 


12,6690 


16,7101 


18,8613 




1,6 


8,1929 (+ 


1,1) 


6,3096 


9,4424 


12,6796 


16,7186 


18,8684 


n=f 


2,0 


3,2866 (+S5,6) 


6,3607 (+1,0) 


9,4772 (+0,1) 


12,6069 


16,7897 


18,8760 


cx>i 


4,4984 (- 


W 


7,7268 


10,9041 
9,4814 


14,0662 


17,2208 


20,8713 




1,2 


1 3,1613 


6,2981 


12,6713 


16,7119 


18,8629 




1,6 1 3,2371 (4- 


M) 


6,8824 


9,4678 


12,6912 


16,7278 


18,8661 


n = 2 


2,0 3,4063 (+46,6) 


6,4277 (+1,4) 


9,6228 (+0,2) 


12,6404 


16,7673 


18,8991 


CX> 6,1867^ (- 


»,6) 


8,4172 (-0,1) 


11,6198 


14,7960 


17,9698 


21,1170 




1,2 8,1781 




6,2991 


9,4864 


12,6743 


16,7143 


18,8649 




1,5 8,2930 (+ 


8,4) 


6,3617 (+0,1) 


9,4776 


12,6060 


16,7397 


18,8760 


n 5 


2,0 1 3,6614 (H- 


4»,6) 


6,6180 (+1,6) 


9,6813 (+0,2) 


12,6846 


16,8029 


18,9288 


»— , 


cx> 


1 6,7686 (- 


8,8) 


9,0960 (-0,6) 


12,3229 


16,6146 


18,6890 


21,8639 





Die in Klammem beigefügten kleinen Zahlen geben schätzungs- 
weise die Unsicherheit der betr. Werte in Einheiten der vierten Dezi- 
male an. Für t « 1 sind alle Wurzeln {k — l)xi^^ = wx. 

2. Für Parameter w < | nehmen die Werte bei konstantem w mit 
wachsendem k ab, f ür « > j nehmen sie zu. Das Intervall, welches 
(/*j — r^)t^^ durchläuft, wenn k von 1 bis oo wächst, nimmt mit wachsen- 
dem tc langsam zu, mit wachsendem n steigt es schnell. 

3. Bei konstantem k ist die Differenz zweier aufeinander folgenden 
Wurzeln kleiner oder größer als 7t, nähert sich aber mit wachsendem 
tr der Grenze x. Ob diese Differenz kleiner oder größer als x ist, hängt 
von dem Werte des k ab und davon, ob n größer oder kleiner als ^ ist. 
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5. Spezielle Methode zur Bereclmnng der Wurzeln in gewissen Fällen. 

Gewahrt nun auch die Tabelle 3 mit ihren 5 Werten i (Ä = 1 
eingeschlossen) und den zugehörigen Wurzeln einen Überblick über 
den Verlauf von (r^ — ri)r^"') als Funktion der Ringkrümmung k im 
allgemeinen, so genügen diese Werte doch noch nicht, um Einzelheiten 
des Verlaufes festzustellen. Dazu braucht man sowohl far Werte von 
k nahe bei 1 wie auch für einige große k die zugehörigen Wurzeln. 
Jene könnte man wie die andern Werte der Tabelle 2 mit Reihe (26) 
berechnen, für diese aber braucht man andre Methoden. Eine solche 
sehr einfache, auch für kleine k brauchbare ist die folgende, die immer 
anwendbar ist, wenn die Wurzeln der Gleichungen /,(S) = oder 
Z'^(l) = bekannt sind, oder wenn Tafeln für diese Funktionen existieren, 
aus denen man die Lage der Nullstellen mit hinreichender Genauigkeit 
entnehmen kann. 

Betrachtet man wieder den Grenzfall des Ringes, bei dem sich der 
innere Kreis r^ auf Null reduziert hat, d. h. den Vollkreis, so geht für 
diesen die Funktion B (vgl. 18a) in I^{rr) ^ /^(|) über. Diese 
Funktion hat in dem Ereisgebiet eine Anzahl konzentrischer Kreise 
als Nullluiien, deren Radien im Verhältnis der aufeinanderfolgenden 
Wurzeln von /„(S) = stehen. Zwei beliebige von ihnen kann man 
als Grenzlinien eines Ringes benutzen, an denen dann die Funktion R 
verschwindet. Im Innern dieses Ringes hat R ebenfalls gewisse Null- 
linien, wenn die (Grenzlinien nicht zwei benachbarten Wurzeln von IJJ^) 
angehören. Die Anzahl dieser inneren Nulllinien ist /3 — a — 1, wenn 
« und ß die Ordnungszahlen der Wurzeln der Grenzkreise sind, wobei 
ß> cc angenommen ist. Das Verhältnis der Ringradien ist nach dem 
oben Gesagten oiFenbar 

(32) 1'=^%' 

b/t 

Nun entspricht aber die kleinere Wurzel ^^^ dem inneren Radius, 
d. h. dem Werte x^^^ der Gleichung (1) oder r^r, die größere §^) dem 
äußeren Radius, d. h. dem Werte ka^^^ oder r^r. Daraus folgt sofort 

(33) (r, - rJrO») = (k- l)^'') = |W _ |(«) 
Hierbei ist 

denn w — l ist im allgemeinen Falle die Anzahl der inneren Nulllinien 
des Ringgebietes, die andrerseits in dem vorliegenden speziellen Falle 
gleich /J — a — 1 ist. 
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Man kann also ans den Wurzeln der Gleichung I^(j^) » beliebig 
viele Wurzeln der Gleichung (1) bez. (la) ableiten, jedoch nur für 
bestimmte irrationale Werte von k. Auch erhält man zu jedem h 
nur eine einzige Wurzel von bestimmter Ordnungszahl w. Je größer 
diese ist, je weiter also die Wurzeln |(^*) und ^^^ auseinanderliegen, 
desto größer wird im allgemeinen auch k] man erhält bei großem w 
also leicht auch für große k die Wurzeln. Bei kleinem w, z. B. w- = 1, 
wo es besonders interessant und wichtig ist Werte für große k 
zu besitzen, ist durch die Lage der kleinsten Wurzel von /,(S) =» 
eine Grenze fclr k gezogen, über die man nicht hinauskommt. Diese 
Grenze liegt um so höher, je näher die erste Wurzel ^^^^ bei Null liegt; 
daher sind die Verhältnisse am günstigsten bei n => 0, während die 
Methode mit steigendem n immer weniger brauchbar wird. Nun ist 
man aber nicht auf die Funktion /,(S) allein angewiesen, sondern kann 
auch die Neumannsche Zylinderfunktion oder lineare Verbindungen 
beider benutzen. Diese Funktionen werden zwar alle im Mittelpunkt 
des Ej-eises r^ » unendlich, haben dort also keine physikalische Be- 
deutung; da aber dieser Punkt aus der Betrachtung ganz herausfällt, 
und nur die Werte innerhalb des Ringgebietes benutzt werden, so gelten 
dieselben Überlegungen auch für diese Funktionen. Einige so berechnete 
Wurzeln habe ich in den Tabellen 7 bis 9 zusammengestellt. Man 
kann aber diese Rechnung leider nur f ür w =« und n = 1 ausführen, 
für welche Parameter werte Tafeln bez. Wurzelberechnungen vorliegen; 
für /o(|) und /^(S) die Hansensche*) bez. die neuere Meißeische*), 
für die Neumannsche Funktion y"o(5) ^^^ ^i(S) ^i® Tafel von 
Smith.') Die Lommelschen Tafeln der Poissonschen Funktionen 
für n == i , I bis y schreiten nur nach ganzzahligen Argumenten fort 
sind also nicht genau genug. Die Funktion Y^(i) ist hier natürlich 
ebenso am Platz wie K^(i)f nur liegen ihre Wurzeln an anderen 
Stellen, wodurch man auch zu andern Werten k gelangt. In der all- 
gemeinen Gleichung (1) ist es, wie man leicht erkennt, überhaupt 
gleichgültig, welche speziellen partikulären Integrale man benutzt. Die 
Tabellen 4 bis 6 geben einige Wurzeln der Funktionen Iq(X), Ji(|), 
YJj(l), yi(S) und einiger einfacher linearer Verbindungen derselben. 
Letztere, sowie die Wurzeln von Yq{1^) und ri(S) sind durch graphische 



1) Abg^drackt bei E. Lommel, Studien über die BesselBchen Funk- 
tionen. S. 127. 

2) E. Meißel, Abhandl. d. Berl. Akad. der WisBensch. 1888. Abgedruckt 
bei Gray und Mathews 1. c. S. 247. 

8) B. A. Smith, The Messenger of Mathematics, 26. 1897. S. 98—101. 
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Interpolation erhalten, also weniger genau. Dem entspricht anch die 
geringere Genauigkeit in den Werten k und a^^\ die hieraus berechnet 
werden können und zum Teil in den Tabellen 7 bis 9 aufgef&hrt sind. 

Tabelle 4. 



Wnizeln £ der Gleichung 



J,{l)-0 



J.(l)-o 



2,40483 

5,62007 

8,66373 

11,79 163 

14,93092 

18,07 106 



3,83 171 
7,01 659 
10,17 347 
13,32369 
16,47 063 
19,61 686 



Tabelle 6. 



Wurzeln g der Gleichung 



1 

a 

t 


r,-o 




7,+|r.-o 




1 

2 
3 

4 


0,8260 
3,886 
7,018 
10,149 


0,3666 
3,344 


0,135o 
3,036 


0,0497 
2,866 



TabeUe 6. 



^-0 



Wurzeln | der Gleichung 



/,.fy.-o 











^.+. •.>'.=<> 

!<."' 


1,156 

4,488 

1 


0,941s 
4,308 


0,8066 
4,204 


0,4840 
3,99o 


0,3320 
3,912 



Von A. KalAbsk. 
TabeUe 7. 



73 



10 


1 »(»+") 
1 '" 


4(i+.)_|(i) 




j(«+«)_j(«) 


ifc— " 


s?+-)-s(f) 




1 

2 
3 

4 


2,2954 
3,5985 
4,9033 
6,2087 

1 


3,1152 

6,2489 

9,3867 

12,5361 


1,5677 
2,1361 
2,7048 
3,2737 


3,1337 

6,2715 

9,4108 

12,5510 


1,3625 
1,7253 
2,0882 


3,1378 
6,2772 
9,4173 


Jo(l)-0 


ll 4,703 
2' 8,490 
3 12,287 


3,059 
6,187 
9,323 


1,805 
2,612 


3,128 
6,264 


1,447 


3,136 


ro(6) = o 


1 
2 
3 

4 

_,l 


1,8309 
2,6551 
3,4772 
4,2986 


3,1839 

6,3418 

9,4920 

12,6389 


1,4501 
1,8992 
2,3478 
2,7960 


3,1579 

6,3081 

9,4550 

12,6003 


1,3096 
1,6190 
1,9281 


3,1502 
6,2972 
9,4424 


« = 1 


1 
2 


2,528 
4,023 


3,237 
6,403 


1,591 


3,166 






J .-1 



Die DiflFerenzen S^y^^ — ga) bez. g^„* + «'> — g<f) bez. g^*-»-«'> - ||f> in 
der 2., 4. und 6. Eolumne der Tabelle 7 sind nach dem früher Gesagten 
die Wurzeln (r, — rjr^;') = (k — l)x^^^ der Gleichung (1) bez. (la) für 
die jeweils danebenstehenden Erümmungswerte Je, Außer ihnen lassen 
sich speziell aus den Wurzelwerten von /©(S) =* und /i(6) = noch 
viele andere berechnen. Die meisten Werte haben wir hier natürlich 
für die Wurzeln niederster Ordnung w ^0 erhalten , da die Anzahl 
der uns bekannten Wurzeln § der Funktionen l^o(S) ^^^ ^i(S) ^^^ 
beschrankt ist, der Fall ß — a ==1 aber am meisten Kombinationen 
zulaßt. Wir woUen für diesen Fall m; = 1 das Verhalten der Wurzeln 
(r, — r^)i^J^^ von Gleichung (la), die ja Funktionen von n und k dar- 
stellen, in bezug auf diese Abhängigkeit näher untersuchen. Dazu 
genügen die in den Tabellen 3 und 7 vorhandenen Werte noch nicht 
vollkommen, um besonders auch für große k noch einige Wurzeln 
zu erhalten, benutzen wir für die Parameter n == und n =^ 1 die 
Tabellen 5 und 6, aus denen sich die gesuchten Werte nach der in 
Tabelle 7 befolgten Methode ergeben. Sie sind in den Tabellen 8 
und 9 zusammengestellt. Die schon in Tabelle 7 enthaltenen Werte, 
die aus den Wurzeln von F^d) und ^^(l) folgen, sind weggelassen. 
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Tabelle 8. 






*0 



c-c 



9,38 
22,48 
57,6 



2,988 
2,90o 
2,8l6 



Tabelle 9. 



;(1) 



k = 






3,156 

3,88i 
4,577 
5,21? 
8,244 

11,78 



C-fii" 



3,28o 
3,327 
3,367 
3,399 
3,506 
3,680 



6. Woraeln (^i — rj?',*') for den Parameter «=-|; ZluanmieiistellTing 
der Werte fftr die Parameter n = 0, i, 1, |, 2, |. 

Damit die Abhängigkeit der Wurzeln vom Parameter n klarer 
hervortritt, berechnen wir außer für » = 0, « = ^, m == 1, für 
welche Werte wir jetzt eine genügende Anzahl Wurzeln besitzen, auch 
u»oh für den Wert w = f einige Wurzeln. Die Bedingungsgleichung 
\^H) nimmt in diesem Falle eine Gestalt an, in der nur trigonometrische 
Kuuktioiien rorkonimen, und die sich nach einem Verfahren, auf das 
^wi\vh Uorr Professor Sommerfeld aufmerksam gemacht hat, leicht 
«Mlt)vitt«tu lUßt. Gleichung (la) geht lümlich durch Einführung der 
\\^'^ tttr /] iu>d Kg aus (17) über in 
a » 



r.T — r.T 



M 



>i»<.. -«v** 



tg (»-,*- r, r) = /r~'—- 



r,T = tg a und 



tg/J, 
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80 wird dieselbe 

tg(tg«-tg/j) = ,^^^^=tg(«-/j) 

oder, indem man zu den Winkeln übergeht, 

(36) tga — tg/J = « — /J + M;:nr. (u,^o,±i,±9,...) 

Bfan braucht also nur die Kurven 

\Ä{r) = tg a — (a + wx) 



(37) 

zu zeichnen, was mit Hilfe genauer Tafeln für die Tangensfunktion 
leicht geschehen kann, und ihre Schnittpunkte mit einander zu be- 
stimmen. Ä{r) hat in dieser Darstellung unendlich viele Zweige, B{r) 
nur einen; man könnte auch das umgekehrte annehmen oder beiden 
Funktionen durch Hinzufügen ganzzahliger Vielfacher von or unendlich 
viele Zweige geben, ohne an dem Resultat etwas Wesentliches zu 
ändern. Die additiv hinzugefügten ganzzahligen YieKachen von yc be- 
stimmen die Ordnungszahl der Wurzel In der von uns gewählten 
Form (36) bez. (37) hat w dieselbe Bedeutung wie das bisher schon 
als Ordnungszahl benutzte w, so daß die Verwendung desselben Buch- 
stabens gerechtfertigt erscheint. Nimmt man in der angedeuteten 
Konstraktion der Kurven Ä(t) und B(t) die Werte von r^r als 
Abszissen, so erhält man zunächst statt der gesuchten Wurzeln 
(rj — ^1)^^*^ die Produkte r^t^^\ aus denen man aber leicht jene ab- 
leiten kann. Denn es ist 

(38) k-l^'-^-^, also (r,-rJtW = (Ä-lK<'"- 

Nach dieser Methode habe ich einige Wurzeln erster Ordnung (w = 1) 
der Gleichung (34) bestimmt, indem ich die DiflFerenz Ä(r) — B(t) in 
der Nähe der annähernd bekannten Wurzeln berechnet und aus den so 
gefundenen Werten die genauen Wurzelwerte graphisch interpoliert 
habe. Es genügt den Näherungswert r^r so genau zu kennen, daß der 
zugehörige Winkel ß bis auf 10 Winkelminuten bestimmt ist. Inner- 
halb dieses Intervalls kann man lineare Abhängigkeit zwischen den 
Änderungen des Tangens und des Argumentes annehmen. 

Die so berechneten Wurzeln sind in Tabelle 12 zusammengestellt. 
In ganz derselben Weise findet man die bisher für n = und n » 1 
berechneten Werte zur besseren Übersicht in den TabeUen 10 und 11 

vereinigt. Die Zahlen in den Kolumnen mit den Überschriften — und 
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q haben wie die k die Bedeatong, daB sie die Ringkrümmnng angeben. 
£8 ist 



(39) 



« k-i r,-r.' 



q stellt also das Verhältnis des mittleren Ringdarchmessers r, + ft zur 
Ringbreite r, — r^ dar. 

TabeUe 10. 
Wurzeln 1. Ordnung von ^| - ^g^ 



1 




k 


(r.-rX" 


9 


9. 


-(Jfc-iK" 





oo 


1 


3,1416 


0,0909... 


11 


1^ 


3,1403 


0,1535 


6,516 


1,3626 


3,1378 


0,1827 


5,474 


1,447 


3,136 


0,2 


5 


1,5 


3,1351 


0,2211 


4,523 


1,5677 


3,1337 


0,2870 


3,484 


1,806 


3,128 


0,3333... 


3 


2 


3,1228 


0,3931 


2,544 


2,2954 


3,1153 


0,6493 


l,54o 


4,703 


3,059 


0,8073 


1,239 


9,38 


2,988 


0,916 


1,098 


22,48 


2,90o 


0,966 


1,036 


57,6 


2,816 


1 


1 


oo 


2,4048 



Die Genauigkeit der Zahlen in den Tabellen 10 bis 12 ist nur bei 
denjenigen Werten direkt angebbar, die aus der Tabelle 3 entnommen 
oder aus den sehr genau bekannten Wurzeln der Gleichungen Iq(J^) =» 
und 7^(5) =» berechnet sind. Bei den graphisch interpolierten ist der 
mögliche Fehler geschätzt und beträgt im Mittel etwa ein bis zwei 
Tausendstel bei n « und n = 1; bei n == | ist er jedoch im allgemeinen 
kleiner, um seine Größe annähernd zu kennzeichnen, sind hier dieselben 
Bezeichnungen benutzt wie bei den Tabellen 2 und 3 (kleine eventuell 
unterstrichene Ziflfem). Ich bemerke jedoch ausdrücklich, daß diese 
Fehlerabschätzung nicht so streng ist wie in den Zahlen de^r Tabellen 2 
und 3; die Tabellen 10 bis 12 sollen wesentlich zur vorläufigen 
Orientierung dienen. Für die meisten physikalischen Zwecke reicht 
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TabeUe 11. 
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Wurzeln 1. Ordnanir von li-,— , =■ -dKi 



/,(fcx) 



1 




k 


(r.-r.M" 


9 


« 


= (t-l)x<» 





oo 


1 


3,1416 


0,0909... 


11 


1,2 


3,1455 


0,1340 


7,460 


1,3096 


3,1502 


0,1837 


5,443 


1,4501 


3,1579 


0,2 


5 


1,5 


3,1609 


0,2281 


4,384 


l,59i 


3,166 


0,2935 


3,407 


1,8309 


3,1839 


0,3333... 


3 


2 


3,197 


0,433i 


2,309 


2,528 


3,237 


0,5186 


1,928 


3,156 


3,28o 


0,5902 


1,694 


3,88i 


3,327 


0,64l4 


1,559 


4,577 


3,367 


0,6784 


1,474 


5,219 


3,399 


0,7836 i 


1,276 


8,244 


3,506 


0,8435 


1,186 


11,78 


3,58o 


1 i 


1 


oo 


3,8317 



die bei ihnen innegehaltene Genauigkeit vollsiÄndig ans^ jedoch genügt 
sie vielfach nicht^ um bindende mathematische Schlüsse daraus zu 
ziehen. Mehrere Sätze über das Verhalten der Wurzeln als Funktionen 
von k und n lassen sich nur als Vermutungen aus den Zahlen der 
Tabellen entnehmen. Da aber eingehende mathematische Untersuchungen 
auf diesem Gebiete noch ganz fehlen, so können unsre gewissermaßen 
empirisch gefundenen Sätze vorläufig die Stelle streng begründeter 
einnehmen und als Wegweiser für weitere Untersuchungen dienen. 
Der folgende Abschnitt (7.) enthält die Folgerungen, die sich aus dem 
vorhandenen Zahlenmaterial in Verbindung mit der graphischen Dar- 
stellung ziehen lassen. Die Wurzeln erster Ordnung {r^—rj)t^i^=^(h—i)Xn^ 
sind in den Figuren 1 und 2 dargestellt iür die Parameter n « 0, \, 

1, f, 2, I, in Figur 1 als Funktionen von - = l'^l' > i» Figur 2 als 

Funktionen von i = ~ • Die gestrichelten Teile der Kurven für n = 2 

und n « I in Figur 1 bedeuten, daß in diesem Gebiet der Verlauf der 
Kurven wegen mangelnder Daten nicht genügend sichergestellt ist. 




u Ä/ «-^ 0,3 



0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 



AbniftiHiion ; * ~ )!" , ^-- . Ordinaten: (r, - r^T^J) « (Ä - l)a;<^i). 



Fig. 2. 
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3,SO 
3,70 
3,60 
3,30 
3,^ 
%30 
3^0 
3JO 
3,00 



t23^3.67a9WU 

AbflziBsen: * « ^ , Ordinaten: (r, — r^x^^^ = (* — l)a?5i>. 
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TabeUe 12. 



Wurzeln 1. Ordnung Ton 



■f.(«) 










t 


1 


1 

1 

2 


9 


h 


-(*-lÄ' 

1 





oo 


1 


3,1416 


0,0909... 


11 


1;2 


3,1521 


0,1804 
0,1666... 


7,666... 
6 


1,3 

1,4 





0,2 

0,25 

0,2857 

0,3333... 

0,4 


5 

4 

3,5 

3 

2,5 


1,5 

1,666... 

1,8 

2 

2,333... 


3,1929 
3,222i 

3,286 
3,3556 


0,5 


2 


3 


3,4744 


0,6 


1,666... 


4 


3,6287 


0,8 


1,25 


9 


4,0288 


1 


1 


(X> 


4,4934 



Dasselbe gilt übrigens für alle Kurven in unmittelbarer Nähe des Wertes 
— = 1, der dem Werte fc = oo entspricht. Zur Erhöhung der Genauig- 
keit habe ich außerdem f ür n = 2 noch eine Wurzel bestimmt^ indem 

ich nach der bekannten Fundamentalformel der Zylinderfdnktionen 
2 

I^^i(x) ^ —I^{x) —• I^_^{x) die Funktionswerte von J, und F, für 
die Argumente 5, 1; 5^ 2; 5, 3 5,4 und 1 berechnet habe. Die Funktion 
J, + 2/45 12 9 ^® °^*"^ ^^^ diesen Werten bilden kann, besitzt die beiden 
ersten Nullstellen 1 und bßlo, aus denen man nach der Methode 

dos § 5 die Wurzel 4^1o, zum Werte Je = 5,21o (bez. - = 0,6779) ge- 
hörendy findet. 

Aus den Figuren habe ich rückwärts die Wurzelwerte für einige 
KimSKahlige k entnommen und sie mit den bis A; » 2 hinauf berechneten 
Worten in Tabelle 13 zusammengestellt. Selbstverständlich ist die Ge- 
UHui^l^^^i^ dadurch weiter verringert worden, man kann sie auf 1 bis 
)} TiiUMtnidtel schätzen bei kleineren n, bei größeren n kann der Fehler 
\\\\\ä%\ (Irt^UKe auch übersteigen. 
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TabeUe 13. 
Wurzeln 1. Ordnung (r, — ri)Ti" — (Ä — l)«"* der Gleichung 
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1 

9 


k 


n — O 


n = i 


n = l 


n = | 


n = 2 


-=l 





1 


3,1416 


3,1416 


3,1416 


3,1416 


3,1416 


3,1416 


0,0909... 


1,2 


3,1403 


» 


3,1455 


3,1521 


3,1613 


3,1731 


0,2 


1,6 


3,1351 


» 


3,1609 


3,1929 


3,2371 


3,293g 


0,3333... 


2 


3,1228 


» 


3,1971 


3,2866 


3,4063 


3,5514 


0,5 


3 


3,10o 


» 


3,27o 


3,4744 


3,74o 


4^105 


0,6 


4 


8,076 


>f 


3,334 


3,6287 


4,006 


4,45 


0,6666... 


5 


3,054 


» 


3,388 


3,749 


4,18o 


4,68 


0,7143 


6 


3,036 


» 


3,43o 


3,842 


4,307 


4,88 


0,75 


7 


3,0l9 


» 


3,467 


3,918 


4,408 


4,94 


0,7777... 


8 


3,006 


» 


3,499 


3,978 


4,488 


5,04 


0,8 


9 


2,992 


w 


3,525 


4,029 


4,55o 


5,li 


0,8181 . . . 


10 


2,98i 


» 


3,548 


4,069 


4,605 


5,l7 


0,8333... 


11 


2,97o 


» 


3,567 


4,10o 


4,65g 


5,22 


0,9 


19 


2,92 


» 


3,66 


4,25 


4,84 


5,48 


0,95 


39 


2,84 


» 


3,74 


4,37 


4,99 


5,6o 


1 


oo 


2,4048 


» 


3,8317 


4,4934 


5,1357 


5,7636 



7. Das Verlialten der Wurzeln als Funktionen von n nnd k bez. q. 

Ob man die Wurzeln (Je — l)s^^^ als Punktionen von k oder von 

-• betrachten will^ ist natürlich ganz gleich. Im allgemeinen wird 

k direkt gegeben sein, so daß die Wahl dieser Größe als un- 
abhängiger Yariabeln das Ursprünglichere ist. Die andre Darstellung 
bietet jedoch den Vorteil, daß man den Funktionsverlauf für alle 
mo^chen Ejümmungswerte in einer endlichen Zeichnung darstellen 

kami, da — sich zwischen den Grenzen und 1 bewegt, wenn k alle 

Werte zwischen 1 und oo annimmt. Ebensogut aber konnte man den 

Z«itseliTlft f. M»th«matik n. Physik. 54. Band. 1906. I.Heft. 6 
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reziproken Wert q als unabhängige Variable nehmen^ es kommen dann 
gewisse Eigenschaften besser zutage, die in den beiden anderen Dar- 
stellungen nicht so ausgeprägt sind; doch muß man dabei wieder 
auf vollständige Darstellung im Endlichen verzichten, da q von 1 bis cx> 
wächst, wenn k von oo bis 1 herabsinkt. 

Außer den drei Sätzen, die wir schon in § 4 aus der Tabelle 3 
direkt abgeleitet haben, und die wir hier zum Teil von neuem be- 
stätigen können, erhalten wir folgende: 

1. Die Kurven, welche (r, — -ri)r»^ ab Funktion von k darstellen, 
haben nach Figur 2 jede einen Wendepunkt, der für die Parameter 
bis I in der Nähe von A; » 2 liegt. Es ist nicht sicher zu erkennen, 
doch scheint es, daß die Lage des Wendepunktes von n abhängt, in 
der Weise, daß er mit wachsendem Parameter n zu immer kleineren 
Werten k rückt. An diesem Wendepunkt ändert sich die Wurzel 
(r, — r^)Tn^ am raschesten bei Änderungen von k. Bemerkenswert ist 
es, daß in derselben Gegend von %, in der wir hier die Wendepunkte 
finden, und die zwischen 2 und 3 gelegen ist, auch die Mac 
Mahonsche Reihe (26), nach der wir die Tabellen 2 und 3 berechnet 
haben, eine Besonderheit aufweist. Wir fanden nämlich (vgL § 3), 
daß hier eine Grenze für die Brauchbarkeit der Reihe liegt, indem 
sie nur für Werte unterhalb dieses Grenzwertes von k zu benutzen ist. 
Vielleicht ist zwischen dem Vorhandensein des Wendepunktes und 
diesem Verhalten der Mac Mahonschen Reihe ein innerer Zusammen- 
hang vorhanden, der aus dem verschiedenen Verhalten der Zylinder- 
fonktionen für große und kleine Argumente folgt. In physikalischer 
Beziehung entsprechen die Gebiete vor und hinter dem Wendepunkt 
schmalen Ringen (kleines k) und breiten Ringen (großes fc), zu deren 
Unterscheidung also das Verhalten der Wurzeln von Gleichung (la) 
ein charakteristisches Kennzeichen liefert. Übrigens braucht diese Ein- 
teilung keine absolute zu sein, sondern kann von dem Parameter n ab- 
hängen, indem ein Ring von gegebener üürümmung k für Funktionen mit 
kleinem n als schmaler, für solche mit großem n als breiter gelten kann. 
Eine genauere Untersuchung muß zeigen was zutrifft. Es ist möglich, 
daß auch die Kurven der Figur 1 einen Wendepunkt besitzen, der 

aber bei kleinem Parameter n so nahe der oberen Grenze von — 

(starker Ringkrümmung entsprechend) liegt, daß er in der Zeichnung 
nicht festzustellen ist. Bei n =» | könnte er aber vielleicht schon in 

iWv Gegend von — = 0,7 liegen, wenigstens gibt eine näherungs weise 
IWiwhuung der Wurzel fttr * = 5,80 also - = 0,706 mit Hilfe der 
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Lommelschen Tabellen^) der Poissonschen Funktionell einen Wert 
4,80, der über der gestrichelten Geraden liegt, welche in Figor 1 die 

beiden bekannten Punkte der Eurre bei - »= 0,333 oder k^2 und 
— = 1,0 oder A; «- oo verbindet. Die Kurve würde danach bei — «= 0,7 

nach unten konkav sein, während sie bei kleineren Werten - nach 

unten konvex ist Doch sind die Lommelschen Tafeln zur exakten Be- 
rechnung der Wurzeln leider nicht genau genug, da sie nur nach ganz- 
zahligen Argumenten fortschreiten, und deshalb kann das eben erwähnte 
Resultat nicht als sicher gelten. 

2. Wenn auch aus den bisher bekannten Werten nur die Kurven 
fttr gewisse Parameter abgeleitet werden können, so ist dennoch aus 
der Stetigkeit der Zylinderfunktionen in bezug auf den als variabel ge- 
dachten Parameter n der Schluß zu ziehen, daß auch die Wurzeln sich 
bei stetiger Änderung von n stetig ändern. Man erhält also ffir beliebige 
reelle positive Parameter Kurven, die sich zwischen die gezeichneten 
Kurven für die ausgewählten Werte n einordnen. Diese Kurven bilden 
in ihrer Gesamtheit ein Büschel, das die ganze Fläche zwischen den 
Ordinaten an den Stellen =« und - =» 1 (bez. 4=1 und k = oo) 
und der Kurve f ür n » bedeckt, und dessen Spitze an der Stelle mit 
der Abszisse — » (bez. A; = 0) und der Ordinate x ^ 3,1416 liegt. 
Ahnliche Büschel ergeben sich für die Wurzeln höherer Ordnung 

(«;-2, 3...). 

3. Die Abhängigkeit von n ist derart, daß mit wachsendem n die 
Wurzeln selbst immer größer werden, wie wir schon früher bemerkt 
haben. Um die Geschwindigkeit der Zunahme zu bestimmen, müßten 
wir die Diflferentialquotienten j^ kennen. Wir können statt dessen 
nur die Differenzenquotienten bilden und aus diesen vermutungsweise 
Schlüsse auf den Wert der Differentialquotienten ziehen. Bilden wir 
mit Hilfe von Tabelle 13 die Differenzen der Wurzeln für einige 
Werte von ky so erhalten wir folgende Tabelle 14. Die Ringbreite 
r, — r^ ist darin der bequemeren Schreibweise wegen als Einheit ge- 
nommen; in Wirklichkeit stellen die Zahlen also die Differenzen der 
Wurzeln (fj — t"i)T^ und {r^ — Ti)r^' dar. Da die Werte des n von 
Kolumne zu Kolumne in Tabelle 13 um | fortschreiten, so erhält man 
aus den Zahlen von Tabelle 14 die Differenzenquotienten durch 
Multiplikation mit der Zahl 2. 

1) £. Lommel, Abhandl. d. bayr. Akad. d. WiBBensch., math.-phys. Kl. 1& 
S. 644. 1886. 

6* 
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TftbeUe 14. 
Differenzen der Wnraeln (r, — r^T*," bei Ändemiig Ton n. 



1 j 


k 


*1 — *• 


1 


*»— *i 


1 r,— *, 


«j — «1 


3 




t 


t 


» 


1 


* 





1 

















0,0909.. 


1^ 


0,0013 


0,0039 


0,0066 


0,0092 


0,0118 


Oß 


IP 


0,0065 


0,0193 


0,0320 


0,0442 


0,055» 


0,3333.. 


9 


0,0188 


0XÖ54 


0,08»6 


0,ll97 


0,1451 


0,G666.. 


5 


0,08« 


0,246 


0,361 


0,43i 


0,50 


0,8181.. 


10 


0,161 


0,40^ 


0,521 


0^ 


0^ 


0,9 


19 


0,22 


0,52 


0,59 


0,59 


0,59 


0,95 


39 


OM* 


0.60 


0,63 


0,62 


0,61 


1 


30 


0J368 


0.69i:>l 


0,6617 


0,6423 


0,6279 



Die Difierenienquotientesi ieig€^ nach dieser Tabelle folgendes 
Verhalten. Für den Grenrfidl t ^ x^ d. h. wenn es sidi um die 
Wurzeln der Gleichung /.i,|) = handelt, nehmen die Quotienten mit 
steigendem m ab, ron 1.4736 zwicdben n == und j bis 1^55s 
zwischen m » 2 und |. Es ist wahrBcheinlicfa. daß diese Abnahme bis 
n « oo dauernd weitergeht, aber immer langsamer wird, und daß 
der Quotient für n == 'Jc einem Grenzw»t znstiebt. Weldies dieser 
Grenzwert ist, laßt sich nicht bestimm^i. Tidleicht ist er gleich 
l, jedenfalls scheint er in der Nahe der Einheit zu liegen. Auf diese 
Vermutung fuhrt die Berechnung der Differenzenquotienten bei den 
Poissonschen Funktionen nach den Lommelschen Tafeln, die bis 
n ^ ^ hinaufreichen und für den Torliegenden Zweck bis y brauchbar 
sind, indem noch bei diesen Werten ron n die Tabellen bis zu Argu- 
menten berechnet sind, bei denen ein Vorzeichenwechsel der Funktionen 
stattfindet. Die so gut wie möglich graphisch interpolierten Wurzeln 
und daraus abgeleiteten Differenzenquodenten sind in Tabelle 15 
zusammengestellt. 

Die Differenzenquotienten sied hier Ton 1.15 auf 1,10 gesunken, 
während n um 5 (tou y auf -J * gestiegen ist: bei kleinen Werten 
Yon II entspricht dagegen schon einer Zunahme tou m um 2 Einheiten 
eine Abnahme des Differenzenquotienten um 0.21 TS tou 1,4736 auf 
1,2508).^) Die Abnahme des Differenzenquotienten geht also mit 



1) Zu demselben Kesoltat gelang man übri^ns aach l-ei den Besselschen 
ftukiMaieii mit ganzzahligen n, für die äimliche Tafeln bis zn n = 18 hinauf für 
«Mitanehbar existieren. TgL Gray and Mathews. L c. p. ^^ff'> 
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Tabelle 15. 
Wnizeln 1. Ordnung der Gleichnng i,(r,T) — und deren Differenzen. 



n 


i Wurzeln 


Differenzen 


15 

T 

17 
2 

19 
2 


11,60 
12,75 
13,90 


1,15 
1,15 


st! 
s , 

19 i 
t 1 


17,27 
18,38 
19,48 


1,11 
1,10 



waclisendem n so schnell zarück, daß der Quotient yermutlich für 
n = cx) nicht mehr weit unter den Wert 1,1 heruntersinkt, den er 
bei n = y besitzt. Diesen Wert wird dann auch der Differential- 
quotient annehmen, der andrerseits für kleine n yermutlich sehr große 
Werte haben wird. 

Während nun für ä; » oo der Differenzenquotient mit wachsendem 
n dauernd abnimmt, ist bei kleinem k, soweit unsere Zahlen reichen, 
im Gegenteil eiae Zunahme des Quotienten zu konstatieren. Es muß 
also bei einem gewissen k eine ümkehrung des Verhaltens stattfinden. 
Doch ist es offenbar nicht nötig, daß bei diesem k sämtliche Differenzen- 
quotienten konstant sind; als der allgemeinere Fall ist yielmehr an- 
zunehmen, daß bei jedem k der Quotient mit wachsendem n zunächst 
zu eiuem Maximalwert ansteigt und dann wieder bis zu einem gewissen 
Grenzwert abföllt, der für n = oo erreicht wird. Die Höhe und Lage 
des Maximums wird eine Funktion von k sein, bei kleinem k wird es 
erst bei sehr hohen Werten von n erreicht (ftir A; = 1 erst bei n = oo), 
bei größerem k rückt es zu immer kleineren Werten von n, und für 
i «-» cx> liegt es bei w = 0. Die Zahlen der Tabelle 14 für i = 19 und 
i » 39 scheinen zu zeigen, daß in diesen Fällen das Maximum schon 
unterhalb n » | liegt, doch muß man mit ihnen vorsichtig sein, da 
sie nur eine sehr geringe Genauigkeit (etwa eine Einheit der zweiten 
Dezimale) beanspruchen können. Ist das vermutete Maximum des 
Differenzen- und Differentialquotienten wirklich vorhanden, so ist es 
auch wahrscheinlich, daß die Kurven der Figur 1, welche die Wurzeln 

(r, — rjr!,^^ als Funktionen von — darstellen, einen Wendepunkt be- 
sitzen und nicht einfach mit wachsendem n eine immer gestrecktere, 



86 Cl)er die Woizeln einiger Zylinderfdnktionezi usw. Von A. Ealahhe. 

der geraden Linie sich nähernde, Oestalt bekommen. Auch hier gelten 
wieder für die Wurzeln höherer Ordnung ganz ähnliche Gesetze. 

Über die Oröße der Wurzeln selbst gibt diese Betrachtung natürlich 
keine Auskunft, man muß dieselben in jedem Falle besonders berechnen. 
Für die Wurzeln der Gleichungen l^(x) «« kann dies nach der von 
uns benutzten Mac Mahonschen Formel (27) geschehen oder, wenn 
Tafeln yorhanden sind, einfSacher durch eine Interpolationsrechnung, 
falls nicht sogar graphische Interpolation ausreicht. Ebenso kann man 
die physikalisch allerdings weniger wichtigen Wurzeln der Neumann- 
sehen Funktionen K^ bez. Y^ behandeln. Eine Abschätzung der Lage 
der Nullstellen dieser Funktionen hat Schafheitlin^) ausgeführt, doch 
sind die Grenzen, die er angibt, viel zu weit^ als daß man die Wurzeln 
auch nur mit einigermaßen hinreichender Genauigkeit danach be- 
stimmen könnte. Für den interessanten Fall, daß n unendlich wird, 
yersi^en überhaupt die Sätze von Schafheitlin, weil dann das Interyall, 
in dem die Wurzel liegen muß, sich als unendlich groß ergibt. Man 
erhalt als Resultat nur, daß die Wurzeln selbst unendlich groß werden. 
Für die Neumannsche Zylinderfunktion ergibt sich übrigens aus der 
Definitionsgleichung (11) bez. (9), daß dieselbe f ür n := oo dauernd, 
d. h. bei allen möglichen Werten des Argumentes, unendlich bleibt 
und daher überhaupt keine reelle Nullstelle mehr besitzt. Denn es 
wird in Cll) die letzte Summe mit unendlich werdendem v sicher un- 
endlich, da v\ stärker unendlich wird als lim x""] dasselbe gilt für die 

allgemeine Gammafunktion, die in /_, vorkommt, faUs n keine ganze 
Zahl ist. Die Funktion I_^ wird also bei unendlichem n ebenfalls 
dauernd unendlich und mit ihr zufolge Gleichung (9) auch K^(x), 

Heidelberg, 1. März 1906. 

Physikalisches Institut der Universität. 

1) Vgl. Nielaen, L c. S. 173 ff. 



Konstruktion des ErümmnngsradinB bei Kurven usw. Von F. Dihobldey. 87 

Konstruktion des Erümmnngsradins bei Enrven mit der 
öleiclinng y — crr* (polytropischen Knrven). 

Von P. DiNGELDEY in Darmstadt. 

Für die Länge q des Erümmongsradias und die Koordinaten S^ rj 
des Krümmungsmittelpimktes der Enrve y == f(x) gelten bekanntlich 
nnter Voraussetzung rechtwinkliger Koordinaten die Formeln: 

Diese Ausdrücke gestatten einfache Konstruktionen^ falls f(x) « csf^ ist; 
und zwar ist es hierbei gleichgültig, ob n eine positive oder negative, 
ganze oder gebrochene (auch irrationale) Zahl darstellt. Der Faktor c 
ist eine willkürliche Konstante. Bilden wir zunächst die Ausdrücke (1) 
far den vorliegenden Fall y = caf*. 

Bezeichnet a den (konkaven) Winkel, den die im Kurvenpunkte P 
gezogene Tangente mit der positiven Richtung der x- Achse bildet, so 

ist 1 + y'* »= 'Ö6*~ä' ^®^ Einführung der zu P gehörigen Subtangente ö 
und der absoluten Länge t der Tangente, gemessen vom Punkte P bis 
zum Schnittpunkt der Tangente mit der o;- Achse, wird cos^ a = <r' : ^, 
daher 1 + y'* « <* : (J*. Nun ist aber ö = y : y', im Falle y = ex*" 
wird somit 

ncx " 

da femer y" = n(n — l)ca:"~*, so hat man 

^^ y" a;«.n(n— l)cx''-* (♦* — l)y =*= (n — 1) sin a' . 

wobei das obere oder untere Vorzeichen zu stehen hat, je nachdem P 
oberhalb oder unterhalb der o;- Achse liegt. Durch Einsetzen dieses 
Ausdruckes in (1) folgt: 

^ .V I nt I 2nt 

^ ^ " ~" I (n — 1) sin a • cos a I ~" I (n — 1) sin 2« 

oder auch, da cos cc ^ ö it, 

(5) p = 



(n — 1) • tf sin ff I 
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Ferner ergibt sich 

(6) g = xTy'-(^^3^- = ^T(-;p:r^- = a;T;^^«, 

WO q die absolute Länge des Stückes TN der a;-Achse bezeichnet, das 
zwischen den Schnittpunkten dieser Achse mit der Tangente und der 

Normale von P gelegen ist (vgL die Figur). Bei T ^^ZTI 2 ^^ ^^ 

negative oder positive Zeichen zu setzen, je nachdem die dem Punkte P 
zugehörigen Werte y und y' gleiche oder entgegengesetzte Vorzeichen 
haben, d. h. je nachdem beim Durchlaufen der Kurve im Sinne der 
positiv wachsenden x die absoluten Werte der Ordinaten y zunehmen 
oder abnehmen. 

Man findet unter Beachtung der bei (3) gegebenen Yorzeichenregel 

Die Ausdrücke (4), (5), (6) und (7) gestatten mm einfache Konstruk- 
tionen des zum Punkte P gehörigen Krümmungsradius. Bevor wir auf 
diese näher eingehen, sei bemerkt, daß bei allen Konstruktionen, die 
im Folgenden abgeleitet werden, die Normale des Kurvenpunktes P be- 
nutzt wird, und zwar erhält man diese mit Hilfe der Subtangente 
(f ==y :y' == x:n, die auf die Abszissenachse vom Fußpunkte der zu P 
gehörigen Ordinate aus nach links oder rechts abzutragen ist, je nach- 
dem X : n positiv oder negativ ist. Die Verbindungslinie des Endpimk- 
tes T der Subtangente mit P liefert die Tangente des Punktes P der 
Kurve, und mit der Tangente ist nun auch die Normale gegeben; auf 
ihr muß noch der Krümmungsmittelpunkt gefunden werden. Wir 

weisen darauf hin, daß die Konstruktion von 6 =^ ~ die Bestimmung 

des r»-ten Teils der Abszisse x erfordert und wir bemerken femer, daß 
bei den nachstehend angegebenen Konstruktionen des Krümmungs- 
mittelpunktes der — _~te Teil gewisser Strecken bestimmt werden muß. 

Die Genauigkeit der wirkliehen Ausfahrung dieser Konstruktionen mit 
Ziirkel und Lineal hängt natürlich von der Zahl n ab; in vielen Fallen 
(z. B. bei beliebigem irrationalen n) kann es sich nur um eine näherungs- 
weise Konstruktion handeln. 

Aus der Gleichung (6) ^t sich wohl die einfachste Konstruktion 
des Krümmungsmittelpunktes ableiten. Man bringt die Normale des 
Kurvenpunktes P zum Schnitt mit einer zur Ordinat^nachse parallel 

gezogenen Geraden, deren samtliche Punkte die Abszisse | ^ x + — - q 

haben. Durch Tangente und Normale von P ist die Strecke q = TN 
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(vgl die Figur) bekannt. Bei der Multiplikation dieser Strecke mit _ 

kann der Umstand benutzt werden, daß sich die Längen OM und OT 
verhalten wie n zu n — 1 , falls T zwischen und M gelegen ist. 
Man erkennt leicht, wie zu yerfahren ist, wenn T nicht zwischen 
und M liegt. 

Mit Hilfe Ton (5) läßt sich der Krümmungsmittelpunkt folgender- 
maßen finden: 

Nachdem man Subtangente, Tangente und Normale des Punktes P 
gezeichnet hat, fällt man vom Fußpimkte M der zu P gehörigen Ordinate 
ein Lot MQ auf die Normale, verbindet den Fußpunkt Q dieses Lotes 
mit dem Endpunkt T der 
Subtangente und zieht durch 
T rechtwinklig zu QT eine 
Gerade. Diese tri£Ft die Nor- 
male von P in einem Punkte 2), 
so daß 

wie sich leicht daraus ergibt, 
daß PQ\=^\6'%ma\. Die ab- 
solute Länge des Ki'ümmungs- 
radius q ist nach (5) gleich 
n 

oder gleich 

um die Länge q zu erhalten, muß man daher noch q^ » | FD \ um 
eine Strecke von der Länge -^-r vergrößern, oder, falls n — 1 
negativ sein sollte, um diese Strecke verkleinem. 

Man hat natürlich darauf zu achten, daß sich der Erümmung- 
radius von P aus in dasjenige Gebiet der Ebene erstreckt, dem die 
Kurve in P die konkave Seite zukehrt. Mitunter muß also die in der 
angegebenen Weise konstruierte Strecke von der Länge q mit Hilfe 
des Zirkels noch um 180^ umgeklappt werden. Sollte der Kurvenbogen, 
dem der Punkt angehört, nicht gezeichnet vorliegen, sondern P allein 
gegeben sein, so ist mit Hilfe des zweiten Differentialquotienten y" zu 
entscheiden, welchem Teil der Ebene die Kurve in P die konkave oder 
konvexe Seite zukehrt. Bei positivem y kehrt die Kurve in P der 
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rt^- Achse bekanntlich die konkave oder konvexe Seite zu, je nachdem y" 
negativ oder positiv ist; bei negativem y ist das Verhalten um- 
gekehrt. 

Man kann leicht zeigen, daß die Formel (5) und die aus ihr ab- 
geleitete Konstruktion des Krümmungsradius q auch bei schiefwinkligen 
Koordinaten gilt; nur ist alsdann die Subtangente 6 nicht die recht- 
winklige Projektion der Tangente t auf die a;- Achse, sondern die Pro- 
jektion in Richtung der y-Achse. Aus dieser Tatsache folgt, daß die 
Konstruktion z. B. auch für eine beliebige Hyperbel (n =» — 1) und 
nicht nur f&r die gleichseitige Hyperbel gilt. 

Aus der Gleichung (4): 

2nt 



P== 



(n — 1) Bin 2 a 



lassen sich mehrere Konstruktionen des zu P gehörigen S^rümmungs- 
radius ableiten, doch kommt keine von ihnen der soeben behandelten 
an Einfachheit gleich, wir wollen daher nicht näher auf sie ein- 
gehen. 

Dagegen möge noch eine Konstruktion betrachtet werden, die sich 
aus der Gleichung (7): \ 

nt ! 

^ ^ * (n — 1) flin a i 

für die Ordinate 7} des Krümmungsmittelpunktes ergibt. Nachdem man | 

in der oben angegebenen Weise die Tangente TP = t des Kurven- 
punktes P gefunden hat, errichtet man in dem Endpunkte T dieser 
Tangente das Lot; dieses trifft die Verlängerung der Ordinate P3I in 

einem Punkte JE, so daß PE eine Strecke von der Länge p = -; — \ 

' o x- sin et 

darstellt. Eine parallel zur Abszissenachse gezogene Gerade, deren j 

sämtliche Punkte die Ordinate i? = y ± iT^^^ haben, wo die bei (3) ge- 
gebene Vorzeichenregel zu beachten ist, trifft die Normale von P in 
dem zu P gehörigen Krümmungsmittelpunkte. i 

Bei den vorstehend angegebenen Konstruktionen kann man den 
Umstand für unzweckmäßig halten, daß sie q nicht direkt liefern, sondern 

erst nachdem eine gewisse Länge (q, QifP), noch mit ^_^ multipliziert 

ist. Aber gerade diese Tatsache bietet auch einen gewissen Vorteil, 
indem der Krümmungsradius sehr häufig so groß ausfällt, daß der 
Krümmungsmittelpunkt nicht mehr auf die Ebene des Zeichenpapiers 
zu liegen kommt. Man kann alsdann, wenn z. B. q^ -= PD konstruiert 



ist (vgl. die Figur), auf einem anderen Zeichenblatte q 



n^^^ 
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konsfaruiereiL So würde z. B. bei unsrer Figur ^ der eine Neilsche 
Parabel y* = ca^ zugrunde gelegt ist, die Strecke q^ = PD noch zu 

verdreifachen sein, um q zu liefern, denn n ist j, _ = 3; der Krüra- 

mungsmittelpunkt würde nicht mehr auf die Ebene des Papiers fallen. 
Zum Schluße werde noch darauf hingewiesen, daß die angeführten 
Konstruktionen bei den sogenannten polytropischen Kurven anwendbar 
^ind, auf deren Gleichungen 

pv^ = const. 

sich die meisten der in der Thermodynamik und der Theorie der 
Wärmemotoren behandelten Zustandsänderungen permanenter Ghise 
zurückführen lassen. Dabei pflegt man die Zahl, die den Druck p an- 
gibt, unter dem sich ein Gas befindet, auf die Ordinatenachse abzutragen, 
-den Betrag v des zugehörigen GasTolumens auf die Abszissenachse. Ver- 
glichen mit y « caf^ wäre v = x, i? = y, m = — n. 

Herr Mehmke machte mich darauf aufmerksam, daß Herr F. Eosch 
in Bd. 45 vorliegender Zeitschrift, S. 165 (1900) gleichfalls eine Kon- 
struktion des Krümmungsmittelpunktes der polytropischen Kurven ge- 
geben hat. Bei ihr wird der Krümmungsmittelpunkt durch einen leicht 
zu konstruierenden Kreis aus der Normale des betreffenden Kurven- 
punktes herausgeschnitten. Auch eine von Herrn Mehmke in den 
Süddeutschen Blättern für höhere Unterrichtsanstalten (1. Jahrg. (1893), 
S. 69 f.) mitgeteilte allgemeine Konstruktion des Krümmungsmittel- 
punktes bei einer durch y = f{x) gegebenen Kurve würde sich leicht 
auf y »- caf^ anwenden lassen. Bei dieser allgemeinen Mehmkeschen 
Konstruktion ist überdies der Winkel der Koordinatenachsen beliebig, auch 
darf die Längeneinheit des Maßstabes, in dem die Abszissen aufgetragen 
fverden, verschieden sein von der Längeneinheit des Maßstabes der 
Ordinaten.*) 

1) Bezüglich der punktweisen Eonstraktion dei polytropischen Kurven ver- 
weisen wir auf: E. Brauer, Zeitschrift des Vereins deutscher Ingenieure, Bd. 29 
<1886), S. 433 f.; I. Taubelea ebenda, S. 675 f.; ß. Proell ebenda, Bd. 35 (1891), 
S. 98S— 992 und 1022—1026; M. Tolle ebenda, Bd. 38 (1894), S. 1456—1459; 
W. Hartmann ebenda, Bd. 39 (1895), S. 194—196; A. Wagener ebenda, Bd. 40 
(1896), S. 701 f. 
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Bemerkmigen zu der sogenannten Petzval-Bedingnng der 
pliotograpliisclien Optik. 

Von F. Schiffner, k. k. Realschuldirektor in Wien. 

Prof. Jos. Petzval wurde schon wiederholt der „Vater der modernen 
Optik'' genannt, und das mit vollem Recht, denn seine dioptrischen 
Untersuchungen sind bahnbrechend gewesen und sein Porträtobjektiv 
ist bis heute mustergültig geblieben. Leider sind aber gerade die 
Manuskripte seines Werkes über Optik trotz vieler Bemühungen des 
verdienstvollen Petzvalbiographen Dr. Ermenyi bisher noch nicht 
aufgefunden worden, so daß man noch immer nicht weiß, ob Petzval 
den Plan, den er am 12. März 1857 in der kaiserlichen Akademie der 
Wissenschaften in Wien entwickelt hat, ganz oder nur teilweise durch- 
geführt haben mag. Eines ist sicher: ein umfangi-eiches Manuskript 
über Optik hat existiert. Solange dies aber unbekannt bleibt, müssen 
wir uns mit Bruchstücken der Untersuchungen von Petzval begnügen. 
Solche hat mir vor einiger Zeit Herr Dr. Ermenyi vorgelegt, nämlich 
„Vorlesungen über Dioptrik", die Prof. J. Petzval in den Jahren 1860 
und 1861 an der Wiener Universität gehalten und die sein Schüler 
J. Frischauf, jetzt Professor an der k. k. Universität in Graz, damals 
niedergeschrieben hat.^) In diesen Vorlesungen fand ich nun auch 
einen Beweis des Satzes, der unter dem Namen „Petzvalbedingung" 
bekannt ist, und von dem Petzval in seiner Publikation „Bericht über 
einige dioptrische Untersuchungen, Pesth 1843^' sagt, daß er „wegen 
seiner Allgemeinheit, Einfachheit und Eleganz wohl der merkwürdigtse 
der ganzen Dioptrik'^ sei. 

Der Satz lautet: „Der reziproke Wert des Krümmungshalbmessers 
des geometrischen Ortes eines Bildes am Scheitel ist gleich der Summe 
der Produkte aus den reziproken Werten der Brennweiten in die rezi- 
proken Werte der Brechungsverhältnisse der einzelnen Bestandlinsen." 

Welche Bedeutung Petzval diesem Satze zuerkannt hat, kann 
daraus ersehen werden, daß er ihn in seinem Berichte aus dem. Jahre 18ö7 
aIm das vornehmste von den wenigen sehr einfachen Naturgesetzen be- 

\) Kh ist damit die Behauptung Dr. M. v. Rohrs in seiner Theorie und 6e- 

«H'hichi» des photographischen Objektivs, Berlin 1899, Petzval habe mit seinen 

dK»(4riMohi^n Krgebnissen eine gewisse Verstecktheit verbunden und es sei im- 

^«%I\4MohinnUch, daß er über optische Konstruktionen Vorträge gehalten habe, als 

u.^ u4v'hjf0wioHen. D. Red. 
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zeichnet^ die wie grünende Oasen ans der mathematischen Sandwüste 
sich herausheben, mit welcher die Gebrechen der optischen Instrumente 
und ihre ungeheuren Rechnungsentwicklungen verglichen werden können. 
Femer sagt er: 

^Wiewohl der Beweis dieses Satzes aus der optischen Stömngs- 
theorie gezogen und hinter bedeutenden Rechnungsentwicklungen ver- 
steckt iaiy so bin ich dennoch genötigt, denselben schon in der populären 
Optik zu gebrauchen und einstweilen ohne Beweis der höheren Wissen- 
schaft zu entlehnen/^ 

Petzval muß demnach einen sehr komplizierten Beweis seines 
Satzes vor Augen gehabt haben, und es ist überraschend, daß er in 
seinen Vorlesungen den unten folgenden, verhältnismäßig einfachen 
Beweis vorgeführt hat. Diesen Beweis zu veröflfentlichen, scheint nicht 
überflüssig zu sein, da z. B. in den Vorlesungen über photographische 
Optik von A. Gleichen, Leipzig 1905, gesagt wird, Petzval habe die 
Ableitung seiner „berühmten Formel" nicht gegeben.^) Der Beweis 
lautet: 

Ist CD (Fig. 1) eine brechende Fläche mit den Radien OC--- OD « r, 
u4. ein Objektpunkt, B der entsprechende Bildpunkt, so besteht, wenn 
A.C-=-hj BC^k gesetzt wird und 
n das Brechungsverhältnis ist, die 
bekannte Fundamentalgleichung: 

(1) 



pig.i. 



n— 1 J_ 
nr nh 




Wäre das Objekt eine sphärische 
Flache AA' mit dem Radius OA^r—h^ 
so würde die Bildfläche BB' eben- 
falls sphärisch sein und den Halb- 
messer OB ^ r — k haben. Wir 
fragen uns nun: Wenn das Objekt .^^'' 
den Krümmungsradius q hat, wie groß 

wird der Krümmungsradius R der Bildfläche BB" sein? (.4" liegt 
ganz nahe bei A' und ist von A' um dh entfernt, das Bild B" von A'' 
liegt ganz nahe bei B' und ist von B' um dk entfernt.) 

Bei einem Kreise vom Radius r/(Fig. 2) ist ein Punkt P mit der 
Ordinate a: von der Tangente ^^ um ein Stück PQ=^ MN=^a ent- 



1) Ebenso unrichtig ist die Angabe in ,,4000 Jahre Pionier-Arbeit in den 
exakten Wissenschaften von L. Darmstaedter und R. du Bois Reymond, 
Berlin, 1904'% Petzval habe 1840 durch ^,mec)ianisch€ Konstruktion*^ sein licht- 
starkes Doppelobjektiy gefunden. 
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femt, für welches die Gleichung besteht a;* =« 2ra — a*. Wenn a sehr 
klein ist, kann a* vernachlässigt werden und es ist a =» ^ - • 

Die Punkte A' und A" (Fig. 1) werden deshalb von der Ebene, 
welche in A berührt, die Abstände <* *=* ö? —IS 

und aj == g- ; die Punkte B' und B" von der 

Berührungsebene im Punkte B die Abstände 

X* X* 

b = . _,. und &i = —j. haben. Es ist deshalb 

X* -■ 




2p 2(r — Ä) 



X» 



^'*^""2E"~ 2|r-*) 



Wenn wir die Gleichung (1), in welcher n und r konstant sind, diffe- 
rentiieren, erhalten wir: — ^ = — ^ oder di = ^ . dh. 
Mit Berücksichtigung von Gleichung (2a) wird 



und 

somit 

(3) 



'^""'nÄ«L2p 2(r-'Ä)J"'2nÄ»U r — äJ 
j. j. 1 ^7 -X« , «»A;« /l 1 \ 



Nun besteht nach Figur 1 die Proportion (r — Ä) : (r — i) « a; : X, weshalb 
X -*(♦•=:*) ist. 

f — /l 

Aus Gleichung (1) folgt 



oder 
(4) 



- — i — -L -L i 
ic r nr ' nÄ 



r — ifc 






xk 



so daß X = -^ gesetzt werden kann und Gleichung (3) lautet 

Da nach Gleichung (4) auch -^: jl = k(^-'K) 
Gleichung (1) ersetzt werden kann, so ergibt sich 



^^j^ • j- und hier ^ nach 



1 (» - 1)Ä 

B lr—k)r^r — h 
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n — 1 (n — 1)Ä 
r — Ä ' {r — h)r 


Ä 1 p r— Ä~ Q 


1 n n — 1 
22~" p r ' 
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oder 

(6) 

Diese Gleichnng, die von h und k gaoz imabhängig ist^ gibt uns den 
Krümmungsradius R des Bildes bei einer brechenden Mäche. Ist das 

Objekt plan, d. h. p = cx), so wird ^ = , also z. B. für Glas 

mit n = I wird iJ = — 2r. 

Sind nun mehrere brechende Flächen mit den Radien r, r^, r,, 
. . ., r^ Yorhanden und die entsprechenden Brechungsverhältnisse n, n^, 
*^ " -y n^ die Radien der entstehenden Bildflächen R, R^, iZ,, . . .^ R^ 
so ergeben sich, wenn die Oberfläche plan ist, folgende Gleichungen: 



1 


n 


— 1 


nB" 


n 


i -r 


1 


1 
B 




1 
n,B, 


1 




1 


1 


«m-1 


^.K^ 


^m- 


l ^m»-«, 



Wird die zweite Gleichung durch n, die dritte durch n • n^ usw. dividiert 
und die Summe aller Gleichungen gebildet, so resultiert die Gleichung: 

1 n— 1 n^ — 1 n, — 1 ^m~^ 

Geht das Licht in das alte Mittel zurück, so ist n * n^ • n^ • • * n„ =» 1. 

Femer ist, wenn je zwei Flächen eine Linse bilden: n • w^ =» 1, 

it, • n, » 1 usw. und, wenn p, p^, ... die Brennweiten dieser Linsen sind: 

nr n-f^fj nr r^ n \r rj np 






Sind 8 Linsen mit dem Brechungsverhältnisse n, n^, . . ., n^ und den 
Brennweiten p, jp^, • • •» Jp« vorhanden, so ergibt sich die Gleichung: 



B np ' n^'p^ ' ^,P/ 

welche den oben ausgesprochenen Satz darstellt. 
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Über die Momentanbewegniig eines starren ebenen Systems. 

Von R. Müller in Braunschweig. 

I. Bestimmnng der Polbahntangente nnd der Ereispimktknrve 
für VerzweigimgBlageii. 

1. Die komplane Bewegung eines starren ebenen Systems ist für 
drei unendlich benachbarte Lagen eindeutig definiert, wenn von irgend 
zwei Systempunkten die Anfangslagen A^ B und die zugehörigen 
Krümmungsmittelpunkte A, B ihrer Bahnkurven a, ß bekannt sind; 
denn die Geraden AKj JBB schneiden sich im augenblicklichen Pol $, 
und dann ergibt sich mit Hilfe der Bobillierschen Konstruktion die 
Polbahntangente t und zu jedem dritten Systempunkte C der ent- 
sprechende Erümmungsmittelpunkt »r. Das eben Gesagte gilt aber 
_ nicht mehr, wenn — wie wir 

Flg. 1. , ' 

, im Folgenden voraussetzen 

Bd. o wollen — die vier Punkte 

^/ "^^-^ / Ay A, JB, B in einer (Jeraden 

/ ^^v^ /' liegen. In diesem Falle sind 

^> "^BL bekanntlich zwei Pole vor- 

handen, nämlich die Doppel- 
B'<;S / ' punkte der durch die Paare 

A^^ / A. B und B, A bestimmten 

^/ ^A Involution, und jedem von 

-p ihnen entspricht eine be- 

m sondere Momentanbewegung 

des Systems. Greifen wir 
dann unter den beiden möglichen Polen den einen willkürlich 
heraus und nennen ihn ^, so ist die zugehörige Polbahntangente t, 
also auch die quadratische Yerwandtschaft der einander entsprechenden 
Krümmungsmittelpunkte durch die bisherigen Daten überhaupt noch 
nicht bestimmt, dazu muB vielmehr die Bewegung der Punkte J., B 
für eine vierte Systemlage definiert werden, und dies geschieht durch 
Angabe der Krümmungsmittelpunkte A|, Bj der Evoluten 04, /S^ der 
Kurven ir, ß. 

Um für eine solche Yerzweigungdage die Polbahntangente t und 
die weiteren Elemente der dem Pole ^ entsprechenden Momentan- 
bewegung SU ermitteln« benutxe ich die Formeln, die ich bei firüherer 
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Gel^enheit für die Krümmung der aufeinander folgenden Eroluten der 
Bahnkurven abgeleitet habe^): 

Angenommen^ das System gelange aus seiner Anfangslage in die 
folgenden, einander unendlich benachbarten Lagen durch unendlich 
kleine Drehungen um die Pole ^, O, 9fi • • • bezw. um die Winkel 

df^, da- + cP&, dd^ + 2cPd + ^^ • •; dabei sei ^D = D« du 

und der Eontingenzwinkel der Polbahn bei D, 91 • • • = e?T, dr + d^t • • • 
Wir bezeichnen mit y den Winkel, den die Gerade ^A mit der Pol- 
bahntangente t — d. h. der Geraden ^O — bildet, und setzen 
^A = r, ?ßA « p, AAi = (Jj, ^B = r', ^B = p', BB^ = <; dann ist«) 

/n o = rdti Bin y 

^ ^ ^ dl* sin qp — rd^ 

und 

^^. r(d^(2d^ + dr) cosqp + d'^sinqp ) — Sdud^sinycosqp « , 

(2) 6,^ (d«8incp-rd^)« ^^^• 

Schreiben wir (1) in der Form 

i _- 1 =^ d«_ 
r 9 dw sin qp ' 

so bedeutet ^ den Durchmesser des Wendekreises und ^siny die 

Strecke ^F, welche der Wendekreis von der Geraden ^A abschneidet. 
Setzen wir also 

(3) ^Jsiny-A, 
so ist 

(4) i.i._i=^_-^. 

^ ^ h r Q r Q 

Nun folgt aus (2) 

/du sin qp — rde^y ^ ^ (W{2d9' + dx) cos qp -{- d*» sin qp Sda^cosqp 
^\ rdu sin 9 / du* sin' qp rdw sin* qp 

oder 

/t\ <?i 1 + cot«qp/2d«' + dr . , d«^ \ , 3 . 

and analog 

1) Über die Bewegung eines starren ebenen Systems durch fönf unendlich 
benachbarte Lagen, diese Zeitschrift 37. Bd. S. 129. 

2) A. a. 0. Gleichungen (2) und (10). Hinsichtlich der Vorzeichen der ein- 
^föhrten Größen verweisen wir der Kürze wegen auf die dort getroffenen. Fest- 
setzungen. 

Zeitschrift f. lUthamatik u. Physik. 64. Band. 1906. I.Heft. 7 
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EUeraus ergibt sich durch SubtraktioD 

wir erhalten daher zur Bestimmung der Polbahntangente die Gleichung 

(6) „.,_J^.-i):(i_^). 

Für 6^=^6[^0 wird coty = 0, d. h. 9? = 90<>. Sind also A 
und B Systempunkte mit stationären Krümmungskreisen, so steht die 
Folhahnt<ingente senkreckt auf der Geraden AB, Dieser Fall tritt z. B. 
ein, wenn A und B die Endpunkte der Koppel eines durchschlagenden 
Gelenkvierecks in der Verzweigungslage bedeuten. 

2. Mit der Polbahntangente ist auch der Wendekreis und die 
quadratische Verwandschaft der Krümmungsmitt^lpunkte für die dem 
Pole $ entsprechende Momentanbewegung bestimmt. Um diese Be- 
wegung noch für eine vierte unendlich benachbarte Systemlage dar- 
zustellen, benutzen wir die Kreispunktkurve m, d. h. den Ort aller 
Systempunkte, die augenblicklich eine Bahnstelle mit stationärem 
Krümmungskreis durchschreiten. Setzen wir in Gleichung (2) 6^ = 0, 
so folgt als Gleichung von m 

(7) r [ d(^(2dd^ + dt) cos q> + d^d^ sin y } — Sdudd^ sin 9? cos y = 0; 

m ist also eine Fokalkurve dritter Ordnung, die im Punkte ^ die Ge- 
rade t berührt und zugleich rechtwinklig schneidet. Ihre Bestimmung 
erfordert die Ermittelung der Größen 

. . 1 2rf^ + dv 

^^) s; ^ " sdu 

und 



dabei sind b^ und b^ die Durchmesser der Krümmungskreise der Kurve 
in ?P; der erste berührt die Polbahntangente, der zweite die Polbahn- 
normale. Schreiben wir nun in Gleichung (5) für cot 9? den Wert 

aus (6), so haben wir damit eine Gleichung zur Berechnung von r- 

und r-- um eine zweite Gleichung zu erhalten, müssen wir die Be- 
wegung der Punkte A und B für eine fünfte Systemlage definieren, 
und dazu verwenden wir die Krümmungsmittelpunkte A,, B^ der Evo- 
luten der Kurven cc^, ß^ in A^, B^, betrachten also die Strecken A^ Aj » 6^,. 
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BjB, » 4^2 als gegeben. Für den ErQmmmigsradius der „zweiten^ Eto- 
Inte der Bahnknrre des Punktes A gilt die früher abgeleitete Formel^) 

__Q r"d*^ + rdttd^coBqp — du' sin 9 cos qp 

- rdu { 3d^* cos* 9 + öd^a* sin 9 cos y + d^(ödd^ + 4rfr) sin* 9 } + Sdti^rf'^ sin 9] 

oder 

ff, 3 tfj r*d*^ + rdudt cob qp — dw* ain qp coa 9 

p* p* r*d«*8in*9 

/jQV __ d»(8d«^ + d«T) cos qp + [d»(d» + dT)( 2d» + dT) + d»»]Bi n 9 
^ -^ du'sin^qp 

8d»* cos* qp + 6d*» sin y cob qp + d9'(6d9' + 4dy) ein* y 3d^ 

' rdtt'flin^qp r'du sin*^' 

Bilden wir die entsprechende Gleichung für — ^^ und subtrahieren, so 

verschwinden mit dem zweiten Gliede rechts die Größen -tA und ^ -i, 

du* du*^ 

und dann können die noch übrig bleibenden unbekannten ^ und ^-^ 

mit Hilfe von (3), (8) und (9) ausgedrückt werden durch ^ und ^• 

Wir woUen die Rechnung nur für den Fall durchfahren, daß die 
Punkte A und B sich momentan in Bahnstellen mit fUnfpunkHg be- 
rührenden Krümmungskrei3en befinden, daß also tfj = tf, = «y^ -= tf^ = 
ist Dann ist nach dem Vorhergehenden tp = 90®, folglich nach (5) 
cPd =* und nach (9) b^ = ex. Femer ergibt sich aus (10) 



d»(6d» + ^dx)(X 



9' q'* du* 

oder 



(7-,^)-4:c-^)-». 



6d» + ^dt 1,1 
Sdu "" r '*"r'' 

Bezeichnen wir noch den Durchmesser des Wendekreises mit b„, 
setzen also 

— i. — i — i 

du h„ r Q ' 

80 erhalten wir schließlich nach (8) 

(11) i = J_-i.i4.i. 



1) A. a. 0. S. 188. Gleichung (11). 
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Die Kreispunk&urve serfäUt 'dcJter gegenwärtig in die Polbahn- 
normale und in den die Pclbahntangenie berührenden Kreis vom Durtk- 
messer b^. 

Mit b„ und b^ sind auch die Sj-ümmungsradien der Polbahn und 

du 
der PolkuTYe in ^ bestimmt^ denn diese sind bekanntlich bez. =» -j- 

du 



und 



d^ + dt 



IL Ober eine Kreieverwandtscliaft, die mit der qnadiatisclLeiL 
Verwandtscliaft der Systeme entsprechender Krommnngsmittelpnnkte 

zusammenhängt 

Sei S irgend eine Lage eines komplan bewegten starren ebenen 
Systems^ $ der zugehörige Pol, t die Polbahntangente, tr der Wende- 
kreis mit dem Durchmesser b^. Dann entspricht jedem Punkte Ä 
von S ein bestimmter Punkt A der Geraden PA als Krümmungs- 
mittelpunkt der Babnstelle; die der Systempunkt Ä in der festen 
Ebene £ durchschreitet, und alle Systemkurren, die ^^ zur Normale 
und Ä zum Krdmmungsmittelpunkt haben, erzeugen Hüllbahnelemente 
mit A als Krümmungsmittelpunkt. Setzen wir ^-^.«r, ^A = p, 
iA^t-^ g)y BO ist bekanntlich 

/i l\ . 1 

(---)sincp = 5-, 

also 

Q -\-h„ Bin tp' 

Bezeichnen wir noch die rechtwinkligen Koordinaten der Punkte A 
und A für ^ als Anfangspunkt, t als 2;-Achse bez. mit Xj y und |, % 
so folgt durch Multiplikation mit cos 9 und sin 9 

^'^ V + n' + Kr\' ^ V + n' + Kn' 

\\\\k\ (lioHe Gleichungen definieren die bekannte quadratiseke Verwandt- 
Hihi^fi »wischen den Systemen S und £ der einander entsprechenden 
K lUuuuungHmittelpunkte.*) 

UitJi'ilurch wird jeder Kurve Je von S eine Kurve x von U zuge- 
iiuluot uU Ort der Krümmungsmittelpunkte, die den Punkten von k 
iiuiii|>iiH^i\t)U. Nehmen wir insbesondere an Stelle von k einen Kreis 
um M\ VuwVi J?(j, t)) mit der Gleichung 

i« Uiiiuu^(«»k' Kinematik I, S. 117. 
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so erhalten wir für x yermöge der Sabstitution (1) eine zirkuläre Karre 
Tierfcer Ordnung: 

(I* + ij') { i>W - 2Kv(n + ttv) + (E* + 9* - 0(6' + 1?*) } 

(2) - 2biV(5l + nv) + 2b„(j* + t)« - c^iV + V')V 

+ b»(E» + 9*-cV = o. 

Um ihr Fokalzentram %\i\ t)') — d. h. den reellen Schnittpunkt 
ihrer Tangenten in den imaginären Ereispunkten — zu bestimmen, 
bilden wir die Bedingung, unter welcher die Gerade 

die Kuire x in der Unendlichkeit berührt. Setzen wir in (2) 

1? = *l + (t)' - it'), 
also 

80 ergibt sich eine Gleichung dritten Grades in ^, und zwar lautet der 
Faktor von S* 

Dieser Faktor verschwindet also für 

Die so erhaltene Gleichung bestimmt das Fokalzentrum %' von x 
unabhängig vom Radius c des Kreises Je, demnach ist ^' das Fokal- 
zentrum aller Kurven vierter Ordnung, welche der Schar der konzent- 
rischen Kreise um ^ zugeordnet sind, und hieraus folgt ganz allgemein: 
AUen zirkulären Kurven von S, die den Funkt % zum Fokdlzenlrwm 
hahen^ entsprechen in der quadroHschen Verwandtschaft zirkuläre Kurven 
von E mit einem gemeinschafÜichen Fokalzentrum %\ 

Durch Gleichung (3) wird jedem Punkte % von 8 ein Punkt %' 
von Z zugewiesen, und die so definierte konforme Abbildung der 
Ebene S auf die Ebene H hat den Charakter einer Kreisverwandtschaß 
mit zwei in ^ vereinigten Fixpunkten. Auf diese Weise verknüpft sich 
also mit der quadratischen Verwandtschaft der Krümmungsmittelpunkte 
eine Kreisverwandtschaft zwischen den Fokaizentren aUer zirkulären Kurven, 
die einander in jener quadratischen Verwandtschaft entsprechen. 

Schreiben wir Gleichung (3) in der Form 
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80 folgt 




(4) 




und 




(5) 





Fig. S. 



Gleichung (4) sagt aus, daß jeder Kreis g, der die Polbahnnormale n 
in $ berührt, in unsrer quadratischen Verwandtschaft sich selbst ent- 
spricht Einem Kreise ff, der 
die Polbahntangente t in ^ 
berührt, entspricht nach (5) ein 
eben solcher Kreis f)\ Sind ^ 
und ^' die zweiten Schnitt- 
punkte von 1^ und f)' mit n, 
und rechnen wir die Strecken 
^^ und Sß^' positiv in der 
Richtung nach dem Wendepol TT, 
so wird ^' durch die Oleichung 
bestimmt 

_l 1 2^ 

^^'""^^ ^W' 

Bezeichnen wir also mit ^" 
den vierten harmonischen Punkt 
zu 5ß, W und $, so ist 
^$' = - 5p$". Um daher 
zum Fokalzentrum ^ das ent- 
sprechende Fokalzentrum ^' zu 
konstruieren, errichten wir in 
1$ zu ^$ ein Lot, welches t 
in ®, n in i^ schneidet, imd bestimmen zu jp in der eben an- 
gegebenen Weise den Punkt ^'-^ dann ist %' der Fußpunkt des Lotes 
von ^ auf ®$'. 

Braunschweig, d. 26. Mai 1906. 
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Charles Emerson Curry, meotromagnetio Theorie of Light. Erster 
Teil, London 1905. 

Den Ausgangspunkt der Darstellung bilden die Maxwellschen Gleichungen; 
ans ihnen werden die Integrale abgeleitet, die ebenen und sphärischen Wellen 
entsprechen. Die sphärischen Wellen werden in den ersten Kapiteln be- 
handelt, und zwar yiel eingehender als es für eine Optik nötig ist. Die 
oben erwähnten Integrale bilden dann die Grundlage der Interferenztheorie 
sowie des Huygensschen Prinzips und der Beugung. 

Die aus den Maxwellschen Gleichungen folgende Schwingungsgleichung 
ergibt in bekannter Weise das verbesserte Huygenssche Prinzip, trotzdem 
-wird in ausführlichster Weise die Fresnelsche Ableitung desselben mit 
Hilfe der Zoneneinteilung gegeben; das ist aus historischen Gründen ja 
sicher berechtigt, aber vielleicht sind 24 Seiten für diesen Zweck etwas 
Tiel (bei Drude, Lehrbuch der Optik genügen hierzu 9 Seiten). 

Die Sommerfeldsche Beugungstheorie ist auch behandelt, doch glaubt 
der Verf., daß durch sie wenig gewonnen sei gegenüber der Fresnelschen 
modifizierten Beugungstheorie. In Wirklichkeit ist es nun theoretisch von 
größtem Interesse, wenigstens in einem speziellen Falle eine strenge Lösung 
zu haben, schon deshalb, weil dadurch der Gültigkeitsbereich der genäherten 
Theorie fester abgegrenzt wird, und praktisch wird die Sommerfeldsche 
Lösung vollkommen exakt sein in den Wellenlängengebieten, in denen die 
Voraussetzungen der Sommerfeldschen Theorie gültig sind (vollkommene 
Leitfähigkeit des beugenden Schirms); man darf sie natürlich nicht auf alle 
Teile des sichtbaren Spektrums anwenden wollen (Versuche von Gouy). 

Die letzten beiden Kapitel behandeln sehr eingehend Reflexion und 
Brechung in isotropen und anisotropen Medien. 

Der Referent vermißt die Theorie der stehenden Wellen und die damit 
zusammenhängende Deutung der Wienerschen Versuche. Femer sind die 
Maxwellschen Gleichungen immer nur auf vollkommene Isolatoren angewandt, 
infolgedessen fehlt die Berechnung des Reflexionsvermögens und Absorptions- 
vermögens der Metalle und die Besprechung der interessanten Versuche 
von Hagen und Rubens. 

Die am Ende jeden Kapitels gegebenen Beispiele werden manchem 
Leser sehr erwünscht sein. Im zweiten Teil sollen die Abweichungen von 
der Maxwellschen Theorie behandelt werden. 

Tübingen. R. Gans. 
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Th. Albreeht^ Bastimmiiiig der Unfi^endilTerens Potsdam-Greenwioh im 

Jahre lOOd. (ytnrrjf&enÜiclmng des KgL preußuchen geodfttischen Instituts. 

Neue Police Nr 15; II n. 77 8. 4* Berlin 1904, P. Stanüewicz. Ji 5.— 

I>i« von den Herren Tk Albrecht and B. Wanach 1903 ausgeföhrte 

Längenbentimmong zwiMthen Poftsdam und Greenwich bildet ein Glied in der 

Kette der in den letzten Jahren rorgenommenen AnschlüBse zur Sicherung 

der fundamentalen Längend ifferenz Greenwich-PariB, die bis auf den heutigen 

Tag einer UngewiBheit unterworfen war, wie sie in der Zeit des elektrischen 

Telegraphen und in Anbetnu^ht der großen Wichtigkeit gerade jener Längen- 

differenz nicht mehr hätte bestehen sollen. 

Die hier rorliegende Publikation gibt aufs ausf&hrlichst« Rechenschaft 
ül>er Methode und Anlage der Beobachtungen; wir greifen die wesentlichen 
Punkte heraus. Von den beiden mit Repsoldschem Registriermikrometer 
versehenen Passageninstrumenten hatte das von Herrn Albrecht benutzte 
8,1 cm Öffnung bei 92 cm Brennweite, das Herrn Wanach dienende nur 
6,8 cm Öffnung und 87 cm Brennweite. Infolge der Größe des Längen- 
unterschiedes yon 52"* ging es zwar nicht an, in Greenwich und Potsdam 
allabendlich dieselben Sterne zu beobachten, indes ist die aus dieser nicht 
völligen Elimination der Rektaszensionen der Sterne fließende Unsicherheit 
durch die Anordnung der Zeitbestimmungen fast auf Null herabgedrückt. 
Die Stemörter entstammen den besten modernen Katalogen und sind dann 
auf dem Wege sukzessiver Annäherung einer Ausgleichung auf Grund des 
Längenbestimmungsmaterials unterzogen. Die Zeitsteme verteilen sich nicht 
weit vom Zenit so, daß der Einfluß eines Azimutfehlers in der Zeitbestimmung 
nahezu verschwinden muß. Als mittlerer Fehler der Uhrkorrektion aus 
einem Stern kommt denn auch der geringe Betrag ± 0.03* zum Vorschein. 
Besondere Sorgfalt ist der elektrischen Leitung gewidmet; sie besaß 
von vornherein eine sehr inhomogene Beschafienheit: auf 522 km Bronzedraht 
auf deutschem Boden von Potsdam bis Emden folgten 425 km Seekabel 
und daran schloß sich die 235 km lange Kupferdrahtleitung Bacton-Green- 
wich. Um nun wenigstens die Lage des Kabels symmetrisch zu gestalten, 
schaltete die englische Telegraphen Verwaltung noch die 334 km lange Schleife 
London -Leicester- London ein. Wie bei allen neueren Längenbestimmungen 
sollte nur mit direkten Leitungen operiert werden und daher blieben die 
f&r den gewöhnlichen Telegraphenbetrieb in Emden und Bacton befindlichen 
Translatoren außer Gebrauch. Übrigens lehrte das Experiment, daß man 
bei Benutzimg der Translatoren ein nur um O.Ol* abweichendes Resultat 
erhalten haben würde. Die Stromzeit für die 1091 km Oberleitung und 
425 km submarines Kabel erreichte den hohen Betrag von s = + 0.141*, 
mittl. Fehler ± 0.001*. 

Die Genauigkeit der Längendifferenz aus den Beobachtungen eines 
Abends charakterisiert sich durch den mittl. Fehler ± 0.021* imd als 
Schlußresultat folgt aus 24 Abenden zwischen 1903 Mai 7 und Juli 11 mit 
einmaligem Beobachter- und Instnimentenwechsel der Wert des Längen- 
unterschiedes 

Transit circle der Sternwarte Greenwich westlich vom östlichen Meridian- 
haus des geodätischen Instituts zu Potsdam: 

52"*16'.051, mittl. Fehler ±0.005' 
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Durch die behandelte Längenbestimmung ist in Verbindung mit den 
sowohl von englischer wie von ftunzösischer Seite i. J. 1902 angestellten 
Längenbestimmungen Paris-Greenwich (Monthlj notices, Vol. 65, Nr. 3 und 
Comptes rendus, T. 139, Nr. 24) der bisherigen Ungewißheit hinsichtlich 
der gegenseitigen Lage von Paris und Greenwich ein Ende bereitet worden, 
und mit größerer Sicherheit, als das 1893 durch van de Sande Bakhujzen 
(Astron. Nachr. Nr. 3202, 1893 Dez.) geschehen konnte, ließ sich jetzt das 
zentraleuropäische Längennetz ausgleichen. Eine solche Ausgleichung 
zwischen 176 L&ngenbestimmungen mit 79 Stationspunkten hat wiederum 
Th. Albrecht vorgenommen (Astron. Nachr. Nr, 3993, 1905 Pebr). U. a. 
liefert die Ausgleichung den Längenunterschied Paris-Greenwich zu 9"* 20.932*, 
und der mittl. Fehler der am sichersten fest gelegten Längen gegen Green- 
wich folgt zu ± 0.02*. 

Straßburg i. E. C. W. Wirtz. 

F. Hayn^ Selenographisohe Koordinaten. 11. Abhandlung. (Abhandlungen 

der mathematisch -physischen Klasse der Kgl. Sächsischen Gesellschaft 

der Wissenschaften. 29. Band, Nr. L) Mit 4 Tafeln. 142 S. Lex. 8. 

Leipzig 1904, B. G. Teubner. Jl 6.— 

In einer I. Abhandlung (siehe diese Ztschr. Bd. 49, S. 388) hatte Herr 

Hajn die theoretische Vorarbeit und die Revision der mathematischen 

Behandlung der Monddrehung erledigt; die 11. Abhandlung stellt sich als 

Aufgabe die Ableitung der Botationselemente des Mondes und der seleno- 

graphischen Koordinaten der 5 das Netz erster Ordnung bildenden Krater 

Hosting -4, Messier A^ Kepler -4, Egede -4, Tycho Zentralberg. 

Das Instrument, an dem die Beobachtungsarbeit in den Jahren 1898 
bis 1903 geleistet wurde, war der Leipziger 30 cm -Refraktor, ausgerüstet 
mit Reinfelderscher Optik und Bepsoldscher Montierung; die Brennnweite 
beträgt 3,6 m. Zur Erzielung guter Mondbilder mußte das Objektiv indes 
bis auf 15 cm Durchmesser abgeblendet werden. Die von periodischen und 
fortschreitenden Fehlem freie Mikrometerschraube hatte eine Ganghöhe von 
0,58 mm, aus Durchgängen von Plejadenstemen fand sich ihr Revolutions- 
wert zu 33.48"; weder die Okularstellung noch der Schraubenwert verrieten 
eine Abhängigkeit von der Temperatur. Während nun der bei dem Gros 
aller Messungen innegehaltene Beobachtungsmodus in der Bestimmung der 
Rektaszensions- und Deklinationsdifferenzen bei ruhendem Femrohr bestand, 
mußte der Verf. bei den später als notwendig sich herausstellenden Anschlüssen 
des Hauptkraters Mösting A an Punkte des Mondrandes dieses Verfahren 
verlassen und zu einer Messung der bis auf 18' ansteigenden Distanzen 
schreiten, die die aktive Mitwirkung des Befraktoiiriebwerks verlangt und 
dessen Qualitäten denen der Mikrometerschraube gleichsetzt. Die Erfahrung 
bestätigte die Zulässigkeit dieser Annahme; die periodischen Fehler des 
Vhrkreises erwiesen sich in allen Teilen als gleichmäßig und nicht übermäßig 
groß: in 72' kamen Ausschläge von 1.3" vor. 

Ursprünglich sollte die Position von Mösting A als keiner Verbesserung 
bedürftig angesehen und lediglich die Neigimg J des Mondäquators gegen 
die Ekliptik neu abgeleitet werden. Im Verlaufe der Arbeit erwies es sich 
jedoch als unumgänglich, nicht nur den Ort von Mösting J., sondern auch 
die physische Libration neu zu untersuchen. Um zunächst den Krater 
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festzulegen, wurde das Gebilde an 18 Randponkte in der oben angedeuteten 
Weise angeschlossen und gefanden 

X = ~ 5*10' 17" /J = - 3«10'58". 

Aus der Gesamtheit der Beobachtungen folgte femer für die Neigung 

jr==l»32'l6". 

Seinen Resultaten will der Verf zwar noch keine definitire Bedeutung 
beigelegt wissen, da eine Neuberechnung der umüuigreicheren alteren Reihen 
nach der revidierten Theorie erst dazu verhelfen könne; als sicher darf aber 
das Ergebnis gelten, daß der Mondradius zum Krater Hosting Ä sich größer 
herausstellt, als der mittlere Radius der Mondperipherie. Das hieße, 
daß der Mond um beiläufig l" oder 2000 m nach der Erde zu verlängert 
sei. Für die Realität spricht nicht nur die innere Genauigkeit der 
Beobachtungen, sondern auch der umstand, daß mit der Vergrößerung des 
Mondradius für Mösting Ä der Widerspruch verschwindet, der zwischen den 
Hansenschen Mondstorungen und den älteren Arbeiten über die physische 
Libration bestand. Hansen findet nämlich für die Funktion f der Trägheits- 
momente -4, Bj C den Wert /*= 0,9, wahrend die Reihen von Schlüter und 
Hartwig, deren Berechnung nur ein Radius zugrunde liegt, für f nur 0,5 
ergaben. Nach Hajn hingegen kommt in Übereinstimmung mit der Theorie 
/*=0,85. — 

Da die Beobachtungen des Mondrandes teilweise stark von systematischen 
Fehlem beinflußt sind, suchte Herr Hajn aus seinen Beobachtungen das 
Randprofil zu studieren; die Tafel I der Abhandlung stellt das Resultat 
graphisch dar. Später hat dann der Verf noch die Beobachtungen des Herrn 
Hartwig zugezogen und numerische Tafeln entworfen, die es erlauben, für 
jeden Punkt des Mondrandes und jede Libration die Beobachtungen (Meridian- 
örter und vor allem Stembedeckungen) von den Niveauungleichheiten des 
Randes zu befreien. (Astr. Nachr. Nr. 4009, 1905 April). 

Straßburg i. E. C. W. Wirtz. 

M. Brendel. Theorie des Mondes. Abhandlungen der Kgl. Gesellschaft 
der Wissenschaften zu Göttingen. Mathematisch-physische Klasse. Neue 
Folge Band III, Nr. 4; Berlin 1905, Weidmann. Jll. — = Astronomische 
Mitteilungen der Kgl. Sternwarte zu Göttingen. Vin. Teil; Göttingen 1905. 
Herrn Brendels Arbeiten bewegten sich mehrfach auf demselben Ge- 
biete, das er mit dieser Abhandlung wieder betritt. Schon seine Theorie 
der kleinen Planeten^) verband mit ihrem eigentlichen Ziele der allgemeinen 
bequemen Darstellung der Planetenbewegungen innerhalb gegebener An- 
näherungsgrenzen das Streben, der Störungstheorie H. Gyldens mehr Ein- 
gang zu verschaffen, als die von Gylden selbst verfaßten Werke infolge 
ihrer schwierigen Schreibweise das zu tun vermochten. 

Die vorliegende Schrift bringt die Anwendung derjenigen „von Gylden 
aufgestellten Prinzipien, die wirklich auch bei der praktischen Störungs- 



1) Abb. d. k. Gesellsch. d. Wiss. zu Göttingen. Math.-phys. Klasse. Nene 
Folge Bd. I, Nr 2; Berlin 1898 (4°, 171 S.). 
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rechnung schnell zum Ziele fahren*^ auf die Theorie der Mondbewegung, 
Prinzipien, deren Übertragung auf den Mond noch mehr Vorteile bietet als 
bei den kleinen Planeten. Die Besonderheiten der Mondbewegung, die die 
Lösung des Problems teils erleichtem, teils erschweren, hebt die Einleitung 
fibersichtlich und klar hervor und sie kennzeichnet auch kurz die Absichten, 
die Gylden beim Entwurf seiner Theorie leiteten. Nachdem nun die 
beiden ersten Kapitel in leicht verständlicher Weise mit den Differential- 
gleichungen der Mondbewegnng und der Entwicklung der Stöiningsfunktion 
die Vorbereitung erledigt, leitet das dritte Kapitel auf den Kernpunkt der 
Methode über; es behandelt die Einführung der periodischen Lösung nullten 
Grades und schlägt einen von dem Verfahren Hills durchaus verschiedenen 
Weg ein. Prinzipiell vermeidet Herr Brendel Beihen von mehr oder 
weniger schwacher Konvergenz; die Koeffizienten der Störungsglieder explicit 
als Funktionen der störenden Masse und der anderen Koordinaten auszu- 
drücken, ist nicht erforderlich; „es genügt ja auch vollkommen, wenn es 
gelungen ist, soviel Relationen zwischen den gesuchten Koeffizienten auf- 
zustellen, wie solcher Koeffizienten bestimmt werden sollen." Das vierte und 
fünfte Kapitel widmet sich der Berechnung der periodischen Lösung nullten 
Grades und der Glieder ersten Grades. 

Den Lihalt seiner Arbeit glaubt der Verfasser im wesentlichen noch 
als ein numerisches Experiment bezeichnen zu müssen, da zunächst ein 
Kriterium dafür fehlt, welchen Betrag die Bestglieder der angewandten 
Reihen erreichen können. 

Eines der interessantesten Probleme der Mondbewegung ist inzwischen 
auf Herrn Brendels Anregung und im Rahmen seiner auf Gylden s 
Prinzipien gestützten Theorie von Herrn A. v. Brunn ^) neu bearbeitet 
worden. Herr v. Brunn unterzieht die Säkularbeschleunigung des Mondes 
einer eingehenden Diskussion, die einen Beitrag zur theoretischen Erkenntnis 
dieser ihrer Quantität nach lange umstrittenen Ungleichheit bildet. Die 
Erscheinung äußert sich seit historischen Zeiten in einer allmählichen Be- 
schleunigung des Mondes, und die Erklärung geht auf die Variation der 
Exzentrizität der Erdbahn zurück, wie Laplace 1787 (im engsten Anschluß 
übrigens an Lagrange) nachwies. 

Straßburg i. E. Wirtz. 
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Analysis. 

KozAK, Jos., Gnmdprobleme der AusgleichnngsrechnuDg nach der Methode der 
kleinsten Quadrate. I. Band. Wien 1907, Fromme. M. 11.— 
Sabudski, N., Die Wahrscheinlichkeitsrechnung, ihre Anwendung auf das 
Schießen und auf die Theorie des Einschießens. Mit Genehmigimg des Ver- 
fassers übersetzt von Ritter von Eberhard. Stuttgart, Grub. M. 8.80, geb. 
M. 10.— 



1) A. V. Brunn, Die Säkularbeschleunigung des Mondes. (Dissertation.) 
G^^tüngen 1906 (8^ 102 S.) 
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ABtrünomlei Chranologte und Geodäsie. 

8. AnDovKB, H., Coura d^AatroDOmie. L Astroaomie thtrarique. Paris, Herii]B.nii, 

Fi*. 9.— 

4« Böm»Gii, A.^ Lotab weich un gen, Heft CI. Ästronomiflch - geodätisch es Nets 
I. OrdnuDg nördlich der europäii^cheD LilngengrAdmessiiiig in ^2 Grad Breite, 
(¥er^ffeDtlicbung des KgU preußischen geodüÜBchen Iniiitutfl, Neue Folge 
Nr, 28.) Berlin, Stantiewkz. M. 10.— 

5« GAitflH, F* G*, Trigonometrische und polygonometriache Eechnungen in der 
Feldmeßknnst. s/Anflftge, 4. ti. ö. Heft. Hftlle, Strien. Je M. 3,50, 

6« QiifZEh f F. K. f Hondbftch der mathematischen und technif chen Chronologie. 
Das Zeitxeehnungsweseii der YOlker. I, Band : Zeitreehunng der Babvlonier, 
Ägypter, Mobammedaner, Perser, Inder, BädoHtasiaten, Chineeen^ Japaner und 
Zentral amerikaner. Leipzig, Hinrichs. M. 19. — ; geb. M. 22. — 

7» HfKMKti, 0., n. P, Bi'iieB, Elemente der Aatronomie nnd m^athemafi sehen 
Geographie, Zum Gebrauch beim Unterricht auf höheren Lehxan stalten und znm 
Selbstatndinm. 5., verbeBserte Auf 1&^. Berlin, W ine keim ann &Söbne, M. 1.20, 
S. auch Nr. lö, iU, 4B. 
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BarsteUeiide Geometrie. 

§fl QsYCjkfi, Emcu, Lehrbuch dar darstellenden Geometrie für den Gebrauch an 
technischen Hoehachtilen, mittleren gewerbhchen und technischen Leliran stalten, 
Kunstge wer beschulen, Foitbildnngs schulen uew. u. i\ das Selbststudium. L Teil, 
Affinität und Ferspektivitüt ebener Figuren. PerapektiTe, involutoriiache und har- 
iQonische Grundgebilde. Kegelschnitte als Kreisprojektionen, Die orthogouÄl© 
aaiODometriscbe und schiefe Projektion. Zylinder, Kegel, Kugel: ebene und 
Eaumkurven. Schnitt© und Abwicklungen. Durchdringungen* Leipstig, GÖsehen, 

M. 8.— ; geb. M. 8.60. 

ö. Hempkl, J,, Schattenkon^truktionen für den Gebrauch an Bange werk es cbulen, 

Gewerbeschulen und ähnlichen Lebr&netalten , sowie zum Selbstnntemchl 

Leipzig, Teubner- geb. M 5. — 

10» Rons-, Karl, n. ERWin Pafi>£rit£, Lehrbncli der darstellenden Geometrie. 3 B^lnde^ 

3., umgearbeitete Auflage. Leipzig, Veit & Co. M. 2S.— , geb. M, 31. — 

Geometrie. 

11, AüLie«, ÄuouftT, Theorie der geometrischen KonatTuktionen. (Sammlung 
Schubert Lllj Leipzig, Göschen. geb. M. 9. — 

li. EBJif*]K, F.^ Leitfaden der technisch wichtigen Kurven. Leipzig, Teubner. 

geb. M. 4." 

18. ZüHLKE, Paul, Ausführung elementar- geometrischer Konatruktioneti hei un- 
gfinstigen Lftgeverhiiltniisen. Leipzig > Tenbner. kart. ÄL 1. — 



Cteiehlebte und Biographien. 

14, Ejstkeh, A-, Geschichte der Pbjsik. 1. Die Physik bis Newton. II. Die Pb^^ik 
von Newton bis sur Gegenwart. (Sammlung Göschen Nr. 293 u. 294.) Leipzig, 
GHischen. * geb. je M. — bO. 

16, Mitiifc;, Fhanz, KiurJ Friedrich Gauß. („MUnner der WisBenschaft** Heft 6.) 
Leipzig, Weicher. M. l. — 

16, OrpüNUKiM, S,, Das astronomische Weltbild im Wandel der Zeit. („Aus Natur 
Geiste^iwelt" UO. Bändchen/) Loipstig, Teubner. M. 1.— , geh, M 1.36- 

17, Etchaux, F., ii, W. Kö?iro, Zur Eritinenmg an Paul Drude. Zwei AnsprJichen, 
Mit einem Bilde und einem Venseicknis der wisaenschaftL Arbeiten Dmdea, 
Gießen, Töpelmann. M. l.iO. 
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Loffikreelmiiiig. 

18. Shsabmak, A. T., Development of symbolic logic; a critical-historical study 
of the logical calculus. London, Williams & Norgate. cloth 5 s. 

Mechanik. 

19. Da&win, Sir G. H., On the figure and stability of a liquid satellite. London, 
Dulau. 4 s. 

20. Hkkrmakn, Gust., Die graphische Theorie der Turbinen xmd Kreiselpumpen. 
Berlin, Simion Nfl. geb. M. 8.— 

21. Heum, Karl, Lehrbuch der Mechanik. I. Teil. Kinematik. (Sammlung Schubert, 
XXXVn.) Leipzig, Göschen. geb. M. 8. — 

22* Lboit, Alfons, Proseminar -Aufgaben aus der Elastizitätstheorie. Wien u. 
Leipzig, Fromme. M. 2.50. 

23. Lbon, Alfons, Spannungen und Formänderungen einer um einen ihrer Durch- 
messer gleichmäßig sich drehenden Kreisscheibe. Wien u. Leipzig, Fromme. 

M. 1.26. 

Physik und Geophysik. 

24. Auerbach, Felix, Die Grundbegriffe der modernen Naturlehre. („Aus Natur 
und Geisteswelt** 40. Bändchen.) 2. Auflage. Leipzig, Teubner. 

M. 1.— ; geb. M. 1.25. 

25. Drude, Paul, Lehrbuch der Optik. 2., erweiterte Auflage. Leipzig, Hirzel. 

M. 12.— ; geb. M. 18.— 

26. Gleichen, Alexander, Leitfaden der praktischen Optik. Leipzig, Hirzel. M. 5.60. 

27. Haase, Geo., Repetitorium der Physik. 2., vermehrte und verbesserte Auflage. 
Freiburg i. B. 1907, Speyer & Kaemer. M. 2.— ; geb. M. 2.60, durchsch. M. 8.— 

28. Jadanza, N., Teorica dei cannocchiali , esposta secondo il metodo di Gauss. 
2 a edizione interamente rifatta. Torino. L. 8.— 

29. Jaoeb, Güst., Theoretische Physik. I. Mechanik und Akustik. 3., verbesserte 
Auflage, Neudruck (Sammlung Göschen Nr. 76.) Leipzig, Göschen, geb. M. — 80. 

80. Keindobff, August, Die Zustandsgieichung der Dämpfe, Fltissigkeiten und 
.Gase. Leipzig, Teubner. M. 2. — 
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Theoretische^ Grundlagen 
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Dp. Otto Fioohoi*, 

ProfiMM» ftn der Uoirf nit&t L«lp.if . 

Jfit 67 in den Text gedra^skten Figuren und 4 Tafeln. 
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Dttrdi Mb« ArUlt«a «ber die Meehanlk €er lebenden KOrper uh eicli der VerfMeer gendtict, 
vntar M»d«r«n nnAchit eUgemelne Untertnchungen Aber die Kinetik ron Oelenkiiretemen mit beliebigen 
FnOMttegnidMi uuntteUen; denn die seUreichen Arbeiten, welebe Aber die Kinetik der bei den Meiobinen 
▼enremdet«! Getriebe TorlHT^Ot konnten der üntermehnng der eUgemelnen n-|^Uedrigen OelenkiTttene 
veritfAttAnnAMg wenig nütMn, de lie eich nur mit einem gane epesieUen Felle» dem der swenglinflgen 
Oeienkayetame beeehätigen. 

Da. TXMt M egende Bneh gibt nun eine »ueemmenfeiwende DersteUung der üntenuohungen dee 
YnfiMtRB ab«r die Kinetik der OelenkiTtteme und lelgt sn einer groSen Kelke ron Anwendungen nnf 
dt. BewegOHge- nnd Oieiebgewiehtexuetiade dee Meniohen, dnB dieeelben die nUgemeine OrundUg« ^^ 
eine Ktit>*"*^ .der lebenden K5ip«r bilden können. Um den Umftog dee Buohee niobt über ein gewiuee 
Xi^ sn TnrgrOlem, iet debei aUee» wm lieh nioht auf die Kinetik, eondem nur auf die Kinematik der 
orgnlMlMn Gelenke nnd Oelenkejreteme beaiebt, außer Betraoht gebUeben. Infolgedeeeen haben e. B. die 
etngtfMBdentMiMnnfllinngen Aber epeiieUe Gelenke dee menechliohen Ktepen, welche ron dem Verfkeeer 
nm tftfl MMh gemtiniam mit W. Braune angeeteUt worden lind, In dem Buch keine Berflekeiehtlgnng 



MflndfeB. dm et. in keinem direkten Zueawmenbang mit den hier mitgeteilten kinetiedien Problemen ttehen. 

Dm Bocfl^ iet in gleicher Wrtee lllr den Mathematiker und Phyiflcer ron Fach beetimmt. Be eoU 
ihnen einen Xinkttok gewthren in d!b Aufgaben, welche die Bewegnngephyeiologie der Mechanik itellt, 
nnd In die Methoden, n*eh denen die letstere dieee Aufgabe an Itoen imetande iei 

SehUeSMoh dflrfle dae Buch auch dae Intereeee der Vertreter der technieehen Mechanik erregen. 
Bto aagntthstan Beispiele werden aeigen, dal die neun Methoden tatettehlieh für die LOeung mancher 
Vrobltmo dir teehalfoben Mechanik Ton einigem Nutien eein können. 
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Über die Enicksicherheit der Stege von Walzwerkprofilen. 

Von A. Sommerfeld in ÄAchen. 

§ 1. Problemstellung. 

Die folgende üntersnchüng nimmt ihren Ausgang von einer 
wichtigen Frage der Bautechnik. Bei der üblichen Verwendung der 
eisernen Trager z. B. der I-Trager kommt es darauf an^ eine gegebene 
Belastung P unter möglichst geringem Aufwand von Material zu tragen. 
Ist die Anordnung im Sinne von Fig. 1 getroffen, so wird der Träger 
auf Biegung beansprucht; für die Stärke der auftretenden Spannungen 
wird daher das Trägheitsmoment cT' des Querschnittes, oder genauer gesagt, 
das sogenannte „Widerstandsmoment'' c7/(A/2) maßgebend. Das Verhältnis 
,, Widerstandsmoment/Querschnitt" kann man als den „Wirkungsgrad" 
des betreffenden Profiles bezeichnen, da der Materialaufwand mit der 
6roße des Querschnittes und die 
Tragfähigkeit mit dem Wider- 
standsmomente proportional 
ist Dieser Wirkungsgrad wird 
nun ersichtlich dann besonders 
günstig, wenn man den Steg des 
Profiles möglichst dünn macht. 

Indessen gibt es hierbei eine bestimmte Grrenze. Ist der Steg zu 
dünn, so wird er bei der zu tragenden Last instabil; er wird seitlich 
aasbiegen, „ausbeulen'', oder wie man im Anschluß an das instabile 
Oleichgewicht eines geraden Stabes sagt, „ausknicken". 

Ersichtlich wird die Enickgefahr nicht nur von der Größe der 
Last P, sondern auch von der Art und Weise abhängen, wie dieselbe 
durch die Reaktionen an den Auflagerstellen des Trägers ins Grleich- 
gewicht gesetzt wird. Die Knickgefahr ist bei gleicher Größe von P 
verhältnismäßig am kleinsten, wenn wie in Fig. 1 die Last in der 
Mitte zwischen den Auflagern angreift, so daß auf jedes Lager P/2 
kommt. Die Knickgefahr wächst in dem Maße, wie sich P dem einen 
Ende nähert; sie wird am größten, wenn wie in Fig. 2 die Last P 
gerade über der gleichen und entgegengesetzten Gegenkraft P steht. 

Z«itiohriA f. Mathematik u. Phyiik. 64. Band. 1906. S.Heft. 8 
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Bei der theoretischen Behandlung wird man diesen ungünstigsten Fall 
zugrunde zu legen haben. Man wird nicht nur den Fall einer in 

einen Punkt konzentrierten Belastung P unter- 
suchen^ der im Experimente kaum realisierbar 
ist, sondern wird etwa eine gleichförmige 
Verteilung der Last über eine Strecke 2 des 
Trägers Toraussetzen. Schreibt man 
P 

so bedeutet p die Belastung für die Längeneinheit des Trägers (Fig. 3). 
Im Interesse der Einfachheit möge dann auch die Länge des Wider- 
lagers l betragen. 

Die Länge des Trägers selbst wird als unendlich vorausgesetzt^ 
d. h. es wird angenommen; daß die Belastung P hinreichend weit von 

den Enden wirkt, so daß diese keinen Einfluß 
auf den Vorgang des Ausknickens nehmen. 
Da allein der Steg ausgebogen wird, so 
kommt es auf die Gestalt und Breite der 
Flansche nicht an. Maßgebend ist viel- 
mehr nur die Höhe h imd die Starke $ des 
Steges. Die Flanschen sind nur insofern 
von Belang, als sie vermöge ihrer Befestigung auf dem Auflager 
oder vermöge ihrer Verbindung mit der drückenden Last P eine 
Richtungsänderung des Steges am oberen und unteren Rande un- 
möglich machen. Der Steg eines 



Fig. 8. 



uinir 



Fig. 4» 



Flg. 4b. 



I-Profiles verhält sich daher bei 
der Ausknickung wie eine an 
den Enden befestigte und ein- 
gespannte Platte (vgl. Fig. 4 a). 
Zum Vergleiche wird man auch 
den Fall eines einfachen Bleches 
ohne Flanschen untersuchen (vgl. 
Fig. 4b). An die Stelle der Ein- 
spannung tritt hier die Bedin- 
gung, daß am oberen und unteren 
Rande keine Drehmomente über- 
tragen werden, d. h. daß die 
Ränder des Steges frei drehbar 
angeordnet sind. 

Die beiden in den Figuren 4 a und 4 b unterschiedenen I^lle 
sind analog zu den beiden Hauptfällen des klassischen Problems der 
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Knickung eines dünnen geraden Stabes: a) Stab an beiden Enden ein- 
gespannt, b) Stab an beiden Enden &ei drehbar. Die Losung dieses 
Problems ist in der bekannten Eulerschen Formel enthalten: 

(1) a) P^^n*lf-, b) P-^r»!^; 

hier bedeutet P die Enicklast, h die Länge, E den Elastizitätsmodul 
des Stabes, J das Trägheitsmoment des Querschnittes für diejenige 
Querschnittsachse, für die es am kleinsten ausfällt. 

Den Tormeln (1) analog müssen offenbar diejenigen Gh'enzformeln 
werden, auf die unser Problem im Falle Z == oo zurückführt. Li 
diesem Grenzfalle wird nämlich der Steg in seiner ganzen Erstreckung 
gleichmäßig an der Ausknickung teilnehmen; er wird sich also wie ein 
gewöhnlicher Stab von rechteckigem Querschnitt verhalten, wobei die 
eine Seite des Rechtecks gleich Sj die andere gleich 2 » oo zu setzen 
ist. Das Trägheitsmoment dieses Querschnitts wird 

zugleich wird auch die gesamte Enicklast P gleich oo, während die 
„spezifische Enicklast^' p « Pß und das Trägheitsmoment J^ — Jß für 
die Breite 1 endlich bleibt. Die „spezifische Knicklast'' p wird nun 
durch die zu (1) analogen Formeln^) 

(2) ^) P-iZiJ^-W^ ^) ^-r^:V^V 

gegeben, unter /t das Poissonsche Verhältnis der Querkontraktion zur 
Längsdehnung verstanden. 

Die Lösung des Problems für den allgemeinen Fall eines endlichen 
/ oder für den anderen Grenzfall 2 = soll im Folgenden abgeleitet 
werden, wobei wir auch die Formeln (2) wiederfinden werden. Daß 
diese Lösung bisher unbekannt war, ergibt sich z. B. aus dem Um- 
stände, daß eine zur Ausarbeitung neuer Normalprofile eingesetzte 
Sachverständigen-Kommission, welche Versuche über die zulässige Ver- 
geh wächung der Stege von I-Trägem anstellen ließ, zur Berechnung 
dieser Versuche sich der Eulerschen Formel (Ib) bediente.*) Die 
Ausknickungsfigur wurde in dem fraglichen Kommissionsberichte nach 
Art von Fig. 5 schematisiert, und es wurde angenommen, daß die 

1) Ygl. Love, Treatise on the Mathematical Theory of Elasticity, Vol. 11, 
I 381. 

2) Zeitschr. d. Vereins deutscher Ingenieure 1906, S. 1487, vgl. speziell 
S. 1496 und 1497. 

8* 
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Fig. 6. 




Enicklast ftlr unser Problem dieselbe sei, wie ftir einen Stab von 
der Breite l + hj der sich über seine ganze Breite gleichmäßig aas- 
biegt. Daß die Wahl der Breite l + h auf Willkür beruht, hegt 

auf der Hand; auch ist die Ausknickungs- 
figur in Wirklichkeit sowie nach unserer 
Theorie keineswegs scharf rhombisch 
begrenzt, lauft vielmehr asymptotisch 
und stetig nach den Seiten aus. End- 
lich ist nicht einzusehen, weshalb bei 
Versuchen mit I-Tragern die Formel b) 
(freie Drehbarkeit am oberen und unteren 
Ende) und nicht die Formel a) (Einspannung) in Frage kommen soll. 
Wir kehren zu solchen Versuchen und ihrer Deutung im § 7 zurück. 
Wollen wir unser Problem in Strenge behandeln, so müssen wir 
zunächst die Gesetze angeben — DiflFerentialgleichungen und Rand- 
bedingungen — , welche die geometrische Gestalt der möglichen Aus- 
biegungen beherrschen. Daß es sich hier nicht um irgend welche 
zufällige Formen, sondern um streng gesetzmäßige Erscheinungen 
handelt, zeigen auch die Versuche aufs deutlichste. 

Die Differentialgleichung des Problems ist bereits bei Love^) ab- 
geleitet; integriert wird sie dort aber nur für den verhältnismäßig 

trivialen Fall eines Recht- 
ecks, dessen beide Seiten- 
paare nach ihrer ganzen 
Länge je von einem 
konstanten Drucke be- 
ansprucht werden. 

Die Mittelfläche des 
ursprünglich ebenen 
Bleches sei die xy- Ebene. 
Die a:- Achse falle mit 
der unteren Kante des 
Bleches zusammen; die 
obere Kante sei y = A. u sei die Ausbiegung senkrecht zur a;y-Ebene. 
Wir unterscheiden drei Gebiete (vgl. Fig. 6) nämlich 

i.x>l, n.\x\<l, m.x<-l- 

In I. und ni. gilt die gewöhnliche Differentialgleichung für die 
unendlich kleinen Biegungen der Platten 

dl 



Fig. 6. 
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yh 



iii 



yo 



L JJu^O, ^ = pV. + ... 






1) 1. c. Vol. U, § 380 Gl. (26). 
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In 11. ist die Gleichung deshalb abzuändern, weil hier außer den die 
Biegung begleitenden Spannungen noch ein durch die spezifische Be- 
lastung p hervorgerufener, von Anfang an vorhandener Druck nach der 
y-Richtung wirkt. Dieser Druck bedingt das letzte Glied in der 
Differentialgleichung 

Während nämlich bei der Ableitung der Gl. L Glieder vom zweiten 
Grade in u oder den Ableitungen von u vernachlässigt werden („un- 
endlich kleine Verbiegungen"), ist das Produktglied pip^'UJdy^ welches 
den von u unabhängigen Druck p enthält, nicht zu vernachlässigen. 
C bedeutet den sogenannten „Plattenmodul" (cylindrical rigidity bei L o ve) : 



1 Es* __ EJ^ 



(3) ^ = 1^-7«^ = 1^ 



1*^ 



wo wie oben E den Elastizitätsmodul, s die Stärke der Platte, fi die 
Poissonsche Zahl und J^ das Trägheitsmoment eines Schnittes 
y = const. von der Breite 1 um die Mittelachse MM (Fig. 7) bedeutet. 

Fig. 7. 

M_ +]„_.» 



i2m2ii 



W^ ^ 



Hierzu kommen die folgenden Nebenbedingungen: Im Unendlichen 
verschwindet u und du/ ex (solange wenigstens, als die Belastungs- 
fläche l endlich ist): 

(4) w = ?** = für a;-±oo. 

Die Ausbiegung ist eine gerade Funktion von x im Gebiete 11, und sie 
ist in den Gebieten I und III durch Ausdrücke gegeben, die sich nur 
durch das Vorzeichen von x unterscheiden; allgemein gilt: 

(5) u{+x)^ u (- x). 
Insbesondere haben wir 

(6) ll - . . . für aj == 0. 

An den Rändern y =» und y = ä gelten die folgenden Bedingungen: 
im Falle der Einspannung 

(7a) ti = |~ = •.. für y - und y = A, 
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bei drehbarer Befestigung der oberen und unteren Kante, 

(7b) w « 1^. « . . • für y = und y = Ä. 

Es ist nämlicb das Drehmoment der Biegungsspannungen für einen 
Schnitt y = const. allgemein gegeben durch ^) 

W cg-^ + .g), 

da dieses Moment im Falle b) verschwinden soll und da u an den 
Rändern für jedes x^ mithin auch c^ulca^ verschwindet, so folgt in 
der Tat als zweite Bedingung d^u/dy^ far y == und y ^h. 

Schließlich gelten ftlr die Stellen x ^ ±1/2 (Übergang zwischen 
II und I und zwischen U und III) gewisse Stetigkeitsbedingungen. 
Es müssen nämlich nicht nur die Ausbiegungen u und die Tangential- 
ebenen an die Ausbiegungsfläche stetig verlaufen, sondern es müssen 
auch die durch die Schnittflächen x = ±1/2 übertragenen Momente 
und Spannungen sich stetig aneinander anschließen. Die Momente 
sind, wie in (8), als Kombination der zweiten Differentialquotienten 
gegeben, die Spann ui^en selbst werden durch die dritten Differential* 
quotienten^) von u daigesteUt. Zusammenfassend haben wir also: 

(9) "' dx' 3i*' äi» '*®*'8 . . . für aj = ± 2 • 

Das eigentliche Ziel unserer Untersuchung besteht indessen nicht 
in der Ermittelung der Ausbiegungsfläche w = w(a:, y), sondern in der 
Berechnung derjenigen Werte von P, unter deren Wirkung die fragliche 
Ausbiegung möglich wird, wozu die Kenntnis der Gestalt der Fläche u 
nur die notwendige Vorbereitung bildet. 

Daß in der Tat jene Ausbiegung nur bei besonderen Werten 
von P möglich ist, lehrt die folgende Überlegung. Durch die voran- 
gehenden Differentialgleichungen, Rand- und Stetigkeitsbedingungen 
wird die Funktion u im allgemeinen eindeutig bestimmt sein. Es gibt 
aber eine triviale Lösung, nämlich u » 0, welche allen Bedingungen 
des Problems genügt. Wir schließen daraus, daß das Blech im all- 
gemeinen seine ebene Form beibehält. Ausnahmen treten nur für 
besondere „kritische Werte" oder „Eigenwerte" der in dem Problem 
vorkommenden Parameter ein. Dabei können wir den variabeln Para- 
meter, auf dessen Werte es ankommt, in mannigfacher Weise aussuchen. 

1) Love 1. c. § 880, Gl. (20). 

2) Love, 1. c. § 380 Gl. (22). Es handelt sich insbesondere um die bei 
Love mit 7\ bezeichneten Spannungsresultanten. 



.^ 
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Wir können z. B., indem wir die Abmessungen des Bleches oder sein 
Material als verfügbar ansehen^ h oder s oder E zu diesem Parameter 
wählen. Am naturgemäßesten ist es aber^ das Blech als gegeben und 
die Last P als variabelen Parameter anzusehen. Die ^^igenwerte^' dieses 
Parameters nennen wir die „Knicklasten^^ 

Es wird sich zeigen, daß diese Enicklasten in unendlicher Anzahl 
vorhanden sind. Jede dieser unendlich vielen Enicklasten wird — in 
dem bisher betrachteten Falle — je durch eine transzendente Gleichung 
graben. Namentlich werden wir uns für die niedrigste Enicklast 
interessieren, weil diese allein praktisches Interesse besitzt. Bei end- 
lichem l werden die Bedingungen (9) nicht nur zur Bestimmung der 
in u verfügbaren Konstanten^ sondern zugleich zur Aufstellung der 
transzendenten Gleichung für P dienen. 

In dem GrenzfaUe Z » (punktförmig zentrierte Last) kommen 
dag^en die Bedingungen (9) in Fortfall^ und es gilt überall für o; > 
und für x < die einfache Differentialgleichung I) ^^u ^ 0. Die 
Differentialgleichung U) dient in diesem Falle lediglich zur Bestimmung 
von P, und zwar in folgender Weise: Man integriere die Gleichung U) 
gliedweise nach x von — 1/2 bis + 1/2, wobei man die Integration in 
den beiden ersten Termen von ^^u ausfiüire, unter Berücksichtigung 
des XTmstandes, daß u eine gerade^ also cu/dx und c^u/da^ ungerade 
Funktionen von x sind. Man erhalt: 

-l/i -l/i 

In der Grenze für 2 » verschwindet das zweite und dritte Glied, das 
zweite wegen der in Gültigkeit bleibenden Bedingung (6), das dritte, 
weil c^u/dif^ ebenso wie u in der Umgebung von o? = endlich ist, 
auch bei verschwindendem l. Da das Entsprechende von d^u/dy^ gilt, 
so laßt sich das letzte Glied von (10) wie folgt schreiben: 

Läßt man auch im ersten Gliede von (10) 2 = werden, so hat man 
schließlich die Bedingung: 

W ?g + 2g|-0...ftx.-0. 

Bei dem in Rode stehenden GrenzfaU ! » stellt sich das Problem 
daher folgendermaßen: In dem durch die Geraden o; » 0, y » und 
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y ^h begrenzten unendlichen Streifen (vgl. Fig. 8) ist die Differential- 
gleichung I. zu integrieren mit den Randbedingungen (7 a) oder (7 b) 

längs y = und ^ = A 
und mit den Randbedin- 
gungen (6) und (13) längs 
x = 0. Es wird sich zeigen^ 
daB die Gesamtheit dieser 
Bedingungen nicht nur zur 
Bestimmung von u aus- 
reicht (abgesehen von einer 
willkürlichen Eonstanten) 
sondern auch zur Bestim- 
mung der Knicklast P. 
Wir sehen uns damit vor eine höchst eigenartige Randwertaufgabe 
gestellt; wie sie bisher in der mathematischen Physik noch nicht auf- 
getreten ist. 

§ 2. Die Last ist in einen Punkt konzentriert, die Ränder sind 

drehbar befestigt. 

In diesem einfachsten Falle wird die Lösung äußerst elementar. 
Die Bedingungen des Problems sind folgende (s. GL L, (7 b), (6) mid 
(12) des vorigen §): 

1) Für X > 0, < y < Ä . . . z/z/w - 0, 



2) für y = und y = h 






3) für :r»0...^ = 0, ^-^p^^ + 2p,^0, 



du ^ 
' u = ^- = 0. 

ex 



4) für a? = cx) 
Den Bedingungen 2) genügen wir u. a. durch den Ansatz 

Aus der Differentialgleichung (1) ergibt sich für f(x) die folgende Be- 
stimmungsgleichung: 

(5) ^(^)_2^rw+i;/-(x)=o. 

Setzt man f in der Form an: 
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SO sieht man, daß l^ ± sc/h eine Doppelwnrzel der zu (5) gehörigen 
charakteristischen Gleichung wird und daß die allgemeine Lösung von 
(5) geschrieben werden kann: 

nx jtx 

f{x) = {A + Bx)e' "*" + (C + Dx)e^~'' • 
Wegen der Bedingung 4) maß 

and wegen der ersten der Bedingungen 3) 



nr 



werden. Wir erhalten somit 

(6) « = ^8in7(l + f)«- 

Es bleibt noch die zweite Bedingung 3) zu erfüllen. Diese lautet 
wenn wir (6) benutzen: 

(7) ^^^»(_.;|+'^-).o. 

Granz so wie bei dem Eul ersehen Fall der Elnickung eines dünnen 
Stabes schließen wir auf zwei Möglichkeiten: Entweder und im all- 
gemeinen muß ^ == sein, d. h. unser Blech bleibt eben und wird 
durch die Belastung P in keiner Weise verbogen. Oder die Klammer 
in dem Ausdruck (17) rersch windet, d. h. wir haben 

(8) P- -h "i-ph '^ 

in diesem besonderen Falle braucht Ä nicht zu verschwinden, wird 
vielmehr unbestimmt. Das Blech befindet sich in jedem der durch (6) 
dargestellten Yerbiegungszustande unter dem Einfluß der Last (8) im 
Gleichgewicht. Natürlich ist auch jetzt der Fall -4 = (Ebenbleiben 
des Bleches) nicht ausgeschlossen; er stellt einen Gleichgewichtszustand, 
aber einen instabilen dar; die geringste Erschütterung würde genügen, 
tun das unter der kritischen Belastung (8) zufällig noch eben gebliebene 
Blech plötzlich in eine ausgebogene Form überzuführen. 

Indem wir uns die Belastung P allmählich wachsend vorstellen, 
schildern wir die Vorgänge im Blech wie folgt: Das Blech ist ursprüng- 
lich völlig eben und bleibt es zunächst, wenn wir eine genau in der 
Mittelebene des Bleches wirkende Drucklast P aufbringen. Mit wachsendem 
P wird allerdings der Stabilitätsgrad des Bleches heruntergesetzt. Man 
erkennt dieses aber nicht an irgend einer Ausbiegung, sondern nur 
etwa an der Höhe des Tones, den das Blech, mit einem Hämmerchexi 
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angeschlagen, abgibt und der mit zunehmendem P tiefer werden moB. 
Die StabililÄt ist erschöpft, wenn P den Wert (8) erreicht, die (bene 
Form ist instabil, das Blech beult aus. 

Es wäre natürlich widersinnig aus (7) zu schließen, daß das Blech 
nach Überschreitung der Knicklast (8) wieder gerade werden müßte. 
Vielmehr wird eine Steigerung der Belastung, nachdem das Blech bei 
dem Werte (8) bereits ausgebogen ist, zu einer Vermehrung der Aus- 
biegung führen; die Belastung P findet ja jetzt bereits sozusagen einen 
Hebelarm vor, an dem sie wirkt. Dabei wäre zu bemerken, daß die 
weitere Verbiegung nicht mehr durch die Gleichung (1) geregelt wird^ 
die nur für die unendlich kleinen Verbiegungen einer ursprünglich 
ebenen Platte gilt, sondern durch eine entsprechende Gleichung f&r die 
Verbiegungen einer bereits gekrümmten Platte. Man kann auch be- 
merken, daß selbst bei festgehaltener Größe der Knicklast (8) die in 
(6) berechnete Gestalt des verbogenen Bleches nur für ein hinreichend 
kleines Äy d. h. für hinreichend geringe Abweichungen von der ur- 
sprünglich ebenen Gestalt strenge zutreffend sein wird, weil ja bei ihrer 
Ableitung die Differentialgleichung (1) zugrunde gelegt wurde. Die 
Gültigkeit unserer Knickformel (8) wird aber durch diese Bemerkung 
keineswegs eingeschranki 

Will man die Knickgrenze (8) überschreiten, so müßte man dafür 
Sorge tragen, daß die Verbiegung (6) nicht zustande kommen kann. Dies 
würde am besten dadurch geschehen, daß man in der Mitte des Bleches 
(z. B. bei o; » 0, y ^ h/2) eine lose Führung anbrächte. Theoretisch 
würde bereits ein verschwindend kleiner Zwang genügen — durch eiae 
verschwindend kleine, senkrecht gegen die Ebene des Bleches wirkende 
Kraft dargestellt, die der Ausbiegungs-Tendenz u entgegengerichtet ist. 
In der Tat wird die Arbeit verschwindend klein, die zur Stabilierung 
eines an sich instabilen Gleichgewichtes theoretisch erforderlich ist. 
Unter dem Einfluß einer derartigen Vorkehrung wird man die Kraft 
P über die Grenze (8) hinaus steigern können, ohne daß das Blech 
aus seiner Ebene heraustritt. Man wird dann aber finden, daß bei der 
doppelten Größe von P, nämlich 

p_SnC 
^~ Ä 

abermals Instabilität eintritt. 

In der Tat leiten wir auf demselben Wege, der zu Gleichung (8) 
führte, unendlich viele weitere Knicklasten höherer Ordnung ab. Machen 
wir nämlich den allgemeinen Ansatz 

tt^sin'^^^/^Ca?), 
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80 haben wir f^{x) der Gleichung 

f^ (a;) - 2 i^)'r {X) + i^^)"f{x) - 

ZU unterwerfen; ihre im Unendlichen verschwindende Lösung, welche 
zugleich einen verschwindenden Wert von dujdx für a; =» ergibt, 
lautet 

wo Ä^ willkürlich. Statt (6) erhalten wir daher allgemeiner: 
(9) „_^8m-j^(l + ^. 



e 



mtix 



Die zweite der Bedingungen (3) liefert daher die folgende Serie von 
Knicklasten: 

(10) P„ = *-7?...m = l,2,3,... 

Wenn wir wie oben vorgeschlagen, die Mitte des Bleches festhalten, 
kann die Enicklast erster Ordnung nicht zur Geltung kommen, wohl 
aber diejenige zweiter Ordnung, bei der die zugehörige Ausbiegung 
(Gleichung 9) ohnehin in der Mitte eine „Knotenlinie'' aufweist. Die 
Knicklast dritter Ordnung würde man zur Beobachtimg bringen, wenn 
man das Blech z. B. in Yg seiner Höhe festhielte, wodurch die Aus- 
biegungen erster und ^weiter Ordnung, nicht aber diejenige dritter 
Ordnung behindert würde, welch' letztere in 7, und 7, der Höhe ihre 
natürlichen Knotenlinien besitzt. So kann man fortfahren, um eine be- 
liebige Knicklast P^ zu realisieren. 

Es entspricht der Einfachheit unseres Problemes, insbesondere der 
Einfachheit der Grenzbedingungen 2), daß die Knicklasten hier eine har- 
monische Reihe bilden. 

In Fig. 9 haben 
wir diejenige Form des 
verbogenen Bleches dar- 
gestellt, welche der 
niedrigsten Knicklast \ _^^- ffi?S^?^^f^ V ^IX 

P = AxC/h entspricht, 

indem wir die aufeinanderfolgenden Schnitte parallel der y- Achse (Sinus - 
linien) verzeichneten, und zwar für a; > 0. Die zu a; = gehörige 
Amplitude der Sinuslinie stellt den willkürlich bleibenden Koeffizienten 
A dar. Für rc < hat man sich die Figur symmetrisch wiederholt zu 
denken. Vergleicht man diese Fig. mit der photographischen Au&ahme, 
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Fig. 14^ eines ähnlichen Belastungsfalles, so erkennt man denÜich den 
gleichen allgemeinen Verlauf der Ansbiegungsfiäche. 

Noch möge eine Bemerkung Platz finden, die ebensowohl auf die 
Knickung des geraden Stabes wie auf diejenige unserers ebenen Bleches 
Bezug hat. In der Theorie setzt man eine Last voraus, die getmu 
zentrisch ist (nach der Stabachse bez. nach der Mittelebene des Bleches); 
man findet dann, daß die gerade bez. ebene Gestalt erhalten bleibt bis 
an die Knickgrenze heran, wo sich eine plötzliche und der Größe m^h 
unbestimmte Ausbiegung einstellt. In Wirklichkeit ist die Bedingung 
genauer Zentrierung natürlich nie erf&Ut; die Last findet von Anfang 
an einen gewissen kleinen Hebelarm vor und bewirkt daher auch schon 
unterhalb der Knickgrenze eine gewisse Ausbiegung. Diese Ausbiegung 
ist aber bei geringer Exzentrizität des Lastangri£Fes zunächst sehr klein, 
vielleicht nicht wahrnehmbar und wächst erst dann merklich an, wenn 
sich die Gh-öBe der Belastung ihrem kritischen Wert, der Knicklast, 
nähert. Für die Ejiickgrenze selbst wird die Ausbiegung von diesem 
Standpunkte aus unendlich groß, was natürlich cum grano salis zu ver- 
stehen ist, da sich die Aussagen der Theorie nur auf unendlich kleine 
Ausbiegungen beziehen. 

Fig. 10 ist der Theorie des auf Knickung beanspruchten geraden 
Stabes entnommen, kann aber ebenso gut zur Erläuterung der Ver- 
hältnisse bei der Ausknickung eines ebenen 
P>8 10- Bleches dienen. Nach der Abszissenachse 

sind die Belastungen, nach der Ordinatenachse 
die Ausbiegungen aufgetragen, e bedeutet 
die ursprüngliche Exzentrizität des Kraft- 
angriffes; bei der Kurve 1 ist dieselbe halb 
so groß wie bei 0, bei 2 halb so groß wie 
bei 1, bei 3 halb so groß wie bei 2 imd 
bei 4 gleich Null vorausgesetzt. In dem- 
selben Verhältnis wie die ursprünglichen 
Exzentrizitäten stehen bei den Kurven 0, 1, 2, 3, . . . auch die durch 
jedes P hervorgerufenen Ausbiegungen. Man sieht nun aus der Figur 
deutlich, wie die plötzliche und unbestimmte Ausknickung bei genau 
zentrischem Druck, in der Figur durch den rechteckigen Linienzug 4 
dargestellt, stetig aus den allmählichen Ausbiegungs-Diagrammen (*, 1; 
2, 3, hervorgeht, wenn man die Exzentrizität e stetig abnehmen läßt. 
Denselben Einfluß wie der hier vorausgesetzte Hebelarm e würde 
eine ursprüngliche Krummheit des Stabes (oder Bleches) oder eine ge- 
wisse schiefe Richtung der Kraft, überhaupt jeder Umstand haben, der 
von Anfang an die Wirkung eines Biegungsmomentes mit sich bringt. 
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während dieses Biegungsmoment bei unserer bisherigen Behandlung 
erst durch die Ausknickung selbst erzeugt werden mußte. 

Man kann sich schließlich leicht überzeugen, daß die gefundene 
Reihe der P ToUstandig ist. 

Wir gehen davon aus, daß es nur eine mit ihren Ableitungen 
stetige Lösung von ^^u ^ gibt, die auf der Begrenzung eines 
Gebietes vorgeschriebene Werte teils von u und du/dn teils von u 
und jdu annimmt, wofür wir den Beweis sogleich nachtragen werden. 
Das fragliche Gebiet sei der Parallelstreifen Fig. 8 mit den Rändern 
y = 0, y = Ä, a: = 0, a? = c». Als Randwerte schreiben wir vor: 

für y = und y =» ä ... w = 0, ^u =» , 
„ a5=-0...u = J(y), IJ-O, 

du rv 

Die Bedingung ^w = längs y == und y = /* ist (wegen m = 0) er- 
sichtlich identisch mit unserer bisherigen Bedingung o^u/dy^ = 0. Die 
Funktion F(if) denken wir uns nach Fourier zwischen y = und 
y = A entwickelt: 

Fiy) = Asm"/ + ^sin^ + • • • 
Dann lautet die Lösung unseres Problems: 

(11) «-2'""«" «»-^»."n^(i+'^)«' 



mnx 

h 



Diese Lösung ist, wie wir vorausschickten, eindeutig bestimmt. 
Wir schließen daraus: Wenn wir die Bedingung m = JP'(y) für a; = 
aufheben, so wird die allgemeinste Lösung, welche den übrigen Be- 
dingungen genügt, immer noch durch die Reihe (11) gegeben, wobei 
aber jetzt die A^ als willkürliche Konstante zu betrachten sind. In 
dieser Fonn muß also auch die Lösung desjenigen Problemes enthalten 
sein, welches wir am Anfange dieses § stellten, desjenigen Problemes 
also, bei welchem f ür a: = statt der Randbedingung m = F(y) die 
folgende vorgeschrieben war: 

(12) ^fU2|^-0. 

Auf die Reihe (11) gliedweise angewandt liefert dieselbe: 

2'4.»ta=F(-?(l?)*+4(=)').o, 
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oder, da jeder Eoefifizient der Fourierschen Reihe yerschwinden muß: 



^(; 



^ *"**) = . . . m - 1, 2, 3, . 



KC h I 

Wenn also überhaupt eine Ansbiegung u eintreten soll, so mnß P einen 
der Werte (10) haben, und es müssen gleichzeitig alle Eoeffizienteo 
Ä^ bis auf einen yerschwinden. 

Beim Beweise des soeben benutzten Hilfssatzes gehe man aas von 
der Greenschen Gleichung 

(13) fiujv- rjü)d6 -/(tr|?- r'^ds, 

WO sich das Integral links über das Innere, das Integral rechts über 
den Rand des Gebietes erstreckt. 

Unter der Annahme, daß es zwei Losungen u^, u^ der Differential- 
gleichung J^u =» bei den vorgeschriebenen Randbedingungen gebe, 
setzen wir £r«u,-fi,, V^^U. 

Dann wird die rechte Seite von (13) gleich Null, weil am Rande teils 
ü'=0 und dü/cn=^0 teils J7=0 und V^JÜ^O vorgeschrieben 
ist. Da femer nach Voraussetzung ^^U^O ist, so folgt aus (13): 



/(- 



Dies ist aber nur möglich, wenn überall in unserem Gebiete JU^^O 
ist. Aus dem Zusammenbestehen dieser Gleichung und der Rand- 
bedingung U^O ergiebt sich aber weiter, daß U überall gleich Null 
oder daß u^ gleich u^ sein muß. Der fri^liche Eindeutigkeitsbeweis 
ist somit erbracht. 

Bemerken wir noch, daß die unendliche Ausdehnung des Gebietes^ 
die im allgemeinen Schwierigkeiten machen kann, im Falle unseres 
Streifens die Stichhaltigkeit des Beweises nicht beeinträchtigt 

§3. 

Die Last Ist In einen Punkt konzentriert, die R&nder sind eingespannt 

Nach den Ausführungen des § 1 (Gleichung (I), (7 a), (6) und 
(12) haben wir jetzt das folgende, wesentlich erschwerte Problem: 

1) Für a; > 0, < y < A . . . JJu - 0, 



2) 


„ y-0, midy-Ä...H-|J-0, 


3) 




4) 


du ^ 
„ a;-oo...«-^-0. 
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Wir gehen von einer Reihe von Funktionen 

mnx 

(5) r,-coB=^^(l + ?!^^r^... m>0, «„-0 

ans, welche der Lösung (6) und (9) des Torigen § nachgebildet sind, 
m bedeutet eine der Zahlen 1; 2, 3^ ... Für m » würde sich zu- 
nächst «0 » 1 ergeben, was jedoch der Bedingung (4) widersprechen 
würde. Daher ist die besondere Festsetzung v^^O getroffen. Sämt- 
liche 17 genügen unseren Bedingungen 1) und 4) vollständig , den Be- 
dingungen 2) und 3) aber nur teilweise. Wir ergänzen^) diese Reihe 
zunächst durch eine zweite Reihe Yon Funktionen: 

(6) F^ = cosAa;/-(y). 

W^en der Bedingung 1) muß f{y) der folgenden Differentialgleichung 
unterworfen werden: 

(7) /^(y)-2XY'(y) + AY(y)-0, 
deren allgemeine Lösung wir schreiben können: 

f{y) ^{A + By)^vxky + (C + Dy)^o\ky, 

unter @in und Sof den hyperbolischen Sinus und Cosinus verstanden. 
Wir paaien diese Funktion demjenigen Teil der Bedingungen 2) an, 
denen auch v^ bereits genügt, nämlich 

(8) /'(0)-r(A)»0, 

sowie der weiteren Forderung, deren Zweckmäßigkeit sich alsbald er- 
geben wird: 

(9) /•(0)-(-l)»/-(A). 

Durch diese drei Forderungen (8) und (9) lassen sich z. B. die drei 
Konstanten JB, C und D bestimmen bez. durch die vierte A ausdrücken. 
Nachdem dieses geschehen, nimmt f{jf) die Form an: 

(10) /^(y)»^{@inA(y-Ä)-Ay6ofA(y-Ä)--(-l)-(©inAy-->l(y-A)eofAy)}- 

Diese Bedeutung von /*(y) denken wir uns in (6) eingetragen. 
Indem wir weiterhin A als Funktion des Parameters A und eines 



1) Ich wurde auf diesen Kunstgriff geführt durch die Lektüre einer Arbeit 
▼on Mathieu; J. Ecole Folytechnique, t. 29 1880, wo die Gleichung J/iu^Q 
fiir das Innere eines Rechtecks integriert wird. Im übrigen sind unsere Rechnungen 
▼OD den recht unübersichtlichen Mathieu sehen Reihen wesentlich verschieden. 
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zweiten Parameters a aufEassen, gehen wir zu einer Serie neuer Hilfs- 
größen über: 

(11) TJ^^Cdi. fdttA{k, a) cos Aa;{(gin A(y - /i) }. 

Nanmehr betrachten wir die Samme «„ = »„+ ü^- 

Dieselbe genügt bei beliebiger Wahl der noch verfi^baren Funktion 
A (k, a) der Differentialgleichung ^^u„ *- 0, femer den Bedingungen: 

^^" = für y - und y - A, 

dx '' 

Es gelingt aber durch geeignete Wahl von A (ky a) leicht^ sie auch 
den weiteren Bedingungen 

w^ =» für y = und y « A 

zu unterwerfen. Bemerken wir zunächst, daß, wenn diese Bedingimg 
für y = erfüllt ist, sie von selbst auch für y « ä befriedigt ist. Denn 
wir haben vermöge (5) und (9) 

(12) f„(0) = (-l)"t;„(A), f7„(0) = (-l)'»ü-„(A). 
Es ist also nur noch zu bewirken, daß für y = gelte: 

«„ = 0, d.h. r,„ U^ 

oder, ausführlicher geschrieben: 

mnx 00 X) 

(13) (l + ?LJ^)6> * ^ CdX CdaA{k,a)(iOBkx{ßxnXh + {-lyxh). 



Nach dem Fouri ersehen Theorem gilt aber für eine beliebige Funktion 
f{x) bei positivem x: 

f{x) = I dX I da cos Xx cos Xaf(a) . 



"Wählen wir also 

so ist Gleichung (13) befriedigt. Zugleich nimmt U^ die folgende 
Form an (s. Gleichung (11)): 

(14) ü.-iju co,,.Ljgifc^^j-,.^,.(i+-..)r ■* . 



in na 
h 
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Nunmehr genügt die Summe w^ = v„ + TJ^ nicht nur unserer 
Differentialgleichung 1) und der ersten Bedingung 3) sondern auch 
beiden Bedingungen 2). Für w — haben wir entsprechend Vq «= 
(vgL Gleichung (5)) auch A (X, «) = und Z7o « zu setzen. 

Indem wir die zweite Bedingung 3) zurückstellen, zeigen wir zu- 
nächst, daß U^ auch der Bedingung 4) genügt. Zu dem Zwecke können 
wir in (14) das Integral nach a ausrechnen. Es ergibt sich leicht: 

oc tnjta 

da cos Xa(l+ -^ ) e = ^^ + ^,i,^„^y 



also 



OD 

(15) U^^^^JdXcof^kx 






Wenn x sehr grofi ist, wird cosA:r eine schnell oszillierende Funktion, 
während der mit cos kx multiplizierte Faktor eine stetige Funktion 
von X ist, die für k ^ oo stark verschwindet. Unser Ausdruck (15) 
verschwindet also für große Werte von a;.aus demselben Grunde, wie 
die Koeffizienten einer Fourierschen Reihe von hohem Stellenzeiger. 
Derselbe Schluß läßt sich auf einen beliebigen Differentialquotienten 
von JJ^ nach x anwenden. Da auch v^ samt seinen sämtlichen Ab- 
leitungen für a; = oo verschwindet (s. Gleichung (5)), so genügt w„ in 
der Tat unserer Bedingung 4). 

Im Anschluß an Gleichung (15) überzeugt man sich nachträglich 
leicht, daß unser Integral einen endlichen Sinn hat, daß nämlich der 
Integrand für A = endlich bleibt und für A = oo mit Rücksicht 
auf die Bedingung < y < % wie eine Exponentialfunktion mit nega- 
tivem Exponenten verschwindet. 

Nunmehr setzen wir unsere Funktionen u^ zu der folgenden Reihe 

zusammen 

(16) u = Ä^Uy^ + A^u^ + ^Uj -h • • • 

und behaupten, daß wir durch diese auch der zweiten Bedingung 3) 
genügen können, wenn wir nur die Koeffizienten A und die Knick- 
last P passend wählen. Nachdem dieses geschehen ist, stellt (16) die 
Losung unseres Problemes dar. 

Unsere weitere Aufgabe wird dadurch erschwert, daß — im 
Gegensatz zu dem vorigen § — die Bestimmung der Knicklasten 
P und der Koeffizienten A untrennbar mit einander verbunden ist, 
so daß wir auf Gleichungen für unendlich viele Unbekannte geführt 
werden. 

Ztitiehrifl C Hathtmaiik a. Physik. 64. Band. 1906. 2. Heft. 9 
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Wir ersetzen in unserer zweiten Gleichung (3), d. h. in der Be- 
dingung: 

u durch die Reihe (16), tragen die Werte von v^ für a: — ein und 
berücksichtigen, daß nach (15) 

l'^;* = för a: - 
wird. So ergibt sich aus (17): 

(18) 2Mv-c + -h~){ir) "^^-h + c-Ty^ )• 

f*s=l 

Nunmehr wird es erforderlich, die Größe U^ für a:: «=» in eine 
Fouriersche Reihe zu entwickeln von der Form: 

(19) U^ = a^o + «ml cos^^^ + a^, cos-^ + . . •. 

Als Vorbereitung berechnen wir die Entwickelungen der in U^ 
vorkommenden Funktion von y: 

(20) @inX(y~Ä)-Xy6ofA(y^Ä) = 6o + *iC08^ + ^co8^^+"- 
Man findet leicht 



Vertauschen wir in (20) y mit ä — y, so entsteht: 
(20') @inAy-X(y-/OeofAy = -fto + ftiCos-^^-6,cos^ 
Demnach wird der Zähler in (15), wenn m ungerade ist: 

2( 
wenn aber m gerade: 



2(&,co87+^co8ip + •••), 



2{b, + 6, co8^ + 6, cos ip? + • • .). 

Die Koeffizienten a^„ in (19) lassen sich jetzt direkt angeben. 
Aus dem Vorstehenden folgt, daß bei ungeradem m nur die a^^ mit 
ungeradem n und daß bei geradem m nur diejenigen mit geradem n 
von NuU verschieden sind. Und zwar wird 

m und n ungerade 

OD 

^^^; ^mn— n^mn'J Siii^-^ (1 + (ft/m«)«)«(l + (^/n«)«)« 
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m und n gerade 



AUe diese a^^ sind, wie man sieht, reine Zahlen yon negativem 
Vorzeichen. Zwischen a^^ und a^^ besteht die Beziehung: 

(22") ««.«»^a«™»»»- 

Wir können jetzt GL (18) als gewöhnliche trigonometrische Reihe 
schreiben. Wir sammeln zunächst diejenigen Olieder, welche mit 

multipliziert sind. Diese lauten: 

(23) ^ (_ ^ + 1«) - ^(^^0,, + A,a,, + A,a,, + -. ■). 

Sodann sondern wir diejenigen Glieder aus, welche mit 






(t) ^^« 



multipliziert sind. Sie werden: 

(23') A,{-^+^) - ^iA,a„ + Ä^a^ + A^a^ + ■■•). 

Die Glieder, welche 

(h) ''««-/r 

zum Faktor haben, heißen: 

(23") ^s(--S+ -l") - ?(^i«i3 + A,a^ + A,a,, + • • •) 

und so fort. Ein yon y unabhängiges konstantes Glied tritt in (18) 
nicht auf, da einerseits Vq » und andrerseits die konstanten Glieder 
a^^ der TJ^ bei der Differentiation nach y fortfallen. Alle diese Aus- 
drücke (23) müssen aber verschwinden, da die Reihe (18) für alle 
Werte von y zwischen und h identisch Null sein soll. Wir erhalten 
also unendlich viele Gleichungen für die unbekannte P/C und die 
Verhältnisse Ä^i A^i Ä^i^-y A^: Ä^iA^i-", Die Lösungen zerfallen 
in zwei Ghuppen, eine Gruppe mit ungeraden, eine mit geraden 
Indices. 

Die Lösungen mit ungeraden Indices ergeben sich folgendermaßen: 

Wir setzen: 

A^^Ä^^A, ^0, 

9* 
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schreiben zur Abkürzung 

(24) 



Q- 



4«C 
hP 



nnd bestimmen Q aus der unendlichen Determinante: 



(25) 



1 + «u - Q. 



ns> 



^15 > 
^7f 






^51 > 



*58> 



«71» 



=*«7> 



1 + «55 - 5 ö; «75» 

«57; 1 + «77 - 7 ^, 



= 1) 



Für Q werden sich so unendlich viele Werte ergeben; indem wir 
einen derselben, z. B. den größten auswählen (der der kleinsten Knick- 
last P entspricht), tragen wir diesen in das Gleichungssystem: 

A (1 + «11 - Ö) + A «81 + ^5 «51 + ^ 

A «18 + ^8 (1 + «83 - 3^) + 4i «58 + ^ 

A^ 0^5 + ^3 a^ + ^5 (1 + «56 - 5Ö) + ^ 



(26) 



ein, bestimmen daraus die Verhältnisse A^: A^i Af^: . , . und erhalten 
schließlich die Ausbiegung der Platte bei der fraglichen Enicklast^ welche 
bis auf die willkürliche Konstante A^ bestimmt ist, in der Form: 



(27) 



^(«1+ ^"s + ^«5 + 



•)• 



Die Lösungen mit geraden Indices ergeben sich ähnlich, indem wir 

setzen und die in (24) erklärte Abkürzung Q aus der unendlichen 
Determinante berechnen: 



(25-) 



1 + On - 2 ö, a^, a„, 

^»t *«> "«s» 



*8J 



l + a««-6Ö, flgj 



;=ö, 



1+088-8« 



was wieder auf unendlich viele Arten möglich sein wird. Eine dieser 
Lösnngen tragen wir in das Gleichungssjstem 

A^il + a,, - 2 Q) + AtU^ + A,an + 

J,a,, + J, (1 + a^ - 4 e) + Aoe« + 

A^a„ + A^a^ + A (1 + ««e - 6 Ö) + 



(26-) 
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ein, bestimmen daraus die Verhältnisse A^: Ä^: Ä^ . . . und gewinnen 
eine mögliche Form der Ausknickung in dem Ausdrucke: 



(27') 



-4,(u,+ ^u,+^u, + ...) 



Wir überzeugen uns leicht, daß die Gleichungen (25) und (25') un- 
etidlich vide reelle Wurzeln haben, indem wir ihre Auflösung mit einem 
Hauptadisenproblem in Zusammenhang bringen. Zu dem Ende grenzen wir 
aus (25) oder (25'), von links oben beginnend^ eine Determinante von 
N Horizontal- und N Yertikalreihen ab, setzen dieselbe gleich Null und 
zeigen, daß diese Gleichung N reelle Wurzeln besitzt. Betrachten wir 
nämlich im Falle der Gleichung (25) die quadratische Form 



g>^ ^Oi^x^Xj^ . . . t, Ä =» 1, 2, 3, • • • JT 

bez. die quadratische Mannigfaltigkeit im Räume von N Dimensionen 
9 » const., so sind die Hauptachsen der letzteren in bekannter Weise 
bestimmt durch die folgende Gleichung: 



hi-Q. h 



J17 



^ZXi 



^i%f 



"18 > 



6„-e, h 



'81; 



^nj 



h,-Q,- 



Kl 



^H 



h 







d. h. yermöge der angegebenen Werte der b durch die Gleichung: 



«11 + 1 - Qy 

1 

3« ^Uf 



5«^15> 



3^81, 

>8S+l)-e, 
3 



5ai 



5 
8«^58> 



2N+1 



^m «. 



(2y+i)«*i,8Jir+i, 



8« "^«2^+1,8 
1(056 + 1)-«, 

2N+1 (^aj<r+i,8iy+i + 1) ~ V 

Diese Gleichung reduziert sich aber direkt auf die aus (25) aus- 
geschnitte ^-reihige Determinante, wenn wir die 1*®, 2**, 3** . . . Horizontal- 
reihe mit 1', 3*, 5* . . . multiplizieren, die 1**", 2**, 3** . . . Vertikalreihe 
mit ly 3, 5, ... dividieren. Die fragliche Determinante hat somit N 
reelle Wurzeln; dem entsprechend hat unsere Gleichung (25), da die 
Überlegung fQr jedes beliebige N gilt, imendliche viele reelle Wurzeln. 
In ganz entsprechender Weise verfahrt man bei der Gleichung (25'). 
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Die Bestimmung der Wurzeln Q und der Koeffizienten-YerhaltnisBe J. 
wird im nächsten § zahlenmäßig ausgeführt werden. Hierbei wird die 
Güte der Konvergenz unserer unendlichen Prozesse von selbst hervor- 
treten. Hier mögen nur noch zwei Bemerkungen Platz finden. 

Die eine bezieht sich auf die Berechnung der Meridiankurve unserer 
Ausbiegungsfläche d. h. der Kurve u(y) für x =^0, Während dieselbe 
im vorigen § durch eine einÜEiche Sinus-Kurve dargestellt wurde, wird 
sie jetzt wesentlich verwickelter. Wir unterscheiden dabei zwischen 
den Lösungen von geraden und denen von ungeraden Indices. 

Die Lösung mit geraden Indices lautet nach 61. (27') für a: =- 0, 
wenn wir v^ aus (5), ü^ aus (19) entnehmen: 

u -^Ä^{v^+UJ^A^(cos^ + 0,0 + 0,, cos -J^ + 0,, cos^+ ••) 

+^4(^cos -^ + o^o + o^ cos -^ + a^ cos -^ H j 

+ J^(C08 -^^^ + Oßo + «61 cos ^ + «64 ^OS - ^^ + - - ) 

+ , 

oder wenn wir nach den Cosinus -Funktionen ordnen: 

w = {^0,0 + A«40 + A«6o + • • •} 
+ {-4,(1 + o„) + A^a^ + u4eOe, + • • -jcos -^^ 

+ {^0,4 + A^{\ + oj + A^a^ + . . .}cos -^^- 

+ {^o,e + ^4«i6 + 4j(1 + O + • • -Icos ^ 

+ 

Nach den Gl. (26') sind aber die Koeffizienten von cos 27c{yfh\ 
cos ^yt{yßi\ cos 67c(yß), . . . einfach gleich 2QA^, ^Q^^j ^Q^y • • - 
Setzen wir femer zur Abkürzung 

(28) A =• ^2«I0 + A«40 + ^«60 +'"y 

so ergibt sich für unsere Meridiankurve: 

(29) u^A^+ Q{2A, cos ^J^ + 4A, cos ^^ + 6^ cos ?J^ + • .)• 

Aus der Lösung mit ungeraden Indices, bei welcher nach Obigem 
das konstante Glied in Fortfall kommt, ergibt sich in entsprechender 
Weise als Gleichung der Meridiankurve für diese Art der Ausbiegung: 

(29-) M=«(4iC03^ + 3^,C08^ + 5J,C08^ + -.). 
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Eine sSweite Bemerkung soll anf eine gewisse Willkür in unserem 
ursprünglichen Ansatz aufmerksam machen. Wir haben die Funktion v^ 
in (5) mit der Cosinus-Funktion gebildet. Es wäre ebensogut möglich 
gewesen, letztere durch die Sinusfunktion zu ersetzen; natürlich würde 
dann aber die Bestimmung der Funktion f(y) in (6) abzuändern sein, 
da dieselbe alsdann statt (8) und (9) den Gl. f(p) = f{h) = 0, 
f(0) = (— l)"'r(A) zu unterwerfen wäre. Gleichzeitig würde damit 
auch unsere Funktion ü"„ und, unter Beibehaltung der Gl. (19), die 
Bedeutung der Koeffizienten a^^ etwas anders ausfallen. Dagegen 
bleibt, unter Berücksichtigung dieser abgeänderten Bedeutung, die Ge- 
stalt der unendlichen Determinanten (25), (25') und der Koeffizienten- 
gleichungen (26), (26') erhalten. Die aus jenen Determinanten be- 
rechneten Wurzeln Q müssen natürlich bei beiden Ansätzen in irgend 
einer Reihenfolge übereinstimmen. Es läßt sich voraussehen, daß die 
Determinante mit ungeraden Indices beim Sinusansatz dieselben Wurzeln 
liefern wird wie diejenige mit geraden Indices beim Cosinus-Ansatz und 
umgekehrt. Denn eine Reihe, die nach den Cosinus der geraden Vielfachen 
von ary/A fortschreitet, (vgl. z. B. Gl. (29)), wird, in eine Sinus-Reihe 
transformiert, nur die Sinus der ungeraden Vielfachen desselben Argu- 
mentes aufweisen, und umgekehrt. Die Zahlenrechnungen des folgenden § 
haben diese Vorhersage im einzelnen bestätigt. 

§ 4. Fortsetzung. Zahlenreolmnngen.^) 

Der erste Schritt zur zahlenmäßigen Bestimmung der Knicklasten 

besteht in der Berechnung der Koeffizienten a^^. Das Integral nach fi, 

GL (22) und (22') ^vurde in zwei Teile zerlegt, einen ersten Teil von 

tt =» bis f* = 5, welcher durch mechanische Quadratur gewonnen 

wurde, und ein Restglied von fi =» 5 bis fi = oo. In letzterem wurde 

der Faktor 

(£of p ± 1 

durch seinen Grenzwert 1 für fi = oo ersetzt, von welchem der Wert 
für /i = 5 nur um +8,7% bezw. um —T,Q% abweicht. Die Un- 
genauigkeit, die dadurch in dem Restgliede selbst hervorgerufen wird, 
ist wesentlich kleiner und betragt vielleicht ± 2%] sie ist für das 
Folgende belanglos, da auch die übrigen Rechnungen im Resultat 
kaum eine größere Genauigkeit als 27o beanspruchen können. Mit 



1) Die folgenden Rechnungen sind von Herrn stud. ing. Hejden und 
Heim Dipl. Ing. Debye ansgefOhrt worden, denen ich dafür herzlichst danke. 
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dieser Vemachlässigung läßt sich das Restglied allgemein ausfahren 
und liefert: 



m 



''""-'■■■fi^wm 



2(««-n«)Mw»-n» 6 n'«+26/«« w» + 26/«» n«+ 26/11?^/ 
m n n^Q l—J^l^Jt- _ « ^^1 f «6/«« 1/2 J 

= Y {log (l + ^) - in^f^ö/i-*] 

Auf diesem Wege ergibt sich die folgende Tabelle der a^^, wobei 
die a^„ mit geraden Indices nach GL (22'), diejenigen mit ungeraden 
nach (22) zu rechnen waren. Es war nur nötig, die Diagonalreihen 
und die rechts davon stehenden Zahlen numerisch auszuwerten; die 
symmetrisch stehenden Zahlen links davon konnten danach auf Grund 
der Relation (22") sofort hingeschrieben werden. Wir geben die 
Koeffizienten mit geraden Indices ausführlicher als die mit ungeraden, 
weil erstere, wie wir sehen werden, die uns zumeist interessierende 
niedrigste Knicklast bestimmen: 

aoo-0, «io"=-0>83'^. «40= -0,6*7, aeo = -0,542, o«,- -0,463 
«w •* 0, a„ = - 0,126, a^^- 0,215, a,^ « - 0,251, a^, - - 0,259 

ao4 - 0, 0,4 = - 0,0269, a^ 0,0878, a^, = ~ 0,0932, a«^ = - 0,110 

fl^ - 0, a„ « - 0,00930, «4« = - 0,0277, a^^ =- - 0,0450, a^ = — 0,0537 
(•w - 0, 0,8 = - 0,00404, a^ « - 0,0138, a^g = - 0,0226, ag« = — 0,0335 

0,, - - 0,961, a,i = - 0,875, a,, = - 0,700, 
rtx5 - - 0,0325, a^ = - 0,0971, 05, = - 0,137, 
Oj, - - 0,0056, a,^ =» - 0,0297, a^^ = - 0,0540. 

Wir kommen jetzt zur Berechnung der Knicklasten P bezw. der 

v^v (Jl, (24) definierten Hilfsgröße Q -= AnCjhP und beginnen mit 

^^ lW|<«ttinante (25') der geraden Indices. Von links oben beginnend 

wir «in© einreihige, zweireihige . . . Determinante aus derselben 
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aus. Wir erhalten so eine Gleichung ersten, zweiten . . . Ghrades für Q. 
Die größte Wurzel derselben heiße Q^, die zweil^öBte (aus später 
ersichtlichen Gründen) ^3. Wir überzeugen uns durch Ausrechnung^, 
daß diese Wurzeln rapide je einer Grenze zustreben, welche zugleich 
als größte bezw. zweitgrößte Wurzel der unendlichen Determinante 
angesprochen werden kann. Wir erhalten 

1-reih. Det. ^i« 0,437, 

2-reih. Det. Q, = 0,437, Q^ - 0,227, 

3-reih. Det. Q^ = 0,44, Q^ « 0,221. 
Somit ergibt sich hinreichend genau 



(i> 



0,-0,44, P.-2,3^ 
ö, = 0,22, P, = 4,6*J?. 



Entsprechend behandeln wir die Determinante (25) der ungeraden 
Indices; bei dieser ist die Konvergenz nicht ganz so gut wie bei jener. 
Die größte Wurzel der aus ihr ausgeschnittenen Gleichung ersten, 
zweiten, . . . Grades heiße Q^. Es ergibt sich 



1-reih. Det. 


Q, - 0,039, 


2-reih. Det. 


«,-0,348, 


2-reih. Det. 


Qt = 0,330. 


Als Grenzwert sehen wir an 




(2) e,-0,33. 


P, = 3,0 *'^ 



Ebenso wie in diesem Falle werden sich allgemein die Wurzeln Q unserer 
Determinante (25) zwischen diejenigen der Determinante (25') einordnen. 
Die Berechnung der größten Wurzel Q^ bez. der kleinsten Enick- 
last Pj wurde noch auf einem anderen Wege kontrolliert. Wie Ende 
des Torigen § besprochen, kann man in dem ursprünglichen Ansatz 
die Cosinus- durch die Sinus-Funktion ersetzen; man erhalt dann eben- 
falls unendliche Determinanten tou der Form der früheren, nur mit 
anderer Bedeutung der a„^. Es wurde bereits darauf hingewiesen, daß 
die Determinante der ungeraden Indices bei dem Sinus-Ansatz derjenigen 
der geraden Indices bei dem Cosinus-Ansatz entsprechen muß. In der 
Tat ergibt sich als größte Wurzel der ersteren 

aus der 1-reih. Det. öi =• 0,324, 

„ „ 2.reih. „ 01 = 0,440, 

„ „ 3-reih. „ öl =»0,439 
in Toller Übereinstimmung mit unserem Ergebnis unter 1). 
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Um die zu jedem Q gehörige Form der Ausbiegung zu finden, 
müssen weiterhin die Koeffizienten Ä berechnet werden. Wir beschran- 
ken uns hierbei auf die kleinste Enicklast und machen dementsprechend 
in den Gl. (26') des vorigen § Q^ Q^. Wir erhalten so ein unend- 
liches System linearer Gleichungen für die unbekannten A^: Ä^: A^..^, 
dessen Coefficienten 1 -f o^^ — ^Qi} %4;-* bekannte Zahlen sind. Das 
unendliche System wurde ersetzt durch das folgende drei- vierreihige, 
in dem die fraglichen Zahlenkoeffizienten bereits eingetragen sind: 

- 0,001 A^ - 0,215 A^ - 0,251 A^ ~ 0,259 A^ = 0, 

- 0,027 A^ - 0,838 A^ - 0,093 A^ - 0,110 A^ == 0, 

- 0,009 A^ - 0,028 A^ - 1,670 A^ ~ 0,054 ^ = 0. 

Hieraus ergeben sich die Unbekannten als die Werte dreireihiger Deter- 
minanten zu: 

A^ : A^ : Aß : A^ = 

- 0,313 : - 0,011 : + 0,002 : -f 0,011. 

Nach GL (28) des vorigen § berechnet sich femer der verhältnismäßige 
Wert des constanten Gliedes Aq zu: 

^ : ^ : . . = -f 0,263 : - 0,313 : - • 

Nunmehr läßt sich die Meridiankurve der Ausbiegungsfläche, d. h. 
der Verlauf von u für x ^0 zwischen y = und y = A nach 61. (29) 
des vorigen § direkt hinschreiben. Es ergibt sich, von einem willkür 
liehen Faktor abgesehen: 

(3) w = + 0,263 - 0,273 cos ^ J^ - 0,018 cos ^^ + 0,005 cos -J^ 

+ 0,036 cos " J^ + • • • 

Als Probe für die Genauigkeit der Zahlenrechnungen berechnen wir 
den Wert von u für y =« (oder für y = ä), welcher strenge genommen 
gleich Null sein muß. Er ergibt sich zu m = + 0,013; der Unterschied 
dürfte von dem wahrscheinlich zu großen letzten Gliede der Reihe (3) 
herrühren. 

Fig. 11 stellt den Verlauf von u dar. Die Gerade entspricht 
dem constanten Gliede, die punktierte Linie 1 der Summe der ersten 
beiden Glieder in Gl. (3); bei Hinzufügung des folgenden Gliedes 
(Linie 2) erhält man bei dem hier benutzten Maßstab keine erhebliche 
Abweichung von der Linie 1. Die Meridiankurve kann daher merklich 
als eine Gosinuskurve beschrieben werden. 

Die photographische Aufnahme, Fig. 13, eines entsprechenden 
Knickfalles zeigt eine Meridiankurve von demselben Charakter. 
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Wenn wir die entsprechenden Rechnungen für die Wurzeln 
Q^ Qi7 ö = Qiy ' • • ausführen würden, müßten wir natürlich bei der 
betr. Meridiankurve (statt der in Fig. 11 dargestellten einen Erhebung 
nach der einen Seite) für ^ « öj eine Erhebung nach der einen und 
eine nach der anderen Seite finden, welche in einem Knoten in der 
Mitte aneinander anschließen, für Q ^ Q^ müßten sich zwei äußere 
Erhebungen nach der einen 

und eine mittlere nach der Fig. ii 

anderen Seite ergeben u. s. f. 

Schließlich vergleichen 
wir noch die Knicklast im 
jetzigen Falle der Einspann ung 
mit der früher gefundenen bei 
freier Drehbarkeit der Kan- 
ten. Erstere ist natürlich die 
größere. Das Verhältnis bei- 
der beträgt (Gl. (1) dieses § 
und Gl. (8) des § 2) 2,3 
während es im Eulerschen 
Falle des geraden Stabes 
(Gl. (1) in § 1) gleich 4 ist. 
Bei den höheren Knicklasten wird dieses Verhältnis sogar noch kleiner, 
nämlich bei der nächst höheren Knicklast P^ (Gl. (2) dieses § und 
61. (10) des § 2) gleich 1,5 und muß sich in der Grenze für P« der 
Einheit nähern. Letzteres entspricht dem Umstände, daß für die höheren 
Enicklasten, bei denen die Ausbiegungsfläche aus einer größeren Anzahl 
von Wellen besteht, der Unterschied zwischen dem größeren Zwange 
der Einspannung und dem geringeren der drehbar festgehaltenen Ränder 
mehr und mehr zurücktreten muß; dasselbe gilt auch für die Knickung 
des geraden Stabes. 

§5. 

Die Last ist gleiclmiäfiig über die ganze Länge des Bleches verteilt. 

Als Gegenstück zu dem bisher behandelten Grenz£Etll einer punkt- 
förmig konzentrirten Last nehmen wir jetzt an, daß die Last gleich- 
mäßig über die ganze als unendlich vorausgesetzte Länge des Bleches 
verteilt seL Die Lösung wurde bereits oben (Gl. (2) in § 1) im An- 
schluß an LoTe angegeben. Sie läßt sich äußerst leicht ableiten, da 
das Problem vermöge der vorausgesetzten Lastverteilung von der 
X- Koordinate unabhängig wird und aus dem Gebiete der partiellen 
Differentialgleichungen in das der gewöhnlichen zurücktritt. 
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p sei die Last för die Längeneinheit der Rander, bei der das Blech 
ausknickt Das Gebiet 11 (vgl, Fig. 6) erstreckt sich jetzt über das 
ganze Ble(;h. Daher gilt überall die 61. 11 ans § 1 welche wegen 
der Unabhängigkeit der Ausbiegong von x übergeht in: 

Wir setzen zunächst wie in § 2 frei drehbare Ränder^ also u = cPu / dtr 
= für y ^0 und y ^h voraus. Diesen Randbedingungen entspricht 
der Ansatz 

(2) M =- ^ sin ^^] 

er genügt auch der Differentialgleichung (l), wenn nur 

Dies stimmt mit 61. (2 b) in § 1. Der Ansatz (2) läßt sich sofort er- 
weitem und liefert die höheren Knicklasten, wenn man macht 

(3) ti==^sin^, P-'—j^' 

Nehmen wir andrerseits den Fall der Einspannung mit den Rand- 
bedingungen w^ du/dy '^O. Ihnen genügt der Ansatz 

(4) « = 4(l-C08?J^), 

welcher sich zugleich mit (1) in Einklang bringen läßt, wenn man 
macht: 

h* C h^'" ' ^"" Ä« • 

Dies ist der Wert aus 61. (2a) in § 1. 

Eine nahe liegende Verallgemeinerung von (4) lautet 

2nmy\ 4«*m'C 



(5) w-^(l-cos^^), 



P- 



h* 



Damit ist aber nur ein Teil der höheren Knicklasten gefunden; die 
durch 5 (und 4) dargestellten Lösungen weisen nämlich sämtlich eine 
ungerade Anzahl von Ausbiegungen und Symmetrie gegen die Mitte 
auf und entsprechen demnach denjenigen Lösungen , die in § 3 und 4 
als Lösungen mit geraden Indices bezeichnet wurden. Diejenigen Ver- 
biegungen, welche sich aus einer geraden Anzahl von Beulen zusammen- 
setzen , sind dagegen unter einer anderen Form enthalten, welche den 
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Lösungen mit ungeraden Indices der vorangehenden § entspricht. Die- 
selbe lautet 

(6) ._^((i_e».Y)-i(¥--¥)|. 
wobei 

(7) *8f=r «nd i> = -^; 

A^ sei die kleinste Wurzel der Gleichung (7) nämlich Null^ ^2) ^ * * - 
bedeuten die der Größe nach geordneten positiven Wurzeln. Zum 
Beweis trage man (6) in (1) und die Grenzbedingungen ein und be- 
rücksichtige (7). 

Wir vergleichen die Knicklasten (5) und (7) mit den zuerst er- 
haltenen (3). Es entspricht vermöge der Gestalt der Ausbiegungsfigur 

dem Falle w =* 1 in Gleichung (3) . . . der Fall w = 1 in Gleichung (5) 

^ „ n = 3,5,7... in. Gl. „ ... „ „ i» =. 2, 3, 4... in Gl. ;^ 

„ ^ n = 2,4,6... „ „ „... „ „ m^2,3,4...inQl.(7). 

Das Verhältnis der zusammengehörigen Enicklasten beträgt im ersten 
Falle 4, nimmt aber bei den höheren Enicklasten ab und nähert sich 
der 1. Setzen wir nämlich nach der vorstehenden Zusammenstellung 
n = 2m — 1 in (3) ein, so ergibt sich im Verhältnis aus (5) und (3): 

(2^^ iy* ^ ^ ^®^ großem m. 

Ahnlich folgt, wenn wir in (3) n = 2w machen und in (7) k^ durch 
seinen asymptotischen Wert :r(2m -f 1) ersetzen, als Verhältnis der 
Werte (7) und (3): 

(2^^ "= ^ ^^^ großem m. 

Der Einfluß der Einspannung nimmt somit bei den höheren Knick- 
lasten ab, was im Einklang steht mit einer Bemerkung am Schluß des 
letzten §. 

Wir vergleichen schließlich noch die jetzt gefundenen niedrigsten 
Knicklasten mit denjenigen im Eulerschen Falle bei entsprechender 
Befestigung der Enden, d. h. die Gleichung 2 a und b des § 1 mit den 
Gleichungen la und b. Sie unterscheiden sich durch den Faktor 
1 — ii\ Derselbe hängt offenbar mit der Tatsache der Querdilatation 
zusammen. Bei dem unendlich dünnen Stabe kann sich die Quer- 
dilatation frei ausbilden, bei dem hier betrachteten Blech, dessen 
Meridianknrve sonst mit der elastischen Linie des ausgeknickten Stabes 
übereinstimmt, ist dieselbe behindert. Durch Hinderung der Quer- 
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dilatation \iird aber, allgemein gesprochen, die Wirkung einer Druck- 
kraft herabgesetzt. Daher muß die Knicklast bei gehinderter Quer* 
dilatation etwas höher liegen wie bei freier, was in dem Faktor 1 — fi 
im Nenner von Gl. 2) zum Ausdruck kommt. 



§ 6. Die Last ist gleichmäßig über ein gewisses Stück des Randes 
verteilt, die Ränder frei drehbar. 

Aus der Gesamtlast P und der Länge l der Belastungsääche 
leiten wir die spezifische Belastung p =» P/l ab und unterscheiden wie 
in § 1 drei Gebiete (vgl. Fig. 6): 

(I) x>l, (II) \x:<l, (DI) x<^l- 

Unser Problem ist durch die folgenden Bedingungen bestimmt (vgl. 
§ 1, Gl. (I), QI), (4), (5), (7b), (9)): 

1) Im Gebiet I und III gilt die Differentialgleichung 

im Gebiete II die Gleichung 



2) Für y = und y = Ä haben wir bei beliebigem x: 

3) Für a: = ± oo gilt: 






w = ^- = 0. 

4) u ist in x gerade: 

u(— x) =-u {+ x). 

5) Für X = ± 1/2 und beliebige Werte von y müssen sich 

du c*u d*u 
^' a"S' dx^' ax» 
stetig verhalten. 

Wir genügen den Bedingungen 2) in einfachster Weise, indem wir 
UU8 die Abhängigkeit von y für alle drei Gebiete durch 

jt^ben denken. Vermöge der Gleichung z/z/m = wird die Ab- 
käai];tigkeit von x im Gebiete I alsdann durch die Differentialgleichung 
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(5) des § 2 bestimmt. Ihre für a; = + oo verschwindende allgemeinste 
Lösnng lautet ^^ 

wo Ä nnd B Integrationskonstanten sind. Mithin wird anser Ansatz 
für das Gebiet I 

(6) i« = sin -^ (^ + Bx)e' * • • • in I. 

Die entsprechende Lösnng im Gebiete lU ist nach unserer Bedingung 
(4) unmittelbar hinzuschreiben: 

(7) u = sin Y (^ - Sx)e'' *~ - • • in IIL 

Im Gebiete (II) haben wir die Abhängigkeit der gesuchten Lösung 

Ton X durch die folgende Differentialgleichung zu bestimmen: 

rix) - ^V'w + iTfix) = + S Jz-w- 

Schreiben wir f(x) « e^', so lautet die Gleichung für A: 

';-S(>+jV^). '!-j:(i-,-VI)- 

Die erste dieser Wurzeln gibt zwei reelle Werte ± A^; wir wollen 
zeigen, daß die beiden Wurzeln iL, imaginär sind. Gehen wir nämlich 
von einer punktförmig konzentrierten Last P aus, so ist |J = oo, also 
sicher A| < 0. Wir lassen die Belastungsfläche l wachsen und haben 
zunächst sicher noch il| < 0. Die Enicklast für den Grenzfall Z =»= oo 
ist uns aber nach den Erörterungen des vorigen § oder nach Gl. (2 b) 
des § 1 bekannt: p = yt^C/h^] mithin haben wir X| = erst für A = oc^. 
Die Annahme liegt nahe und wird sich in der Folge bestätigen, daß 
wir für jedes endliche l immer noch A| < haben. Wir schreiben 
dementsprechend 



(9) 



1 * , .jr 



WO /i,, ^ reell sind und positiv gewählt werden können. Die allgemeine 
Lösung der Differentialgleichung (8) setzt sich nun aus dem trigono- 
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metrischen Sinus und Cosinas von npL^xjh und dem hyperbolischen 
Sinus und Kosinus Ton x(i^x/h zusammen. Wegen der Bedii^^ong (4) 
können wir aber nur die Kosinusfunktionen brauchen. Deshalb haben wir 



(10) 



u =- sin -^ (a 60)^^*1^; -I- h cos^ fi,x); 



(12) 



wo a und b zwei weitere Integrationskonstanten. 

Durch unsere Ansätze (6), (7), (10) ist den Bedingungen (1) bis 
(4) unseres Problems genügt. Auch die Bedingungen (5) sind bereits 
zur Hälfte befriedigt^ insofern unsere Funktionen gerade sind und wir 
daher nur noch die Übergangslinie x ^ + 1/2 zwischen den Gebieten 
I und U zu betrachten brauchen. Setzen wir zur Abkürzung 

ai) "J = 9, 

so schreiben sich die Bedingungen (5) nach (6) und (10) folgendermaßen: 
{ J. 4- -B 2 }^""^ = a Eof ftjp + 6 cos (i^q, 

- j^ + 5 - (1 - ^)]e'^ = an, ©in /i^p - fc^ sin fi^g, 

+ j^ + -B 2 (1 - J) )^"^ - «.**? Sof ll,Q - 6^1 cos fl^Q, 

— [A + B ^ {l - -)}6"^ = aii\ ©in ii^q + ftftj sin fi,^. 

Im allgemeinen sind diese Gleichungen nur dadurch zu befriedigen^ 
daß man a -d -l f\ 

setzt; dann bleibt das Blech eben. Verschwindet aber die Determinante 
des Systems, wodurch den ft^, ^ und daher (s. Gl. (9)) der Belastung i> 
eine Bedingung auferlegt wird, so ergeben sich aus (12) bestimmte 
Verhältnisse AiBiaih, Die alsdann mögliche Ausbiegung des Bleches 
ist der Form nach bestimmt, der Größe nach unbestimmt 

Die Bedingung des Enickens lautet hiemach, wenn wir als die 
aus (12) zu eleminierenden Größen 



ansehen: 



Ae-^y B-e'^ - a, -6 



1, 
1, 

1. 



1; 
1-^ 



3 



1, 1- 



6of/ti(), cosfigp 

— fii ©in/itiP, [i^ Bin fi^Q 

fifeof/ti9, -fifcosfijp 

— ^8©in/[ti9, -/[t|sin/M,9 



0. 
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= 0. 



oder bequemer: 

i 0, 1, CofpiP, +COB [IfQ 

I 1, 1, — /ti ©in iiiQ, + /*! Bin .UjP 
I 2, 1, + nl Cof fl^Q, - /t| COSftjP ■ 
'S 1> — M?@inMi(», - ftj sin ftjp i 
Wir entwickeln nach zweireihigen Unterdeterminanten: 

j (S0f/t,(>, — C0B/U,9 

! — «i@in/ti(>, -ftsinjijp 




1 



^!ft| 



+ 



+ 






1 


2 


1 





1 


3 


1 



HiHt <B'm HiQ aiu HiQ \ 



(hih 



+ 



I 1 
I 2 
I 1 
' 3 

2 
3 



1 
1 

1 
1 

1 
1 



-1, +1 
— @in/*,p, + Bin fi^Q 
+ ."i ©oj /*, p, — fii cos /t,p 
— /it»©tn/ti(), -ii\ ein (ifQ \ 

\&0] lliQ COS /!,(> 



/*!> -^1 



-0 



- Ml @itt /itiP, + (t, sin p,() 
und erhalten schließlich: 

— 2(11,1 + /»!) M MiP cos ftp + ^Ihlhi^l + f»!) ®in ftP sin /tjp 

+ MsWf»? + 3;tf + m| — 1) 6of /»ip sin (i^q 

+ Mi(Kf»l - 3/*! - K - 1) ®in ft (» cos ^p - 0. 



(13) 



Dies ist unsere transzendente Gleichung zur Bestimmung der in 
f4y f4 vorkommenden Enicklast p* sie hat; wie wir sehen werden, nur 
eine reelle Wurzel Zu den höheren Knicklasten gelangt man, wenn 
man in dem ursprünglichen Ansatz (61. (6), [1) und (10)) y und x 
ersetzt durch my und mx. Ändert man die Definition der Größen 
§L^, liff Q in folgender Weise ab: 

so bleibt GL (13) der Form nach erhalten und dient auch zur Be- 
rechnung dieser höheren Knickbelastungen. Im folgenden beschränken 
wir uns aber auf die praktisch allein wichtige niedrigste Knicklast. 

Z«itMhiifl f. Mftthemfttik a. Physik. 64. Band. 1906. 2. Heft. 10 
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Wir wünschen zunächst Ol. (13) in Zusammenhang zu bringen 
mit unseren früheren Ergebnissen für Z = (§ 2) und i = oo (§ 5). 

a) Für l = wird p ^ oo, also (GL (9)) auch ftj, ft| = cxd, femer 
(GL (11)) (> = 0. Da aber Ip^ P endlich bleiben muß, so wird 

gleich einer endlichen Zahl; dagegen: 

(15) P/*i = Pft ^Qy\^ 9y\ = 0. 

Ersetzen wir daher in (13) die Kosinus durch 1, die Sinus durch i»^q 
bezw. ^Qf so ergibt sich 

- 2(Mf + Ml) + 2K/*|<»»W + f*|) 

+ (^iQiAA + M + /*!-!) + C'lQiP'lV'l - 3fi| - M? - 1) - 0. 

Streichen wir alle diejenigen Glieder, welche nicht unendlich werden, 
so bleibt: 

-2(,t» + M|) + K/*|<»(M? + /t|)-0, 

also 

d. b. wegen (14) 

(1(5) P--T' 

Dies ist unsere Enicklast aus §2, Gleichung (8). 

b) Nehmen wir andrerseits Z «= oo. Mit l== oo wird (> -= oo. Setzen 
wir den im vorigen § abgeleiteten Wert p = n^C/V in die Gleichung (9) 
dieses § ein, so folgt ft| = 0, ft* = 2; somit wird ftiP = oo, Soff4() 
»- <3tnfti(> » cx>, (£offti(»/@infti(» = 1; dagegen wird ^q zunächst un- 
bestimmt. Tragen wir dieses in (13) ein, so ergibt sich 

(_4_3|/2)cosfij9-0, 
ulso 

— ^ ^l/^ _ 1 -I. ''* 



17) i'-Tr(l+,T' + ---) 



Somit ist dargetan, daß der im vorigen § abgeleitete Grenzwert 
/i « n^C/h* mit unserer allgemeinen Gleichung (13) für p »= oo oder, 
wttH danselbe ist, für 2 » cx) vertrs^lich ist; gleichzeitig ist aber eine 
HiHt« Korrektion jenes Grenzwertes für große Werte von q gewonnen, 
wie wir durch die Schreibweise unserer letzten Formel als einer nach 
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negativen Potenzen von q fortschreitenden Entwickelang angedeutet 
haben. 

Auch die Grenzformel (16) wollen wir durch eine für kleine Werte 
Ton Q gültige Reihenentwicklung ergänzen^ welche ihrerseits nach auf- 
steigenden Potenzen von q fortschreiten wird und bis zu dem Gliede 
Q* berechnet werden soll. Bei der Abschätzung, wie weit man in 
jedem Term von Gleichung (13) zu gehen hat, ist zu berücksichtigen, 
daß nach Gleichung (14) ft^p und fi^Q auch bei verschwindendem q 
endlich sind, und daß sich der Faktor ftf -f f(| schließlich herausheben 
wird. Man erkennt dann, daß die folgenden Näherungen für jede der 
trigonometrischen und hyperbolischen Funktionen genügen: Im ersten 
Term bis p*, im zweiten bis p, im dritten und vierten bis p^. Wir 
erhalten: 

- 2 Otf + f*|) (l + ^V? - *»!)) + ^l^>l9' (f^l + l^l) 

+ f^ip (jf^lft + 3;*! + ji| - 1) (i + 1'(3^^ - ^d) 
+ f*!e (i^it^l - 3/*! - fi? - 1) (i - 'g* (3^1 - ^f)) = . 

Dividiert man mit /ij + ft| und setzt nach Gleichung (9) it^ — iil^ 2, 
so folgt 

- 2 (1 + (.»j + 2.uf .u|9» + Q (/tf.u| - 1) (l + I) 

Macht man vorübergehend 

BO wird: ;** + ,115 = 2x, /ij,u| = x* — 1 , ,uj + ft| = 2 (ar* + 3a;); unsere 
Gleichung lautet also: 

- 2(1 + 9») + 2(x'-1)q' + Qix'- 2)(l + fj 
-2e + Jfx«-lV-.(^» + 3)^J = 0. 

Somit wird (unter Vernachlässigung überflüssiger Terme): 

x*q(i + 2q+ °9«) = 2 + 49 + 4p», x'q - 2(1 + 1*), 
(18) p^il<^(i + ^^ + ...), 

Die Vergleichung dieser Formel mit dem früheren Grenzwert (16) 
zeigt, daß die Enicklast mit wachsendem l etwas ansteigt, aber zu- 

10* 
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nächst nur in geringem Grade, solange nämlich q klein, d. h. solange 
2 klein gegen h ist. Dies ist sehr verständlich. 

In Fig. 12 ist der Gesamtverlaof von P zur Abszisse q aufgetragen. 
Auf der Ordinatenachse ist zunächst der Wert P^AnClh für p = 
d. L fär punktförmig konzentrierte Belastung markiert. Die Parallele 
zur Abszissenachse in diesem Punkte stellt eine erste Näherung der 
gesuchten Kurve für kleine q dar und ist in der Figur mit 1 bezeichnet. 




? 



zn 



Die zweite Näherung ist nach Gleichung (18) eine Parabel; sie ist 
punktiert eingetragen und mit 2 bezeichnet. Für große Werte von p 
lautete unsere erste Näherung p » n^C/h\ d. h. in unseren Koordinaten 
P und Q geschrieben: 






Unsere erste Näherung für große q ist also eine Gerade, nämlich die 
in der Figur ebenfalls mit 1 bezeichnete aufsteigende Gerade. Die 
zweite Näherung liefert Gleichung (17); sie lautet in unseren Koor- 
dinaten 

^ Ä 2 



(l+i$+-)- 



und ist in Fig. 12 wieder mit 2 bezeichnet. Den wirklichen Verlauf 
der durch unsere transzendente Gleichung definierten Kurve zeigt die 
verstärkt ausgezogene Linie. Ihrer Konstruktion liegen die folgenden 
Zahlen werte zugrunde: 

p = 7r/4 nß n 2% 

P = lj^(l 1,13 1,38 2,00 3,33), 

die durch direkte numerische Behandlung der Gleichung (13) (wieder- 
holtes Einsetzen von Näherungswerten und Interpolation zwischen diesen) 
gewonnen sind. 
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Alles dieses bezieht sich auf den Fall freier Drehbarkeit der 
Bänder, welcher hiermit als vollständig erledigt gelten kann. Den 
Fall der Einspannong habe ich wegen seiner erheblich größeren Kom- 
plikation nicht so weit geführt. Ich glaube aber nicht fehl zu gehen 
in der Annahme , daß sich bei kleinen Werte von q die soeben ge- 
fundenen Resultate auch auf diesen Fall mit guter Annäherung über- 
tragen lassen. Ein Beispiel möge die Art dieser Übertragung erläutern. 

Es sei l = Ä/3, also q « jc/6. Sind die Ränder drehbar befestigt, 
so finden wir aus der vorangehenden Zahlentabelle, indem wir zwischen 
p = und Q =« ä/4 linear interpolieren: 

wenn wir dagegen, was bei dem anfänglichen Verlauf der Kurve in 
Fig. 12 angemessener erscheint, parabolische Interpolation anwenden: 

« ^ l,0o. 

Nun betrug bei Einspannung der Rander der Anfangswert von P für 
1^0 nach Gleichung (1) in § 4: P = 2ß'47cC/h. Danach setzen 
wir für ? = hß, indem wir den soeben gefundenen Korrektionsfaktor 
1,05 hinzufügen: . ^ 

P= 2,3 -^^1,05. 



§ 7. VersnclisergebniBse. 

Das ursprüngliche Ziel dieser Arbeit war, die in der Einleitung S. 115 
genannten und in der Zeitschrift des Vereins deutscher Ingenieure 1. c. 
veröffentlichten Versuche zu klären. Namentlich handelte es sich um 
folgende Punkte: 1) die in unserer Fig. 5 wiedergegebene stark schema- 
tische Gestalt der Ausbiegungsfläche, wie sie in jener Veröffentlichung 
abgedruckt ist, zu berichtigen, 2) die Versuche für den Fall freier 
Drehbarkeit der Ränder zu ergänzen, 3) die experimentellen Knicklasten 
mit den theoretischen zu vergleichen. 

Zu 1). Durch das freundliche Entgegenkommen des Hütten-Aktien- 
Vereins Rothe Erde bei Aachen wurde es mir ermöglicht, mit derselben 
hydraulischen Presse, mit der auch die oben genannten Versuche ge- 
macht waren, einige 1-Profile bis zur Knickgrenze auf Druck zu bean- 
spruchen. Fig. 13 ist die photographische Wiedergabe eines durch punkt- 
förmig konzentrierte Last beanspruchten Trägers von 300 mm Höhe 
(Abstand der oberen von der unteren Flansch kante) und 16 mm Steg- 
dicke. Beim allmählichen Anwachsen der Last, wie es durch die Ar- 
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beitsweifte der hjcIranllBcbeti Presse gegeben wax^ zeigte der Träger 
^atmchit gar keine Verändemngeii, bis bei einef deutlich aasgepTigten 
Belastung die Ausbiegung begaim und dann sebr schnell zmi^hm. Die 
Preij«e wurde darauf sofort außer Tätigkeit gesetzt« die Atisbiegim^ 



FJe- 15. 




n 



hatte an der Stelle gi^ößter Erbebnng bereite den Betrag von einigen 
cm erreicht; die Knieklast betrug 125 OtKJ) kg. Nach welcher Seite die 
Ausbiegung erfolgen würde, war bei diesem und den anderen Versiichen 
nicht vorauszulieBtimnien. Dagegen ließ die Geisetzmäßigkeit der ent- 
stehenden Ausbieguügsfläcbe in allen Fällen erkennen, daß es sich um ^^ 
ein wohl'deiinierteB geometnBchee Gebilde bandelte. ^H 

Die Photogra]ihie zeigt dentliehj daß von einer geradlinigen scharfen ^ 
Begrensiung der Auebeulungs-Figur nicht die Rede ist Vielmehr läuft 
die in der Mitte durch einen helleren Ton sich markierende größte Er- 
hebung völlig allmählich aua 

Ähnlicheei gilt von Fig. 14: Blech von der Höbe 350 mm. Starke 
15j9 mm^ Knicklaat zufällig ebenfalls 125CKX)kg, Die Last wurde von 



Fiff 14 




[der Presse durch je einen Klotz von der Breite 2(X) mm auf den oberen 

[und unteren Rand dea Bleches übertragen. Der Klotz hat sich, worauf wir 

loch zurückkommenj in den Rand des Bleches scharfkantig eingedrückt- 
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Der Vergleich von 14 und 13 zeigt denüich den Einfluß der Rand- 
bedingung (Drehbarkeit oder Einspannung) in der Art der Wölbung 
des Bleches an seinen Rädern. 

Zu 2). Da die in der Ingenieur-Zeitschrift veröffentlichten Ver- 
suche sämtlich mit I-Trilgem^ also unter Einspannung der Ränder des 
Steges ausgeftLhrt waren, so war eine Reihe weiterer Versuche erwünscht, 
bei denen gewöhnliche Bleche ohne Flansche (wie in der letzten Figur) 
ausgeknickt wurden unter der theoretisch einfacheren Bedingung einer 
Festhaltnng der Ränder bei Gewährleistung freier Drehharkeit. Letztere 
Bedingungen waren durch einen geeigneten schweren Rahmen gesichert, 
in den die Bleche eingeschoben wurden. Der Rahmen war in der oberen 
und unteren Mitte ausgespart, so daß hier Druck und Gegendruck auf 
die Ränder des Bleches mittels eines Klotzes von der Presse übertragen 
werden konnten. Der Klotz war bei allen folgenden Versuchen { =» 20 cm 
breit. Auch diese Versuche wurden durch das Entgegenkommen des 
Hütten-Aktien-Vereins Rothe Erde unterstützt und ermöglicht: 



Abmeasangen 


Spez. Dnick 


Knicklast P^ 


in cm 


in kg/cm 


in kg 


h s 


beob. 


theor. 


35 


1,59 


3 930 


125000 


297000 


35 


1,48 


4250 


125000 


240000 


35 


1,49 


4350 


129000 


246000 


35 


1,03 


3160 


65000, 79000 


25 


1,49 


5000 


150000 


385000 


25 


1,03 


3150 


65000 


124000 


14^ 


0,95 


3800 


72 500 


210000 



Die theoretischen Sjiicklasten in der letzten Spalte sind nach der 
Formel 



(1) 



■n A ^ * 



3 1 — ^* Ä 



E 



gerechnet, wo der Korrektionsfaktor rj aus Fig. 12 oder der Tabelle 
von S. 148 zu entnehmen ist und dem Umstände Rechnung trägt, daß 
bei unseren Versuchen die Last über die Länge Z » 20 cm gleichmäßig 
verteilt war. Für den Elastizitätsmodul E wurde 2 lO^ kg/cm* an- 
genommen, für fi der Poissonsche Wert 1/4 eingesetzt. 

Die theoretischen Knicklasten sind durchweg erheblich größer 
als die beobachteten, im Durchschnitt doppelt so groß. Den Grund 
dafar deckt die mittelste Spalte unserer Tabelle auf. Verteilen wir 
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die Gesamtlast P^ im Augenblicke der Knickung gleichmäßig auf die 
Druckfläche von der Größe sl, so ergibt sich ein spezifischer Druck 
pro cm'; welcher durchweg oberhalb der sog. Fließgrenze für Flußeisen 
li^. Letztere schätzt man zwischen 2500 und 3000 kg/cm*, während 
der kleinste der obigen Drucke bei 31Ö0 liegt. An der Fließgrenze 
ändern sich aber die Eigenschaften des Materials von Grund aus. 
Will man hier überhaupt noch von einem Elastizitätsmodul sprechen 
(gegeben durch die Tangentenneigung an die hier erheblich abbiegende 
Spannungs-Dehnungs-Kurye), so ist derselbe sicher nicht gleich 
2 • 10^ kg/cm' zu setzen, wie bei kleinen Spannungen, sondern erheblich 
kleiner. Unsere theoretische Formel muß also mit diesem Wert von E 
erheblich zu große Enicklasten liefern. 

Eine experimentelle Bestätigung dafür, daß bei unseren Versuchen 
die Fließgrenze überschritten wurde, liefert der Anblick von Fig. 14. 
Der die Last übertragende Klotz hat sich hier scharfkantig in das 
Material des Bleches eingegraben, wie es einem durch übermäßige 
Beanspruchung erweichten Zustande desselben entspricht. 

Ganz dasselbe gilt von den in der Ingenieur -Zeitschrift ver- 
öffentlichten Versuchen mit I -Trägem. Auch hier liegen die spezi- 
fischen Drucke durchweg oberhalb 3000 kg/cm^ und steigen sogar bis 
6000 kg/cm^ an. Die zugehörige theoretische Formel, die wir nach 
Analogie von Gl. (1) dieses § mit Rücksicht auf den Schluß des 
vorigen § schreiben können: 

muß daher auch hier erheblich zu hohe Knicklasten liefern, wenn wir 
für E den regulären Wert bei kleinen Beanspruchungen eintragen. 
Die wirkliche Ausrechnung bestätigt dieses. 

Man kann sich die Aufgabe stellen, diesen und den vorangehenden 
Versuchen dadurch gerecht zu werden, daß man die Veränderlichkeit des 
Elastizitätsmoduls mit wachsendem spezifischem Druck berücksichtigt. 
Das mathematische Problem würde dann im Anschluß an Fig. 6 
folgendermaßen umzumodeln sein: Im Gebiete 11 haben wir einen 
anderen Elastizitätsmodul wie in den Gebieten I und III; jener geht 
in die Differentialgl. (II) des § 1 ein und die beiden letzten Übergangs- 
bedingungen (9) sind dahin abzuändern, daß nicht o^u/cx* und d^u/dx^, 
sondern die Produkte dieser Größen in den sprungweise veränderlichen 
Elastizitätsmodul sich beim Durchgange durch x =- ±lß stetig ver- 
halten sollen. Die Lösung dieses Problems führt naturgemäß auf eine 
transzendente Gleichung, welche ähnlich wie GL (13) des vorigen § 
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gebaut ist, aber noch das Verhältiiis der beiden verschiedenen Werte 
des Elastizitätsmoduls enthält Aus dieser Gleichung ließ sich erkennen, 
daß die Knicklast durch eine Veränderung des Elastizitätsmoduls in 
empfindlicher Weise beeinflußt wird. Jedoch schien es nicht der 
Mühe wert, die numerischen Rechnungen unter diesen komplizierten 
Verhältnissen durchzufiihren, weil die Annahme eines sprungweisen 
Wechsels des Elastizitätsmoduls der Wirklichkeit doch nur schlecht 
entspricht. 

Überblicken wir die vorliegenden Versuchsergebnisse, so werden wir 
zusammenfassend feststellen können, daß dieselben den theoretischen 
Ergebnissen in keiner Weise widersprechen, daß sie sie aber auch nicht 
zahlenmäßig bestätigen können, weil die Versuchsbedingungen nicht 
der* theoretischen Voraussetzung eines einheitlichen wohldefinierten 
Elastizitätsmoduls entsprechen. Eine wirkliche Bestätigung der Theorie 
ist nur von Laboratoriurasversuchen kleinen Maßstabes mit sehr viel 
dünneren Blechen zu erwarten, bei denen die Enicklasten erheblich 
niedriger liegen und die spezifischen Drucke die Fließgrenze nicht 
überschreiten. Solche Versuche werden vorbereitet. Es unterliegt 
wohl keinem Zweifel, daß sie die Voraussagen der Theorie in vollem 
umfange erhärten werden. 

Für die Praxis ergibt sich aus diesem Sachverhalt die sehr bequeme 
Folgerung^), daß auf die Knickgefahr bei den Stegen der Walzwerks- 
profile keine besondere Rücksicht genommen zu werden braucht. Denn 
es zeigen sowohl die Versuchswerte wie die theoretischen Erörterungen, 
daß unter den in der Praxis vorliegenden Abmessungen die zulässige 
Grenze der Druckspannungen im Steg früher als die Knickgrenze über- 
schritten wird. Wenn man also die Belastung innerhalb derjenigen 
Grenzen hält, welche der Druckspannung ohnehin gezogen sind, so 
schließt man damit zugleich jede Knickgefahr aus. 

1) Vgl. hierzu auch meine Zusammenfassung der vorstehenden Arbeit in der 
Zeitschr. des Vereins Deutscher Ingenieure 1906, S. 1104. 
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Darstellung der Mannlieim-Darboiixsclien Umschwungs- 
bewegnng eines starren Körpers. 

Von Anton Grünwald in Bubentsch bei Prag. 

Die einfachBte Form der Bewegimgsgleicliimgen. 

Die allgemeinste Bewegung eines starren Körpers C, dessen Punkte p 
sich äUe in Ebenen 11^ eines fest gedachten starren Körpers C^ be- 
wegen, nennen wir einen 

Darboux sehen Umschwung. 
[G. Darboux: Sur les mouvements algebriques, Note EDL p. 352 in 
G. Koenigs: Le^ons de Ginematique professees ä la Sorbonne. Paris 1897.] 

Durch jede solche Bewegung ist umgekehrt eine andere , die sog. 
„inverse" Bewegung bestimmt, welche denselben relativen Vorgang be- 
schreibt, wobei aber der Körper C als fest, dagegen C^ als bewegUch 
anzusehen ist. AUe Ebenen 77^ von C^ gehen hierbei durch die Punkte p 
von C; wir nennen die letzte Bewegung einen 

Mannheimschen Umschwung. 

[M. A. Mannheim: Sur le deplacement d'une figure de forme inyariable, 

dont tous les plans passent par des points fixes, Journal de TEcoIe 

Polytechnique 60. Heft. Jah]^. 1890.]^) 

Wir gehen aus von den Bewegungsgleichungen, welche Darboux 
(in Koenigs Ginematique p. 558) abgeleitet hat. Um Verwechslungen 
Yorzubeugen, schreiben wir alle dortigen Grrößen mit Akzenten, so daB 
diese (dort mit 4) bezeichneten Gleichungen die Form 

z^ = — p — sin -ö" + a; cos -ö* — y sm -ö* 

y[ =■ x' sin 0"' + y' cos 0"' 

z[ = k\a sin d' - h\\ ~ cos ^')] + ^' 
oder nach Einführung der neuen Konstantenbezeichnungen 

'> — — a - -- — — cos ^A I a = a sm -ö-ft cos -ö*« 

h I /a'«-f 6'« ° I 



V 



*ya'»+6'*-fc I - ~ -sin-^o i'-asin*^. 



1) Durch diese algebraische Bewegung werden überraschend viele algebraische 
Kurven in einen einfachen Zusammenhang gebracht, wie die Untersuchung zeigt. 
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und Tausch der Benennung von x[ mit y[ und von x' mit y' die 
Gestalt 
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Xj— a;'co8'ö"'+y'sin'9'' 

yj^-asind"'— x'sinO-'+y'cos'^' 
r,'«68in(^0+ 0"') — ftsin-^o+^s:' 

erhalten. 

Es wäre irrig , aus diesen 
D a r b o u X sehen Gleichungen zu 
schließen^ daß zur phoronomijschen 
Kennzeichnung eines Umschwunges 
drei Konstante ta'6', bzw. ah%^ 
nötig seien; vielmehr brauchen 
wir bei angemessener Wahl beider 
rechtwinkeliger Koordinatentrieder 
nur die zwei wesentlichen Kon- 
stanten a und h zu behalten , wo- 
durch wir die Gleichungen der 
Bewegung vereinfachen. 

Wir transformieren einerseits das in C^ gelagerte Koordinaten- 
system {Xyy'y^z^j indem wir es um den Winkel ^^ um die y^ -Achse 
drehen und um die Strecke h sin ^^ in der Richtung dieser Achse 
verschieben. 



pi = a?! cos -Ö-Q — y\ sin ^^ 
y^ = x[ %m^^ 4- yi'cos-^o 
Nafi =» ifj + 6 sin \ 



/Xj «= — a sinö-' sin-^o + x'cos('9'' — ^^ + y sin('^' — ^^\ 
j/i «-= a sin ^' cos -^o ~ ^' si^ C'^' ~~ '^o) + v' ^'^^ (^' ~" '^o) } > 
j?!- 6sin('^o + '^') + ^' ' 

wobei die Figur 1 bei den Transformationen *)**) zur Versinnlichung 
dienen kann. 

Andererseits geben wir auch in C dem Koordinatensystem {x'y z^ 
die neue, durch die Gleichungen 

x' ^ a sin* -d-^^ -h x cos 2^^^ + y sin 29"^ \ 

**) y ' — a sin -^0 cos -^^j — x sin 2^^ + y cos 2^q j 



So erhalten wir 




x[ « Xi cos-^o + Vi "^-^0 


*) 


y[=^Xj^ sind^Q + y^coB^Q 




z[ = jb?! — 6 sin -^0 


und 





156 Mannheim-DarbouzBche ümschwungsbewegung eines starren KOrpeis. 

bestimmte Lage {xyz) und ziehen statt des alten Parameters ^' den 
neuen 

heran. So ergeben sich die Bewegungsgleichungen 
yi s= a sin^ — 0!; sin^ + y cos d 

in ihrer einfachsten Gestalt, in welcher wir sie zur Grundlage unserer 
Betrachtungen machen. 

Der Umschwung ist periodisch^ d. h. wenn %• sich um 2ä ändert^ 
so kehren dieselben gegenseitigen Lagen von C^ und C wieder. Li der 
Ausgangslage {%• <= 0) fallen beide Eoordinatentrieder zusammen. Die 
iTj -Achse in C^ und die ^r- Achse in C bleiben stets zueinander parallel 
und verschieben sich hierbei — dies sei zwecks der Hervorhebung der 
geometrischen Bedeutung der Eonstanten a und h gleich hier bemerkt 
— in der zu diesen Achsen senkrechten Richtung höchstens um a 

( ± a für 0" -« ± - j und in der Richtung dieser Achsen selbst höchstens 

um 6 (± 6 für ^ = ± ^-) • 

Ist 

I) 6 = a, so soll der Umschwung ein mittlerer, 

II) 6>a, „ „ „ „ „ steiler, 

n') 6<a, w „ „ „ „ flacher 

heißen. Wir können voraussetzen, daB a und h positiv seien, da sich 
dies nötigenfalls durch entsprechende Achsenbezeichnung immer herbei- 
führen läßt. 

Spezialfälle. 

a = und 6 =« führt eine einfache Umdrehung herbei, 
a =• allein (& > 0) einen „vollkommen steilen" Umschwung. 
Im Gegensatze zum Verhalten beim allgemeinen Umschwünge 
(a>0, 6>0) ist bei diesem die Mannheimsche von der Darbouxschen 
Bewegung geometrisch nicht verschieden, d. h. die von den Punkten p^ 
(des Körpers C^ in C beschriebenen Bahnen haben die gleiche Gestalt 
wie die von den Punkten p (des Körpers C) in G^ gezeichneten, beide 
sind elliptisch; und die Ebenen jedes der beiden Körper, C und Q^ 
umhüllen im anderen Umdrehungskegel. 
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Dieser Fall ist besonders leicht durch ein kinematisches Modell zu 
veranschaulichen. Man nehme einen sog.^) ^^ufF am Stifk^', d. h. einen 
Korper mit zylindrischer Bohrung, welcher mit der Fläche der letzteren 
eine kongruentzylindrische Laufstange, den „Stifte, derart umschließt, 
daß er um letzteren gleiten und sich drehen kann, wie ein Ring am 
Finger. Wird nun ein Punkt des Muflfes, d. h. bei der wirklichen Aus- 
f&hrung des Modelles etwa ein an der Innenfläche der Muffenbohrung 
befestigter Nagel, gezwungen sich in einer elliptischen in die Lauf- 
stangenoberfläche eingeritzten Nut zu bewegen, so beschreibt der Mufi 
(oder bei festem Muffe der Stift) einen „vollkommen steilen'^ Umschwung. 

Dieser spielt eine Rolle bei der Anwendung der dualen Zahlen 
Studys auf die Liniengeometrie. ^) 

6 = allein (a > 0) fQhrt zum „vollkommen flachen" oder 
„steigungslosen'' Umschwünge, d. h. zur zykloidalen Bewegung des 
ebenen Eilipsographen (Eoenigs Cinematique p. 165), identisch mit 
der Projektionsbewegung in der x^y^ Ebene beim allgemeinen Darboux- 
schen Umschwünge. 

Bezüglich der Ellipsographenmodelle vgl. die Literaturangaben in 
Reuleaux' Kinematik U. Bd. (Braunschweig 1900) S. 283. Daselbst 
ist in der Figur 224 (Figur 248 S. 318 des L Bandes, Braunschweig 1875) 
Dr. Rieflers Ellipsenzirkel abgebildet. 



Aus dieser Ellipsographenbewegung entsteht der allgemeine Mann- 
heim-Darbouxsche Umschwung durch Hinzutritt einer harmonischen 
Sinusschwingung mit der Amplitude b in der zur Ebene der Ellipso- 
graphenbewegung senkrechten Richtung, z^ (e). 



1) Vgl. die „Darstellung aller Eleinentarbewegpngen eines stazren Körpers 
Ton beliebigem Freiheitsgrad*^ im 52. Band dieser Zeitschrift, Heft 3 S. 229. 

2) Vgl. den Vortrag Dr. JosefGrünwalds bei der Natarforscherrersammlung 
in Heran Sept. 1905 „Grewisse geometrische Anwendungen der dualen Zahlen'^ 
TerGffentlicht im 2. Hefte des Jahrganges 1906 der „Wiener Monatshefte fQr 
Mathematik und Physik'* unter dem Titel: „Über duale Zahlen und ihre An- 
wendung in der Geometrie.** Insbesondere S. 134. 

Eine orientierte reelle Gerade (Speer) erzeugt, wenn sie einem „vollkommen 
flachen" Umschwünge unterworfen wird, eine Begelfläche 4. Grades, bei welcher 
alle Tangentialebenen, die auch den absoluten Kugelkreis berühren, durch einen 
festen imaginären Punkt gehen und also die zu diesem gehörigen Minimalkegel 
berühren. 

Die zu Tier beliebigen reellen Erzeugenden einer solchen Umschwungsfläche 
gehörigen Tangentialebenen an den absoluten Kugelkreis bestimmen auf diesem 
Kegel (im Sinne der gewöhnlichen projektiven Geometrie) ein reelles Doppel- 
TerhUtnis. 
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Wir stellen den Bewegungsgleichongen 1 (» 1/)) des allgemeinen 
Darbouxschen Umschwunges ihre nach xye aufgelöste Form (Ijr) an 
die Seite 

a;i — iccos-O- + y sin^j 

(1/)) yj « a sin-^ — a; sin ^ + y cos 0" 

jer^ » 2) sin <& + z ' 

a?«= asin*^ + aJiCOs-O' — yj sinfrj 

(Ijf) y = — a sin d" cos ^ + a:i sin ^ + yi cos 0* 1 

« — 6 sin ^ + jßf j ' 

weil dies für die Mannheimsche Auffassungsweise der Bewegung ge- 
braucht wird und bemerken, daß unser Winkel d" positiv ist, wenn die 
Drehung von Ci gegen C im Sinne des Überganges von der + o^ zur 
+ y- Achse, oder was dasselbe ist, wenn die Drehung von C gegen Q 
im umgekehrten Sinne, im Sinne des Überganges von (— x^) zu (+ ^j) 
stattfindet. 

Femer fßgen wir die Gleichungen !/> (Im) hei, welche aus den 

obigen beim Übergange von Punktkoordinaten [ ^ j zu homogenen 

Plück er sehen Ebenenkoordinaten ( | — cremäß der Bedingung 

/x u + y V + z w + OJ ^ 0\ ^ .. . ._x T n 1 i. «^ 

( . . ^1 für die vereiniirte Laire von Punkt una 

\x^Ui + y^Vi + z^w^ + s>j = 0/ fb ^ 

Ebene — hervorgehen: 



(i-i„) 



1*1 = M cos -ö" + t; sin -Ö" 
Vj = — M sin -ö" + v cos -ö" 



iv, = 



w 



(Im) 



SJi — ua sin* '9' — va sin-Ö* cos-d- — «76sinO'+ (S 

u — ttj cos ^ — Vj sin #• 

v = Uj sin -d" + ^i cos d" 

w «= u\ 

ST = v^a sin 0" + w^h sin-O* + '(S^ 



{H (u V iff ^) 

des Körpers |^ lim (jeweilig festgedachten) Körper 

J Ci (Bezugstetraeder Uj v^ w^ ©"i) \ 
\C { „ u V w iü)} 
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, -, j sogenannten „olisthoidalen" *) Developpablen (S. 187) i 
emge ^ \XJmdrehungskegel (S. 161)1 

benötigt werden. 

Wir untersuchen die Punkt- und Ebenenbahnen des Darboux sehen 
Umschwunges zugleich mit den durch inverse Bewegungsauffassung 
yerbundenen Ebenen- bzw. Punktbahnen des Mannheim sehen Um- 
schwunges und geben dabei Apparate an, welche in mechanisch bequem 
ausführbarer Weise die Umschwungsbewegung der Körper C^ und C 
gegen einander erzwingen. Diese kinematischen Modelle zur Darstellung 
eines zwangläufigen allgemeinen Umschwunges können selbstverständlich 
auf zweierlei Weise in Grang gesetzt werden; 

entweder, wenn auf C^ gestellt,^ um den D arb ouz sehen Umschwung von C 
oder, „ „ C „ „ „ Mannheimschen „ „ C, 

zu verwirklichen. Willkürlich ist der von uns hier eingehaltene Vor- 
gang, daß wir den von uns gefundenen Hauptapparat (Figur 3) bei 
Zugrundelegung der Darbouzschen Auffassung, dagegen einen für sehr 
flache Umschwungsbewegungeu (b klein gegen a) nötigen Nebenapparat 
(Figur 5) unter Annahme der Mannheimschen Auffassung vorführen 
werden. 

Die Bahnellipsen der Punkte beim Darbouzschen 
und die Eegel-Hüllfläolien der Ebenen beim Mannheimschen Umschwünge. 

Jede Auskunft über die ersteren geben die Parametergleichungen (1/)) 
der Bahnlinie eines beliebigen Punktes p{xyz). Wenn wir dort statt 

1} Gino Loria: ,,Spezielle algebraische und transzendente ebene Karren^', 
Leipzig 1902 achlägt im 1. Bd. S. 224 für die ebenen Parastroiden (Parallelknrven 
einer regulären Astroia, 2. Bd. S. 651) diese Bezeichnung vor, da sie als Hüllkurven 
einer Tom gewöhnlichen ebenen Eilipsographen C mitgenommenen Geraden seiner 
Ebene betrachtet werden kGnnen. (Vgl. S. 189.) Das Wort ^^olisthoidal" ist vom 
griechischen ^^Ue^dvfo^ gleite*' hergenommen, da alle Punkte eines gewissen 
Kreises Sl des Eilipsographen — und daher auch dessen zwei (nicht notwendig 
reelle) Schnittpunkte mit der Geraden selbst — auf Strahlen eines Büschels der 
festen Unterlagsebene gleiten. (Der Kreis Sl mit dem Durchmesser a geht hierbei 
stets durch das Zentrum 0^ dieses Büschels und rollt am Kreise Sl^^ welcher um 
0^ mit dem Radius a beschrieben ist, ohne zu gleiten.) 

Es liegt nahe, diese Bezeichnung auch für die Einhüllenden der Ebenen eines 
Körpers C beizubehalten, dessen Punkte auf Ebenen zu gleiten gezwungen werden, 
wie es im allgemeinsten Falle beim Darb ouz sehen Umschwünge (vgl. S. 187) 
geschieht. 

2) Hier nehmen wir den treffenden Ausdruck Beuleauz' (Kinematik 1. Bd. 
Braunschweig 1876, 2. Bd. 1900) an, um anzuzeigen, daß wir C^ als fest, C als 
beweglich beachten, obgleich in unseren Figuren 8 und 6 die jeweilig als fest 
vozgeführten Körper (in Plattenform) sich oben befinden. 
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sinO und cosd etwa tg— als Parameter einführen wollten^ erhielten 

wir x^y^z^y die Koordinaten der Lage p^ des anfanglichen Punktes 
i) » jP(^»o); rational und vom 2. Grade durch diesen Parameter aus- 
gedrückt. 

Die Mittelpunkte aller Bahnellipsen liegen auf der Achse z^. Die 
Ebene Ily^iu^v^w^V)^ der von p beschriebenen Ellipse^ auf welcher der 
beliebige Punkt p zu gleiten gezwungen ist^ hat eine Gartesische 
Gleichung und Ebenenkoordinaten, welche wir sogleich angeben: 

Die Gleichung ist in laufenden Punktkoordinaten (£^17^ %^y entsprechend 
auf der x^y^e^'kQ)iB^) 



-0, 



1.-^ 


\, Vi-yi, 


5i-^i 


d«, dy, 


dz. 


d9> d»' 


1» 


rf'a:, d'y, 
d*» ' d»* ' 


dU, 


lit Rficksicht auf 






dxt dy, 
d»' d»' 


d*. 
d9 


d*x, d'y. 


«**'. 




d9* ' d»' ' 


d*' 



(— rc sin -ö" + y cos %), ( a cos -ö* — a? cos -ö- — y sin d), b cos ^ 
(— a? cos -ö" — y sin -ö"), {—asind^ + XBm^ + ysind'^ — 6sin^ 
= I y6, - xb, (ax - [x^ + y»]) \ 
die Ebenenkoordinaten von JI^: 

(2—2/,) t«i=6y, t;i=— &a:, Wi«— (x^+y*— aa:), syi=-ier(a;*+y'-ax) 
wirklich von 0* ganz unabhängig, ebenso wie die obige Gleichung 
(61 - Xi)h - (Vi - yi)bx - (t, - z,){x^ + y' - ax) = 0. 

77^ bleibt dieselbe Ebene für alle p^ wie für die Ausgangslage p {x^ » Xf 
jfi — y, B^^ z entsprechend d' = 0), daher ist ihre Gleichung für |)(^=o) 

(61 - :c)6y - (i?i - y)&^ - (fi - ier)(rp» + y* - ax) = 0. 

Um die so analytisch bestimmte Zuordnung der Punkte p und der 
Kbenen 11^ für die Ausgangslage {%• = 0) der beiden Körper C und Cj 
^^K^m^trisch zu deuten, beachten wir, daß die Ebene 77^ stets das aus p 
«tf die fj-Achse gefällte Lot po-^^ enthält; o{%^ = ly^ « 0, g^ = z) ist 
^ fiilipsenmittelpunkt; um das Lot ^ dreht sich 77^, wenn man f 
W £>e«i^m Lote anderswo annimmt, und zwar berührt 77^ hierbei stets 
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ein gleichseitiges hyperbolisches Paraboloid ^ mit der eiaen Scheitel- 
geraden S), dem Scheitel (Zentralponkt) auf dem Zylinder Sl 

nnd der, neben der ;efi -Achse {^) noch Ton 5D getroffenen Kante J 
/|i == ~rjr~« y ^1 ** 1 ■ t ) dieses Zylinders als Scheitelgeraden ; die 

Yerteilnngskonstante aller dieser Paraboloide ist b, d. h. ^ ist kongruent 
mit dem Paraboloide ^^i 

(li-«)Si + H-o, 

welches for die Punkte p^ der rp^-Achse (S)^) dieselbe Rolle spielt, wie 
^ fdr die Punkte p von 3), und außer 3)^ die zu ^ diametral gegen- 
überliegende Kante ^o(Si "^ ^f Vi^ ^) ^^^ Scheitelgeraden hat. (In 
der später nötigen Figur {2d) ist Ä durch die Spur iö(^=,o)> femer 
z^^=^ /f und ^0 angedeutet.) Um das Behauptete einzusehen, erwäge 
man, daß C (und damit 3), S)^) aus der Anfangslage («d- = 0) iu die 
Xachbarlage übergeführt wird durch eine Schraubung mit Achse J^ 

und dem Parameter (^j ^ = 6(co8'9-)5s=so = 6 iind daß die Ebenen Tl^ 

der Punkte jp Ton ^ jene Ebenen siud, welche 3) mit dem Translations- 
strahle des betreffenden Punktes p verbruden. 

Um also zu einem beliebigen Punkte p der Ausgangslage (-9- = 0) 
die Ebene /7|, auf welcher er beim Darboux sehen Umschwung zu 
gleiten hat, zu bestimmen, schaffe man $o(3)o, d^ nach der durch (3), 
A) bestimmten Lage 5ß, für |? wie für jeden andern Punkt von ® gibt 
dann die Tangentialebene von $ auch die zugehörige Ellipsenebene 
n^ an. 

Durch Umkehrung der Gleichungen (2/)) ist zu jeder Ebene 
/7i(tii»j«?it!7i) der Punkt p{xyz) gemäß 

^ '^ \ Uf + Vf ' ^ ^f + ^! ^'^l ' 

ebensogut bestimmbar als analog unserem oben eingehaltenen Wege 
direkt aus den Gleichungen (Ijr). Letztere geben in Parameterform bei 
Ebenenkoordinaten die Gleichungen des bei der Mannheimschen Be- 
wegung von einer beliebigen Ebene 77^ eingehüllten Umdrehungskegels 
in C mit dem Scheitel p und einer zur M;-Ebene senkrechten, d. h. stets 
zur j^-Achse parallelen Drehachse. Die Gleichungen (2m) beantworten 
die Frage nach dem Scheitel p des von JTj umhüllten Kegels. 

Sei ® die in 11^ gelegene senkrechte Transversale von zfi (^^i -Achse) 
und J die, außer von ^ noch von ® getroffene Kante des Zylinders Ä, 
so braucht man nur das Paraboloid ^^ in die durch (3), z/) bestimmte 

ZeitMhrifl f. Mathematik a. Physik. 54. Band. 1906. S.Heft. 11 
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Lage ^ zu bringen^ um im Berührungspuiikte von 77^ mit Sß schon 
den Scheitel p des von 77^ umhüllten Kegels zu sehen und zu erkennen, 
wie p auf 3) wandert, wenn sich 77^ um p dreht. — 

Alle Punkte p führen beim Darbouzschen Umschwünge auf 
ihren Ellipsen harmonische Schwingungen aus, d. b. solche, die sich 
als Parallelprojektionen Ton gleichförmigen Kreisbewegungen auffassen 
lassen, wenn man ^ als Zeit ansieht. Den Ellipsenmittelpunkt, welcher 
die Projektion des Punktes P{&^o) auf die jS^ -Achse ist, nannten wir o; 
zu jedem Ellipsenhalbmesser op{9) ist der konjugierte einfach op, ^,. 

(*n) 

Er gibt in Größe und Richtung die Qeschmndigheit des Punktes p{^) 
an; op^^^^n) = — op» stellt dann ebenso die Beschleunigung des 
Punktes p» vor. Es gilt nämlich zufolge den Gleichungen (1/)) 
dx^ dy^ dz^ 

wenn wir durch die Ausdrücke in den Klammem andeuten, was in den 

dabeistehenden Größen statt %• einzusetzen ist. 

Anm. Bezüglich der Bestimmung von p.. zu p =«i?(^=o) und damit 

\V 
der BahneUipse jedes Punktes p aus hmjugierten Halbmessern s. auch 

S. 165 Anm. 

Obergang zur kinematisolien Bestimmung eines ümscliwunges. 
In der Figur (2/)) skizzieren wir einige, verschiedenen O'-Werten 
(z. B. 0, -Ö", d', d'f ~\ entsprechende Lagen des in C eingelagerten und 

beim Darbouxschen Umschwünge mit C bewegten Bezugstriederß 
0(xyg) gegen das in C^ angebrachte feste System 0^(x^yiZj). Die 
Übersicht dieser Lagen gewinnen wir durch Beachtung der Bahnlinie Ji 
des Anfanges 0(0, 0, 0) und der Ellipse ?l des Punktes Ä{a, 0, 0) der 
ic-Achse. Letztere hat zufolge den Gleichungen (!/>) 

?l{iCi =« a cos-Ö-, ^1 = 0, 2?! = 6 sin -9-} 

den Mittelpunkt 0^ und die Scheitel A^ =- ^^«o)(a, 0, 0) und £^{0, h, 0)^ 
während die Bahnellipse des ersteren zum Durchmesser z/| 

^(o?! — 0, ^1 « a sin-Ö-, e^=-b ain^) d. h. (x^ = 0, by^ — ag^ - 0) 

in der y^z^-Ehene zusammengeschnürt ist, wobei die Gerade zi^ mit der 
jgr^-Achse den durch 

(3) tgV = f 



Von Amton Grunwald. 
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bestimmten Winkel t einschließt. Für jeden Wert von d' ist nun die 
Lage O^Ä^ der Strecke OA, welche sich dort auf der ar^y^-Ebene 
orthogonal nach O^A^^ projiziert^ unmittelbar zu erkennen und damit 
auch die Lage der auf O^A» fallenden Achse x», der durch 0.<^ zu e^ 
parallelen Achse z^, sowie der zu den beiden letzten senkrechten 
Achse y^. 

Aus der Bew^ung der Projektion O9A'» ist zu entnehmen, daß 
der Kreis Ä der a:y- Ebene über OA als Durchmesser, wenn wir ihn 

Plg. %D. 




Ton Oul in die O9A9 entsprechende Lage SI9 mitgeführt denken, eine 
Projektion Sl^ auf die x^tfi-Ehene hat, welche ohne zu gleiten am Kreise 

Ä,(a^ + y» = o«) 

der x^y^ -Ebene mit dem Mittelpunkte 0^ und dem Radius A^^ a 
abrollt; der Punkt Z(;^=,o)(a; = a cos*«, y = acosasina, ir = 0) der 
Ausgangsl^e Ä(^=o) gelangt nämlich bei seinem Umschwünge um ^ 
auf seiner Ellipse 2 zufolge Gleichung (!/>) nach L^ix^^acoB^, 
yi — asin^, z^^bBind), falls der auf Ä yeränderliche Parameter a 
gleich dem nachher gewünschten d' gesetzt wird, so daß sich £^ nach 
ij, dem nachherigen Berührungspunkt von Äi mit ß^ projiziert. Die 

11* 
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Bogen AL auf Sl einerseits ond Ä^L[ auf U^ andererseits sind gleich, 
weil die zugehörigen Zentriwinkel sich wie 2:1, also umgekehrt wie 
die Radien verhalten. Wenn wir Ton jetzt ab mit Sl und A^ die 
senkrechten Ereiszjlinder selbst bezeichnen, welche über der betreffenden 
Basis sich erheben, und sich anfänglich, filr «d* => 0, entlang der Kante J, 

Fig. IM. 




Bewegung des Koordinaien-Trleden beim Mannheim sehen Umschwünge. 

berührten, so sehen wir die Darboux-Mannheimsche ümschwungs- 
bestimmung vor uns, nämlich die Zwangsfühnmg von C an C^ (oder 
umgekehrt) durch das AneinanderabroUen zweier Umdrehungszjlinder ß 

(von C, mit dem Radius - j und Sl^ (von C^, mit dem Radius fl), 

welche sich von innen stets entlang irgend einer Kante berühren, 
wt»nu hierbei ein Punkt (etwa 0) der Peripherie des inneren Zylinders ß 
^\\i oiiiem schiefen (gegen die Zylinderachse unter dem Winkel ^ g^ 
MiM^ti^u^ Durohmesser des äußeren Zylinders Sl^ (0 auf ^j) zu bleiben 



Von Akton Gbünwald. 165 

gezwungen wird und ein Gleiten der Zylinder an einander nnr in der 
Richtung ihrer Erzeugenden gestattet wird. 

Alle Punkte Zf der Peripherie von Ä beschreiben beim Darboux sehen 
Umschwünge in C^ Ellipsen in Ebenen durch die Drehachse g^ Ton 
^ und zwar die auf einer Erzeugenden zi Yon Sl gelegenen gegen 
einander parallel verschobene Ellipsen-, von all diesen sind nur die von 
Punkten der Kante ^ (anfänglich auf e^) beschriebenen zu (gleich- 
laufenden) Durchmessern J^ der Ebene y^z^ zusammengeschnürt. Außer- 
dem bleiben allerdings auch die unendlich fernen Punkte aller zu ß^ 
senkrechten Geraden auf einem Strahle. In der inversen Auffassung 
ergibt sich: 

Beim Mannheim sehen Umschwünge hüllen alle Durchmesser- 
ebenen von A| Kanten jJ des Zylinders Sl ein, alle übrigen zu diesen, 
d. h. zur Zylinderachse parallelen Ebenen infolgedessen Kegel, die zu 
Zylindern um die betrefifenden Kanten d von Sl als Umdrehungsachsen 
geworden sind. Diese d sind als die einzigen Zusammenschnürungen 
der Mannheimschen Hüllkegel (hier eben Hüllzylinder) anzusehen, 
analog wie bei der Darbouxschen Bewegung sich nur die zu d^ 
parallelen Durchmesser z/^ der y^j^^-Ebene als Zusammenschnürungen 
von Ellipsen ergaben. 

T^. 7 .. ^ Ellipsen jd. , Darbouxschen ^t 

Die eusammengeschnurten TT^,,f, , \ des ^r ^ - \. Um- 

HüUkegel J Mannheimschen 

, . ^ IT», -1 Punkten , als Kante J , 

schwumres gehören als Bannen zu den ^, der . . des 

® ^ Ebenen Achse 

„ -. - Sl auch ^ genannten ^ * i 

Äi' der anfänglich auf fallenden z^/ 

Anm. Wie aus dem AbroUvorgang folgt, hat der oben (S. 162 Anm.) erwähnte 
Punkt p /^* von den Kanten d^ /^v und -<^/^\ , d. h. von den Geraden ^/^-.q\ («x -Achse) 

W («) \V 

undZ, . genau die gleichen, nur um — gedrehten Entfemimgen, wie P^^s^o) ^^ 

(t) * 

ziehungBweise von d^ und d^ (r^ -Achse); im Sinne der fj -Achse gemessen, ist 
Päj^x um h höher als p^^^^y 



6) 



Die Instantan-Schrauben des Umschwunges. 



Denken wir uns %■ als Zeit, so werden beim Darbouxschen Um- 
schwünge in jedem durch %^ fixierten Augenblicke alle Punkte p^ des 
bewegten Körpers C um die auf dem Zylinder Sl^ gelegene Achse 

D» (in der Figur 2d durch Zi(^=o) = L9] x^ = acos^, Vi^a sin -9-) 
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der instantanen Schraube A^ mit dem Parameter^ der ^^Steigong^ (nacb 
Zindler, s. dessen Liniengeometrie in der Sammlung Schubert, 1901) 

fj^fccos^ 

und der Winkelgeschwindigkeit 1 geschraubt. 

Bei der Mannheim sehen Bewegung dagegen die Punkte p^^^ des 
Körpers C^ um die auf Sl gelegene Achse 

J^ (durch Z(^=o) = A^j a? = a cos* -9-; y =- a cos ^ sin -9-) 
der Instantanschraube A^^ Ton der Steigung 

-— SS — 6 cos -Ö-, 
av 



Die Geschwindigkeiten 



\d»^ d»' d»)\ ^ P<, C 

) aller Punkte ^ von ^ 

/dx dy dz\\ Pi^ t, 

\d»^ d^' d^j] 

beim ,, . . , Umschwuncre (auf den Tamrenten ihrer Bahn- 
Mannheimschen ° ^ 

linien) in diesem Augenblick sind — als Ergänzungsstrecken der Null- 
blätter, der Graßmannschen äußeren Produkte p^ ,^ | von | 

bezüglich { .^ [ — senkrecht zum Lote aus dem betreffenden Punkte 

auf die Instantanachse { ^^f- 

Alle Punkte dieses Lotes haben Gresdiwindigkeitsstreeken, welche auf 
Translationsstrahlen der augenblicklichen Schraubung liegen^ also die 
Begdschar eines gleichseitigen hyperbolischen Paraboloides mit der In- 
stantanachse als der Scheitelgeraden unter dieser Schar und der Ver 
teilungskonstante ^j^ ^ ^^^ ^ erfüllen. 

In jedem Augenblicke liegen also jene Punkte, deren Geechwindigkeits- 
richtnngen einen bestimmten beliebig anzugebenden Winkel % mit der Achse ii(') 
einschließen, auf einem ümdrehungszy linder um die Instantanachse, welcher 
den BadiuB 

h cos ^ tg ;|r 

und dementsprechend beim ., , . , Umschwünge die Gleichung 
*^ Mannheimschen ° 

r(«i— acos ^)« -f (yj — a sin d)* = 6* cos« ^ tg* a; 1 

\{x — acos*d)* + (y — a cos'0'8in'0')'«=6*cos*^tg*;j j 



1) Vgl. S. 162. 
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P z 

hat. ^ Jene Punkte ^ z. B., welche im Aufirenblick d" auf die * -Achse kommen, 

haben dort die gemäß 

|tga; = ±fßec^ I 

tg 2 = ± ^ , d. h. zuf. Gleichung (8) = ± tg -^ , % konstant = dt 'V^ J 

geneigten Geschwindigkeitsrichtungen. Daß beim Mannheim sehen Umschwünge 
ffir die auf die zr-Achse^ z. B. nach 0, gelangenden Punkte stets x^dt'^ bleibt, 
kann uns nicht wundem, da wir wissen, daß dort stets die schiefen Durchmesser J^ 
Yon Sl^ hindurchgehen, z. B. J^ durch den Anfang unter stets d" gemäßer 
Drehung um die fr-Achse, was wir bei unserem Nebenapparate (Figur 6) ausnützen 
werden. 

Direkt nach der oben erwähnten Vorschrift zur Bewegung der 
Zylinder H und Sl^ ein kinematisches Modell zu bauen, wäre ebenso 
unbequem als überflüssig. Wir gründen vielmehr die Konstruktion bei 
unserem 

Hauptapparat, Figur 3, 

auf die Beobachtung, daß beim Darbouxschen Umschwünge, den wir 
jetzt bevorzugen, 

1. Die Achse S (ic - 1, y = für «• = o) des Zylinders ß, den 
Umdrehungszylinder 91 (^ + y ! "" ^ ^^ die xfi-Achse mit dem 
Radius ^ beschreibt, wobei die Bahn z. B. ihres Punktes 
J^(|, 0, für d = 0) die EUipse 9l(a;i = | cosö-, yi = |sinÖ-, 
^1 =» 6 sin •9' zufolge den Gleichungen {1d)\ ist und 

X = -— == Qj 

y =■ für -9- == 0] , gelegen in der Durchmesserebene ^^^ von Ä, 

Kreise zeichnen, z. B. der Punkt B(^^^* = 9, 0, für ^ = o), 
welcher auf dem Durchmesser OA von Sl unter dem Abstände q von 



1) Von der Richtigkeit dieser Angaben z.B. beim Darbouxschen Umschwünge 
kann man sich auch direkt aus tg*x= .^ . i — — überzeugen, wenn man 

die Qleichungen (1) berücksichtigt. 
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a?i « -— — coad, 
y^ a. ?LZI — sin -9-, z^^h mid\ mit dem Radius 



2a 

Wir haben gerade den Umdrehungszylinder 91 und die Kreisbahn 9i 
aufgesucht, weil Führungen im Kreise am leichtesten mechanisch an- 
zubringen sind. In die Figur 3, wo die y^je^j -Ebene durch 0^ ak 
Zeichenebene gewählt ist, so daß wir die a;i-Achse durch 0^ zu ihr 
senkrecht denken müssen, haben wir alle Bestandteile nicht in ihrer 

Stellung für ^ ^0^ sondern fär «d* » — eingetragen, da sie dann in 
dieser Ebene zu finden sind: Der Punkt N , . (0, ^, ft), kurz N,^. 

(*=f) ^' ^ '' © 

genannt, und mit ihm die Achse fi ,^. des Zylinders Sl, . ; ebenso 
0, — 2 = — (p — a), h\ und mit ihm K, Vgl die 

Figur (2/)) mit der Figur 3, wo 6 «=- a ]/2 gewählt wurde. 

Ein bestimmtes Verhältnis von a nnd h für die Figur 3 anzunehmen war 
nötig. Wir wollten nicht den Grenzfall I des mittleren Umschwunges (d^^a. 
Tgl. S. 166) annehmen, da er sich durch Spezialisierxmg ohnedies ergibt; auch 
wollten wir nicht gleich an erster Stelle einen flachen Umschwung 11' (6<a)r 
weil wir für sehr flache ümschwungsformen ohnedies später einen Nebenappaiat 
(Figur 5) anzugeben haben; so ergab sich die Wahl eines steilen Umschwunges IT 
fflr die Figur 3. Entsprechend & = a 1/2 ist dort ^ := ^a. 

yi =« ^1 ~2~5~/ ^®® ^^^ ^ beschriebenen 
Kreises mit der a;;er-Ebene ist durch 

bestimmt; sein negatives Zeichen beim steilen Umschwünge steht damit 
in Zusammenhang, daß die Ebenenspur in der Zeichnung von der dort 
ersichtlichen Geraden J^ (Schnürellipse, Bahn von 0) durch die je^i-Achse 
getrennt ist. 

Dies ist beim flachen Umschwünge keineswegs der Fall, während beim 
mittleren R mit Ä, die Kreisbahn von R mit dem sich für ft-^a ergebenden 
Kreise 91 (S. 162) zusammenfällt, so daß die Kreisebenenspur zur «^ -Achse selbst, 
tp aber zu Null wird. 

tp behält die Größe und ändert nur das Zeichen beim Übergange zu einem 
flachen Umschwünge mit dem reziproken Verhältnisse der Konstanten a und b. 
In der Figur 3 ist gemäß 6 = a y2, tg q? = — J y2 imd sin 9 « — \. 
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Wir geben unserem Apparate die Gestalt eines Doppeltischchens 
mit den zwei parallelen Tischplatten^ oben Cj, unten C^ um ihn bequem 
auf den ersteren oder den letzteren Körper stellen zu können^ je nach- 



Fig. 8. 




dem die Darbouxsche Bewegung von C oder die^annheimsche von 
Cj voUführt werden soll. Bei der Beschfeibung'^des Hauptapparates 
bevorzugen wir die erstere Auffassung. 

Um vor allem der obigen Forderung (1) (S. 167) zu genügen, 
stecken wir an C die zylindrische Laufstange C — mit der Achse S 
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— fest, welche in einer entsprechenden glatten Bohrung der Trommd C, 
sich um £ drehen und längs £ verschieben kann, wahrend diese die 
Stange C muffartig umschließende Trommel C, selbst ein Körper in 
Form eines Doppelkegels um die jef^-Achse ist. Diesen betten wir in 
einem Doppeüconuslager von C^ — genauer gesagt, in den Ton Cj 
herabhängenden Seitenstücken C[Cij die nnten den Doppelkegel der 
Trommel ringförmig umschließen — derart ein, daß er seinerseits sich 

gegen Ci(CiCD ausschließlich um die im Parallelabstand — von S be- 
findliche Trommelachse z^ drehen kann. Bisher hätte C{C') gegen Cj 
den Preiheitsgrad III durch Vermittlung der dazwischen gelagerten 
Trommel C, allein; der Geraden Ä aber ist unbeschadet der noch an- 
bringlichen Einschränkungen die Bewegung auf dem Zylhider SU um die 

j9^-Achse mit dem Radius — (Exzentrizität der Trommelbohrung) ge- 
sichert. 

Um noch der Forderung (2) gerecht zu werden, bringen wir an 
der Stange C in einem Abstände von der Platte C, welcher 26 um 
mehr als die (in der ^er^-Richtung gemessene) Trommelhöhe übersteigt, 
einen Seitenarm C" an, welcher bis zu einem Punkte JB von K reichen, 
sich also in einem der Entfernung von Ä bis K, der sog. 

(6) Armlänge I^NR^q-^^^ 

entsprechenden Maße in der zu 9, senkrechten Richtung seitwärts aas- 
strecken muß. 

{ In der Figor 3 ist gemäß & » a ]/2 , ^ >« |a und l^^a.] 

Wenn wir nun den von Ä um die Armlänge ^ = 5— abstehenden 

Punkt R des Armes C" mit Hilfe einer Kurbel C^ um den Mittel- 

pimkt 0^ auf einer Kreisbahn mit dem Radius p = ^-~' — in der 

ßt 5t , 

Ebene y^ =» ^1 tgg? herumführen, wobei tgy = — «"r" genommen werden 

muß, so ist C gegen C^ zwangläufig im Darbouxschen Umschwung 
beweglich gemacht. 

Es ist nützlich, von def in der Figur 3 dargestellten Lage (^=s^\ ans die 

Stellungen des Armes NB (auf der Geraden OÄ, ONÄB sind mit [C'C'C] ßtarr 
verbunden zu denken) an der Hand der Figur 2/> durch die Zwischenlagen bis 
zur Stellung <& «=» zurückzuverfolgen. 

Die Trommel C^ dreht sich um denselben Winkel d" um die 
XTj-Achse wie die den Punkt R in Kreisbahn führende Kurbel Cj, wenn 
letztere etwa beim Knopfe C^ gefaßt und in ihren bei 11 in C[ und C^ 
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angebrachten Lagern gedreht wird; deshalb kann man diese Körper C^ 
und C, mit entsprechenden konischen Friktions- oder besser Zahnrädern 
CJ bzw. C3 versehen, welche an- bzw. ineinandergreifen und die Brauch- 
barkeit des Apparates auch bei erheblicher Reibung an den Qleitflächen 
yerläßlich wahren, was bei derartigen kinematischen Modellen sehr in 
Betracht kommt. Statt C^ kann man auch die Trommel C^ etwa beim 
Knopfe C^ fassen und drehen. 

Die Kreisfohrung des Punktes 22 durch die Kurbel C^ könnte 
durch ein Kugelgelenk um den Punkt R (am Arme C") als Gelenk- 
kopf geleistet werden, wenn eine mit der Kurbel C, yerbundene und 
22 passend umschließende Gelenkpfanne im Kreise 9{ mitgefuhrt würde. 
Da aber diese Pfanne, damit sich der Apparat während der ganzen 
Periode und deren Wiederholungen nicht spreize, doch um die in der 
Figur 3 angedeutete Achse c drehbar an C3 gelagert werden müßte, 
was doch schließlich auf die Einfügung eines Hilfskörpers Cq zwischen 
C"{C'C) und Cj hinauskäme, wählen wir 
diesen yermittelnden Körper lieber als schiefen f% 

Gar danischen Kreuzkörper Cq, ]p? . ^^^<''^^^lßm 

wie ihn etwa die Figur 3 a von verschiedenen ^ l i Tili^^ 
Seiten darstellt, d. h. als Körper in Spulen- k b<. v3F^r> 
form, dem erstens eine in ihm angebrachte I^w^Jh ^^SJ^Jh 
zylindrische Bohrung, welche c umschließt | W 

und enger als der benachbarte Teil von C^ KqJLv' 

ist (um ein Gleiten in der Richtung von c '^ 

zu verwehren) die Drehung um die Achse c 

gestattet, während zweitens der konische Teil C^ von Cq im Seiten- 
arme C" {C" ist fest an C und C!) derart eingelagert wird, daß dem 
Kreuzkörper Cq (sammt C^) auch gegen C" die Drehung um die 
Achse K ermöglicht wird, aber keine andere Bewegung. 



Nebenstellungen. 

Für die in der Figur 3 gezeichnete Stellung des Apparates für einen steilen 
Darb DUZ sehen Umschwung 

(II) (6«oy2, P = ia, tg9--i)/2, siny i, l^a) 

würde es genügen, den konischen Ansatz Cq starr mit C^ verbunden zu lassen; 
um aber mit demselben Apparate auch einen mittleren Umschwung 



{h^a^Q, qp-=0, 1=1), 
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ja auch noch einen flachen in einem Beispiele veranschanlichen zu können, etwa 

(H') (^ = :^' ^==*^' tg^^ + il^, sinqp = + i, J^J, 

ans a und b zufolge Gleiclmng (4), (6), (6)) 

kann man Cq (Figur 3 und 3 a) von C^ abtrennen und mit Seitenbacken Teraehen, 
welche in entsprechenden Ausnehmungen an der Spule G^ eingelegt und durch 
zwei seitliche Schrauben in verschiedenen Stellungen befestigt werden können. 
Diese Ausnehmungen sind derart erweitert zu denken, daß Ci an C^ auch in den 
ffir I und II' passenden Lagen festgeschraubt werden kann. Die erstere hiervon 
ist in der Figur 8a links dargestellt, wo c senkrecht zur Zeichenebene zu 
denken ist. 

Damit auch die Einstellung der übrigen Bestandteile des Apparates für I 
und n' ausgeführt werden könne, versehe man den Konus Ci mit einer ihn un- 
mittelbar umfassenden Hülse Co', welche samt dem in ihr steckenden Kreuz- 
körper auch (statt bei II) an den mit I bzw. 11' bezeichneten Stellen des Seiten- 
armes C eingeschraubt und dort durch die Gegenmutter C" befestigt werden 
kann, falls man nicht C selbst in yerschiedenen Lagen an C anschraubbar ge- 
stalten will. 

Der Kurbelkörper C, muß bei diesen beiden Nebenstellungen I und II' aas 
den mit II bezeichneten Lagern an C^ und C^' herausgenommen und in die Neben- 
lager I und n' daselbst eingelegt werden (Letzteres Lagerpaar, 11', könnte wohl 
durch Annahme einer um n gedrehten TrommelsteUung in der Anfangslage über- 
flüssig gemacht werden, wir tun dies aber der Übersichtlichkeit wegen nicht.) 

Femer ist es für diese Nebenstellungen nötig, auch die L&nge p, die Ent- 
fernung der Spulachse c von 0|, anders einstellen zu können. Zu diesem Bebafe 
braucht nur der TT-fÖrmige Teil der Kurbel C, als in verschiedenen Lagen gegen 
den übrigen Kurbelkörper einschiebbar konstruiert zu werden, so daß die mit I, 
bzw. n' bezeichneten Punkte des TT-fÖrmigen Kurbelteiles an die dort mit 11 be- 
zeichnete Stelle rücken, wo man sie am übrigen Kurbelkörper festzuBchrauben hat. 

Auch sind bei den Nebenstellungen andere ZahniUder statt Ci und Ci vx 
verwenden. Bei I, wo die obigen B&der außer Wirksamkeit gesetzt sind, aber 
belassen werden können, wären als eigentlich wirksame Zahnräder (C^')i ^^^ i^s^i 
— in der Figur 3 durch gestrichelte Linien angedeutet — anzubringen. Bei 11', wo 
die obere Platte von C^ etwas emporrücken mußte, was wir der Raumersparnis wegen 
in der Figur unterließen, würden allerdings die statt C^ und Ci' anzubringenden 
Bäder etwas groß geraten; es könnten aber die alten dennoch belassen werden« 
falls man etwa an C[ zwei neue konische Hiifsrädchen passend einfügen wollte. 

Der Hanptapparat für andere Werte von a, bei der gleiolien Konstanten b. 
Für sehr flache ümBchwungsbewegungen (6 klein) versagt unser 
Konstruktionsprinzip, da die Annlänge i — ö" ^^ klein wird; deshalb 
werden wir später nnsem Nebenapparat (Figur 5) nach einem anderen 
Plane aufbauen.^) Vorher wollen wir aber noch die Veränderungen 

1) Den Ersatz für a = haben wir schon S. 167 als „Muff am Stift mit Nagel 
in Ellipsenführung'^ angegeben. 



Von Anton Gbünwald. 



173 



Flg. 4. 



Ton l, Q und q> auch graphisch yerfolgen, welche bei demselben a, 
d. h. bei gleicher Exzentrizität der Trommel C, unseres Hauptapparates 
die Annahme eines ge- 
änderten Wertes h* statt b 
im Gefolge hat und so 
den geometrischen Inhalt 
der Formehl (3) bis (6) 
überblicken; deshalb legen 
wir unsere Figur 4 an, 
welche die verschiedenen, 

aber stets für ^ =» ^ 

genommenen Stellungen 
N* U* des Seitenarmes 
^\n\^/n\ (J^^ der Länge l, 

auf dem Seitenarme C" 
der Stange C gedacht) 
bei anderen Werten 6* 
von b angibt. 

Aach für imsere obigen Nebenstellungen I und 11 ' sollen die entsprechenden 
Armlagen NR eingezeichnet werden. 

Diese gegen die Figur 3 im halben Maßstabe gehaltene Figur 4 
ist einfach, da hierbei nI^^ bj auf der Parallelen Ä fj/^ = jj zur 

2 

l = 2^ j mit dem Brennpunkte 0^ 

und der Scheiteltangente ^(y^ = jj, der Direktrix Z^ /Ort der in Ge- 
raden zu führenden Punkte , y^ = a\ bleibt. Ä^ rückt mit 




2 



") 



wachsendem Werte von b auf der jßfi-Achse empor. 

Für jeden beliebigen Wert 6* von b haben wir bei konstantem a, 

d. h. mit Beibehaltung der Trommel C, — von der Exzentrizität — — 
den Hauptapparat derart aufzubauen: 

Wenn wir die — nötigenfalls zu verlängernde — Stange C 
/welche wir uns der Einfachheit wegen jetzt als bis zum Punkte N^ 

\ 3 

reichend vorstellen wollen, so daß der Seitenarm C" dort rechtwinkelig 
nach R^ hin abbiegtX in der Trommelbohmng so weit emporschieben. 
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daß N^ nach N* gelangt, wo N* über y^ um die gewünschte Kon- 

1 
stante b* emporragt, haben wir den Seitenarm C"* stets bis zum 

Punkte R^ der Parabel h rechtwinkelig von C abbiegen zu lassen: 

Z* «= Führen wir nun R* im Kreise um 0. in der zur Zeichen- 

aa ^ 

ebene senkrechten durch O^R* gelegten Ebene, so führt C (mit C\ 
woran C unten angebracht ist, und mit C") — unter schon er- 
zwungener zum selben Winkel d' gehöriger Zwangsdrehung der 
Trommel^), in deren Bohrung sich C unter Drehung auch hebt oder 
senkt — einen zu den Eonstanten a, b* gehörigen Darbouzsclien 
Umschwung aus. Der Leitstrahl O^R* der Parabel erhält nämlich 
hierbei die ihm zukommende Länge 

^ 2 "•■ 2o "" 2a ' 
und er schließt mit der jer^- Achse den gehörigen Winkel 9)* ein, dessen 

ist Der Punkt 0*, wo der — in der Figur nach rechts über S* 
hinaus verlängert gedachte — Arm C" die Direktrix der Parabel h 
trifft, ist die extreme Lage 0* des (für >& » mit 0^ zusammen- 
fallenden) Punktes auf seiner geraden Bahn ^j*, welche mit der 
z^- Achse den Winkel ^* einschließt, dessen 

ist. 

-4* ist jener Punkt des Armes, welcher die Ellipse Ä* um Oj in 
der x^ei'Ythene mit den Halbachsen a, b* zeichnet. 

Jedem Falle 11 entspricht ein Fall 11' mit entgegengesetzt 
gleichem tp und dem umgekehrten Verhältnisse der Eonstanten a und h. 

Für n* (a, 6*) wurde der so zugeordnete Umschwung 11*' (a, 6*'*=|i) 

wegen Raummangel in der Figur 4 nicht angedeutet. 



1) Trotzdem der Zwanglanf auch ohne die Zahnräder theoretisch gegeben 
ist, wäre es der Reibnng wegen nicht rätlich, einen Apparat ohne diese oder ein 
Äqniyalent, z. B. nachhelfenden Trommeltrieb dorch TransmisBionsriemen Tom 
Eurbelkörper her zu bauen. 
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Der Nebenapparat (Figur 5), 

vorgeführt bei Darstellung des Mann heim sehen Umschwunges. 
Schon oben (S. 165) haben wir die Analogie der Rolle der Ge- 
raden d^ — in der y^xTi-Ebene (uj) unter dem Winkel ^=-arctg|^ 
gegen die jgr^-Achse — beim Darbouxschen und der Kanten J des 

Fig. 5. 



&\ ä\ zf 




tAwwfefigg" 



Zylinders Sl beim Mannheimschen Umschwünge henrorgehoben. Die 
5 f Punkte der Kanten J des Zylinders Sl\ ... , . 



1 Ebenen durch die Geraden ^^ {av^ + hw^^(S)\ 

I Darb oüx sehen \ tt i i | Ellipsenebenen -^i) ^ 

iMannheimschen) " 1 Kegelscheiteln p J' 

[jeder] , ,r Punkte! . . , ^ , f^ die Ellipse einer ) 

{. j [derooM^, feiner solchen Geraden] ^ . ^ ^ -. - \ 

Ijede ) l Ebenen] l ^^ emen Kegel mit einem I 

(Durchmesserebene von Sl 1 k Vi 'Kf 

Scheitel auf der jer-Achse {/fi von Ä)J 
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z. B. ist der gemeinsame Scheitel aller Mannheimschen Hüll- 
kegel der durch ^^ gelegten Ebenen; diese Kegel durch haben alle 
die gleiche Drehachse z/* (^r-Achse) und unterscheiden sich nur durch 
den Winkel ihrer Tangentialebenen mit dieser Achse, welcher alle 
Werte zwischen ^ — ffir die durch ^^ zur Ebene u^ der Anfangslage 
senkrechten Ebenen — bis zu Null — fttr die durch ^^ gehende 
Ebene u^ selbst — annimmt; bei dieser letzteren Lage ist der Kegel 
zu ^ selbst zusammengeschnürt. 

Zur Übersicht der Lagen des bei dem Mannheimschen Um- 
schwünge mit C^ beweglichen rechtwinkeligen Koordinatentrieders 
^iC^iVi^i) S^g^^ ^ f<3ste System 0{xyz) in C (Figur 2jr) und damit 
zum Verstandnisse des Konstruktionsprinzipes beim Nebenapparate be- 
achten wir, daß 

1) die jEfj- Achse — anfanglich, für -ö- =- 0, auf der jgr- Achse ^ — 
auf dem durch /fi gehenden ümdrehungszylinder Sl herumgeführt 
wird, und zwar derart, daß der Winkel der durchgelegten yj«, -Ebene 
{u^ mit der y^r-Ebene (u) eben %• ist und daß 

2) die Gerade /l^ von u^, welche die jer^- Achse unter dem Winkel ^ 
schneidet, hierbei stets durch geht, daher auf dem so bestimmten 
Kegel 0(^i) bleibt. 

Die yi^fj-Ebene {u^ umhüllt /l^ (a; =- y = 0), die Xijrj-Ebene (t?i) 
die ihr auf Sl diametral gegenüberliegende Kante ^q (rr » a, y » 0), 
daher die übrigen durch z^ gelegten Ebenen, wie notig, andere Kanten J 
des Zylinders Sl. 

Haben wir in der Figur (2jr) erst die Bahnkurve von 0^ kennen 
gelernt, so ist für jede, einem beliebigen %• entsprechende Lage 0^ ^^ 
des Anfanges das zugehörige Trieder ^i^^yViiJ^ii^y. bestimmt: 

Die Achse z^ ist die durch Oj gehende Kante d von ß, 
während dann der {Sl umfassende) Zylinder Sly^ von C^ gerade entlang 
der diametral gegenüberliegenden Kante ^^ den Zylinder Sl berührt; 
yi wird das von Oj auf die Kante ^ und a?. das auf J^ g^ 

fällte Lot. 

Die Bahn des Anfanges 0^ (Figur 2j^ 

wollen wir deshalb gleich hier untersuchen, während wir uns die Be- 
sprechung der Bahnen aller übrigen Punkte bei der Mannheimschen 
Bewegung für später vorbehalten. Sie ist die zufolge den Gleichungen 
(Ijr) durch 

/a;= asin^-ö- 



(7) 



y = — a sin 'Ö- cos ^ 
jer = — 6 sin %• 
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gekennzeiclmete Durchdringang des Umdrehanszylinders Sl mit dem 
Umdrehungskegel 0(^i), dessen Drehachse die Kante ^ von Sl, und 
dessen Kanten ^t.^. mit ^ den Winkel ^ einschließen. Sie ist 
rational von der 4. Ordnung, geht durch die Kreispunkte IJ der 
xy-Ebene und hat dort die Yerbindungsgeraden dieser Punkte mit dem 
unendlich fernen Punkte der 2f-Achse zu Tangenten, während die zu- 
gehörigen Schmiegungsebenen durch die Achse ^ [^ ^ 'öf V '^^j ^^^ 

Zylinders Sl gehen-, sie berührt hiernach die unendlich ferne Ebene 
doppelt, in I und J, woraus folgt, daß alle Parallelprojektionen von 
ihr auf die durch IJ gehenden Ebenen, d. h. auf die Kreisschnittebenen 
von Sl und ßj wie die a;y-Ebene, die unendlich ferne Gerade dieser 
Ebene in deren Kreispunkten, also doppelt berühren. 

Sie hat die Gestalt einer bezüglich der xy- und a:;3r-Ebene, also 
auch der x- Achse selbst, symmetrischen „gleichteiligen Doppelschleife^' ^) 
und besitzt im Anfange 

einen Doppelpunkt mit den Tangenten 

Im Sinne der j?- Achse gemessen, hat sie ihren höchsten Punkt H 
in Oj . . (a, 0, &), ihren tiefsten Punkt in O^.^^. (a, 0, — &), wo die 

Tangenten zur y-Achse parallel laufen; sie ist leicht durch ein Draht- 
modell zu versinnlichen, da sie mit der Zylinderfläche i2 in eine Ebene 
abgewickelt, dort die in der Figur 6 angedeutete Gestalt einer halben 



1) Gayleys charakteristische Zahlen für diesen Kurventypus 4. Ordnung, 
rational von der I. Spezies (vgl. Pascal U S. 225, 255} sind: 

r=-6 



n«-4 


m = 6 


ft»2 


.7 = 6 


y-4 


« = 6 


fi^O 


a = 47 


J7»i 


G»0 


VS3 OSSSO) 



also dual sn jenen der als EbenenhOllbahn beim Darbouxschen Umschwünge 
auftretenden „Baumastrois"' vgl. S. 197, 198, wo auch die Bedeutung dieser Symbole 
angegeben ist 

Ztitoohilft t Mathematik a. Phyrik. 54. Band. 1906. 2. Heft 12 
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Sinuswelle von der Amplitade b und der Länge ~ ^ ax samt dem 
symmetrischen halben Wellenzuge zeigt. 

Ihre Projektion auf die xy-lEhene ist der doppelt zu zahlende 
Kreis Ä' von Sl (x* + y* = ax), 

Ihre Projektion auf die a;£r- Ebene ist die gewöhnliche Parabel 

£) (js* ^ - X] mit dem Brennpunktsabstand ? •-' «- (Gleichung 6) von 
der Direktrix, 

Ihre Projektion auf die y£r-Ebene ist hing^en eine durch die 
beiden letzten Gleichungen von (7) oder durch (6* — jg*)jef* = -^y* dar- 
gestellte firtuelle Parabel Sluses @; vgl. in Gino Lorias ,,Ebene 
Kurven" (Leipzig 1902) 1. Bd. S. 174 (Gleichungen 6, 6' u. d. folg.) 

und die Figur 37 der dortigen Tafel V, 

^^^.„.,,1.^^^^ welche ein affines (sich übrigens auch 

y^ ij ^\,^^ für 6 = a selbst als Projektion er- 

Q^.,.. ^ ^^.Q gebendes) Bild zeigt, nämlich eine der 

• X. ;^ y^\ virtuellen Parabeln (ebenda S. 173 Glei- 

I ^^^"'•^'.„.^^^i^^^ ! chung 5) des Paters Gregorius a 

^---.^^ Sancto Vincentio, in Pascals „Reper- 

NM. d., gi,icLJg.n Dopp«uchi.ife. *0"'™ ^«"^ W^^i, Mathematik« (Leipzig 

1902) n, S. 535 als Lemniskate Geronos 
angefahrt. In der Figur (2jf) sind die 3 Projektionen eines Punktes G 
angedeutet. Man verfolge die Bahnlinie von über Oj , . nach und 

(v 
über HG weiter, wieder nach zurück. 

Unsere gleichteilige Doppelschleife ist auch die Fußpunktskurve 

— - — , 0, Oj bezüglich der Kanten ^j des Umdrehunga- 

kegels 0(^i), d. h. sie ist der Ort der Fußpunkte aller aus p auf diese 
Kanten gefällten Lote, wie man direkt aus (7) ablesen oder auch 
daraus erkennen kann, daß beim Mannheimschen Umschwünge die 
durch Ol gelegte Normalebene 77^ zu ^^ einen Umdrehungskegel mit 
diesem Punkte p als Scheitel einhüllt. Aus der Fußpunktskurven- 
eigenschaft folgt auch, daß unsere Anfangsbahn spfiärisch, nämlich auf 
der über Op als Durchmesser bestimmten Kugel gelegen ist. 

Andere Projektionen der von 0^ durchlaufenen gleichteüigen 

Boppdsclileife, 

Von den Schattenkurven unsere Schleife auf die :ry-Ebene sind 
jene besonders bemerkenswert, welche bei einer zu den Kanten des 
Kegels 0{^i) parallelen Strahlenrichtung gewonnen werden, d. h. wenn 
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die Lichtstrahlen nnter if; » arc tg^ gegen die z-Achae geneigt sind; 

88 fallt dann mit dem Schatten des Doppelpunktes der eines 
anderen Punktes zusammen, während überdies die unendlich ferne 
Gerade von der Schattenlinie in den Kreispunkten IJ berührt wird; 
wie wir schon oben bemerkten, und die Projektion ist ein schiefes 
Dreiblatt. 

[Vgl. G. Loria, Ebene Kurven I. Bd. Figur 31 der Tafel IV, 
wo Sl' als Kreis PRD, die Richtung des Schattens der ir-Achse als 
jene von r anzusehen ist; sowie die dort auf S. 156 angegebene 
Konstruktion und Gleichung.*)] 

Sind die Lichtstrahlen hierbei insbesondere zu einer der beiden in die 
xr-Ebene fallenden Kanten dieses Kegels parallel /zu -^i /^v — ^^i/n\ 

\ ^\V (l) 

unserer Figur {2m) oder zu ^/j^x =» ^^i/tn\ ™ ^^\} ^^ ^"t der 

Schatten in der a;y-Ebene ein 

gerades Dreiblatt [G. Loria, Figur 32 der Tafel IV und S. 157]. 

Dieser Schatten wird andererseits bei Strahlen, welche zu den 
Doppelpunktstangenten ^^^^ oder ^i(;r) (Gleichung 8), den in die 
yj?-Ebene fallenden Kegelkanten, parallel sind, ein 

gerades Zweiblatt [6. Loria, Figur 34 der Tafel V und S. 159]. 

Alle übrigen Parallelprojektionen auf die xy-Ebene könnte man 
durch Abänderung der von G. Loria S. 156 gemäß der Long- 
champschen Definition für das schiefe Dreiblatt gegebenen Kon- 
struktion erhalten, indem man in der zugehörigen Figur 31 BM 
imd UM' nicht gleich, sondern nur proportional zu PJR von 22 aus 
in der Richtung r abtragen würde. — In unserer Figur {2m) ist das 
Bahnbild analog unter Benutzung der Projektionsellipse von £l\ 
statt dieses Kreises selbst, bestimmbar; es zeigt außer dem in be- 
findlichen noch zwei Doppelpunkte. — 

Die Schatten der Tangenten im „wahren" Doppelpunkte auf 
die xy-Ebene bleiben zu einander senkrecht^ wenn die Doppelschleife 
ans einem Punkte des Umdrehungskegels 0{/l^ projiziert wird, 
welcher über den Tangenten (8) in als diametral gegenüberliegenden 
Kanten ausgespannt ist. Es gilt dies also sowohl bei den obigen 
mit dem dreifachen Punkte versehenen „Blättern'^ als auch bei den 
Schattenkurven 3. Ordnung, welche bei Zentralbeleuchtung au» 

1} Links fehlt dort der Fotenzezponent 2 infolge eines Drackfehlers. 

12» 
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irgend einem Punkte G der Raumkurve selbst geworfen werden. 
Diese sind 

schiefe Strophoiden von Quetelet 

[Fokalen, vgL 6. Loria, Figur 7 der Tafel I und S. 62] und speziell, 
wenn als Zentrum 0^.. oder 0^.^^. = H, einer der beiden reellen 

\V l W 

Punkte mit stationärer Schmiegungsebene, gelegen in der Symmetrie- 
ebene xe, gewählt wird, eine 

gerade Strophoide 

[G. Lorias Figur 8 der Tafel I und S. 63. Vgl. auch E. Pascals 
Literaturangaben im „Repertorium der höheren Mathematik^ II, 
Leipzig 1902 S. 530, 531.]. 

Eine recht bemerkenswerte rationale Schattenkurve 4. Ordnung 
in der a;y-Ebenß, ^«reiche außer einem nicht isolierten Doppelpunkte 
(wie z. B. beim typischen Bilde 6. Lorias Figur 29 der Tafel IV, 
Cocked hat „Kremphut" S. 141) noch zwei Spitzen hat und von 
der unendlich fernen Geraden in den Ej-eispunkten berührt wird, stellen 
wir in der Figur 7 in kleinem Maßstabe dar; sie wird durch Strahlen 



Fig. 7. 



Sujr 







Eine rationale zyklische Zweispitskurre 4. Ordnung / Spitzentangenten -^ y= — -\'%x\. 

gewonnen, welche zur a;je^-Ebene parallel sind und mit der ^-Achse 
einen Winkel einschließen, dessen Tangente — ^— ist. Sie bildet den 

Übergang von Schattenformen, die sich dem (geraden) Dreiblatt 
nähern, zu den „achter^'-formigen. Bei diesem Übergange könnte 
man eigentlich noch eine Zwischenform mit Undulationspunkt £^(a, 0) 

2a 
einschalten, für welche die obige Winkeltangente den Wert -v- hat, 

so daß sich H nach K abschattet, wir wollen uns jedoch mit ihr 
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nicht aufhalten. Unsere in der Figur 7 dargestellte ebene Zweispitz- 

kurve vierter Ordnung (und Klasse^), zu sich selbst dual) welche auch 

ein Paar von (imaginären) Wendetangenten hat und durch die 61ei- 

, \x^ a sin -9* + aVS sin-Ö"! . ti ^ « , 

chungen \ - ^ 1 } ui Parameterform gegeben 

o [y = — a sin -^ cos -9* | ^ ^ 

ist; zeigt den Schatten von O^^^^ für ^ ^0 und «d" = ;r im Anfange 0, 

welcher Doppelpunkt mit den Tangenten a: = ip y "j/2 wird, für 

d- « j im Punkte M^ (-^, — |^j der größten Ordinate, für ^ -■ 



n 
2 

im Hauptscheitel [a(l+l/2), 0], für -9" = — im Nebenscheitel 
[a(l-y2), 0] und fQr -^ « -~ in einer Spitze -^i (- J, -f), 
für d" = -- in der anderen Spitze A^ \ %> "^ f )' ^^® Spitzen- 
tangenten laufen im Punkte i f — ^, Oj zusammen. Ihre Cartesische 
Gleichung lautet 

(^« + yy - 2aa;(a;^ - 3y>) - a>(a;« - 2y>) = 0. 

Anm. Ihre beiden Wendepnnkte sind nicht reell wie z. B. beim projektiv 
gleichwertigen „Kremphut*^ (Loria S. 141), dessen Doppelpunkt dafür isoliert ist. 
£b ist eine Erscheinung, die bei allen rationalen Zweispitzkurven 4. Ordnung 
^wiederkehrt, z. B. bei den projektiv ebenfalls gleichwertigen Pascal sehen Schnecken 
(^Loria S. 167, wo A^A^ die Rollen mit den Kreispunkten // vertauscht haben), 
daß das Tangentenpaar im Doppelpunkt und das WendepunkUpaar nicht zugleich 
reeU (wohl aber zugleich imaginSf) sein können. — Gayley hat auch bei den 
l^oppelpunktskurven 8. Ordnung auf den analogen, für die Anschauung wichtigen 
Umstand hingewiesen, daß dort (wo ein weiterer reeller Wendepunkt stets übrig 
bleibt) das (andere) Wendepunktepaar mit dem Tangentenpaar im Doppelpunkt 
ehenfaXls nicht zugleich reell (noch auch zugleich imaginär) sein kann, was ent- 
sprechend in dualer Weise für die Doppeltangentenkurven 3. Klasse') ausdrückbar 
ist The collected papers of A. Gaylaj, Cambridge 1902—3. Von ihm könnte 
man die Bezeichnung auch für die Zweispitzkurven 4. Ordnung als „crunodal^^ 
oder „acnodal^* annehmen. 

Die Tangenten und Scluaiegungsebenen der gleichteiligen Doppel- 
scUeifenbalm des Ursprunges 0^ beim Mannheimsclien Umscliwunge. 

Die Bitangentialdeveloppable der gleichteiligen Doppelschleife zerfällt in den 
Zylinder Sl(z* -\- y^ ^ ax) und^den parabolischen Zylinder über O f ä* == — x j , und 

1) Typus der vorletzten Zeile in E. Pascals Tabelle auf S. 192 im oben 
angeführten Rep. 11. 

2) 3. Kl. 4. Ordnung, wip die Cardioide und Steiners Hypozykloide. 

3) Deshalb erscheinen z. B. in der Figur (2jg) neben der unendlich fernen 
isolierten Doppeltangente des Schleifenbildes noch die (1 -f- ^) Spuren der zur 
Zeichenebene senkrechten Tangentialebenen dieser Zylinder und Sl als nicht- 
ieolierte Doppeltangenten. 
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zwar fällt für jeden beliebigen Wert von 9 die Tangente ^^. des Punktes O, ^^. 
in die Tangentialebene 

y -|- a sin ^ cos ^ = — cotg 2d (rc — o sin* d) 

von Sl und zugleich in die Tangentialebene 

« + 6sinfr = — z— .— - (x^a sin* &) 
' 2a sin ^^ ^ 

des parabolischen Zylinders 0. 

^^ durchstößt die Sjmmetralebenen der Doppelschleife, die xy- und jcf-Ebene, 
in je einem Punkte der Enotenlinie. Diese Enotenlinie 6. Ordnung der zu unserer 
Baumkurve gehörigen abwickelbaren Tangentenfläche zerfällt ebenfalls, und zwar 
erstens in die (gerade) Cissoide des Diokles der a:y> Ebene mit der Parameter- 
darstellung 
x^: — a sin'^^ 

8in*'&| fa^(a:'+y') + ay*=01 

y s= — a ^ ( , den Cartesischen Gleichungen | > , (Figur 8 a) 



;b— 

mit der Spitze im Anfange 0, dem Mittelpunkte N von Sl' als Brennpunkt und 
der Wendetangente w (x + a = 0, ä =» 0) 

[vgl. G. Loria, Eb. Kurven Figur 1 der Tafel I und S. 37] 
und zweitens in die andere Spitzkurve 3. Ordnung der x;?- Ebene 

a(l — cos2») 

a*js*(2a? — a) 



2 008 20- 
i? «s 6 sin ^ 



mit den Cartesischen Gleichungen | K 

(Figur 8 b) 



welche ebenfalls zur o:- Achse, der Spitzentangente, symmetrisch ist und die Parabel 
O in -Er=Oj /j^x und 0^ /^v berührt, so daß sich die betreffenden gemeinsamen 

Tangenten im Punkte £'(— a, 0, u) von w schneiden. Nur ihr außerhalb des 
Zylinders A befindlicher Teil (^^^^ oder x<^o\ gehört zu reellen Tangenten 

der Doppelschleife; zu diesem Teile gehören die Asymptoten r = ± — - (^ — j)i 

zum anderen die dritte Asymptote, die Drehachse Äfa; = — , y = o\ von Ä, durch 

welche die (Tangentialebenen der Oskulationsdeveloppablen, d. h. die) Schmiegungs- 
ebenen gehen, welche in den Kreispunkten // der xy -Ebene auch den absoluten 

Kugelkreis berühren. Auf diesem anderen Teile liegen auch die Punkte ( — , 

-j[- — 1/~) « welche der rc- Achse näher kommen als ihre benachbarten. 

Da die Knotenkurve in so einfache Teile zerfällt, kann man mit deren Hilfe 
sich leicht ein Bild von der Lage der Schmiegungsebenen der Doppelschleife 
machen, welche die developpable Tangentenfläche einhüllen. Letztere kann 
nämlich selbst als Bitangentialdeveloppable ihrer eigenen Knotenlinie konstruiert 
werden : 
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In jedem Punkte i der o;- Achse — Figur 8 a, b, wobei für reelle Schmiegungs- 
ebenen nur die Punkte X zwischen und K in Betracht kommen — schneiden 
sich zwei Tangenten der Cissoide (Figur 8 a) und zwei Tangenten des anderen 

Fig. 8b u. 8a. 




'^^^^^ 



/ 







ZerfaUende Knotenllnie der Tangentenflftche einer gleichteiligen Doppelachleife. 



gespitzten Teiles der Knotenlinie (Figur 8 b). Durch jeden Punkt L gehen — 
außer den fOr alle Punkte der a;-Achse festen zwei, zum Doppelpunkte ge- 
hörigen (6'y' — a*aj' = 0) — noch vier Schmiegungsebenen ; es sind dies jene, 
welche eine Tangente des ersteren Paares mit einer des letzteren verbinden. 
Die in jede solche Ebene fallende Tangente der Doppelschleife selbst führt vom 
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Berührungspunkte A der Schmiegongsebene mit der Gissoide zum Berühmngs- 
punkte V mit dem anderen gespitzten Teil der Enotenlinie. 

In unseren Fig^uren 8a, b ist L gerade so (x = — ) auf OK, der x- Achse, 

gewählt worden, daß der letztere Berührungspunkt V unendlich fem wird F., 
so dafi er bei der kleinsten Bewegung von L auf OK entweder auf die eine oder 
auf die andere Seite des Kurvenzuges (Figur 8b) wandert, entweder jene, wo die 
Spitze ist, oder die andere, wo sie nicht ist. LV^ gehört so als Spur in der 
xZ'Ehene zu jener Schmiegungsebene, deren Tangente zur Asymptotenrichtung V 
parallel ist und ihren Oskulationspunkt 9Jlo /= 0, .g^x oder ö» .g^xX bei Parallel- 
beleuchtung in ihrer Richtung als eine Spitze SJlg =s A {A^ oder A^) der Figur 7 
(zu S. 181) abschattet. 

Die 6 Schmiegungsebenen der Doppelschleife, welche durch einen beliebigen 
Baumputikt gehen, sind identisch mit den 6 Doppeltangentialebenen des die obige 
Knotenlinie aus diesem Punkte projizierenden Kegels, der in zwei Kegel 3. Klasse 
(und Ordnung) zerfällt, welche die durch gehende Spitzenkante und die durch 
die o; -Achse gehende Ebene als Spitzenkanten tangentialebene gemeinsam haben, 
so daß von den 9 gemeinsamen Tangentialebenen beider Kegel 3. Klasse drei 
Ebenen in Wegfall kommen. 

Nach dieser Orientierung bezüglich der Anfangsbahn kehren wir 
zurück zum Aufbau unseres Nebenapparates und zeigen, wie wir die 
oben auf S. 176 angegebenen Forderungen erfüllen (Figur 5). 

1. Um die jer^-Achse auf Sl herumzuführen, benutzen wir wie beim 
Hauptapparate eine um die Achse ^ von .$2 (in C) drehbare Trommd C,, 
welche in einem passenden Doppelkreislager durch die von C herab- 
reichenden Seitenstücke C" und C" gehalten wird und im Parallelab- 
stande — von ^ eine exzentrische Bohrung hat, in der die zylindrische 

Stange C[ des bei dem Mannheimschen Umschwünge beweglichen 
Körpers C^ sich samt den letzteren sowohl im Sinne der Bohrungs- 
achse £1^ verschieben, als auch um letztere drehen kann. 

Von der Trommel C, kann bei ihrer Drehung um ü ein Schwung- 
rad C'^ mitgenommen werden. 

Bisher wäre die Erfüllung der Forderung 1 gesichert und dem 
Körper Q noch der Freiheitsgrad III belassen. 

2. Oben an C[ bringen wir einen Bügel C[' an, d. h.' einen von 
der Seite durch C[ gehaltenen prismatischen Körper, dessen Kanten 

mit g^ den Winkel ilf ^atc ig ^ einschließen, und den wir, um seine 

Gestalt zu zeigen, einstweilen zu der durch ^ und z^ gedachten Zeichen- 
ebene mit seinen Prismenkanten parallel legen. Das obere prismatische 
Eauptstück dieses Bügels lagern wir in die kongruent -prismatische 
Ausnehmung eines Hilfskörpers Cq ein, welchen wir in C derart betten, 
daß er gegen C um die in der Anfangslage {d^ « 0) mit ß^ zusammen- 
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fallende Achse J^, die ;er- Achse des mit C verbunden gedachten Koor- 
dinatensystems^ drehbar wird, während ihm jede andere Bewegung 
verwehrt ist. 

Zum Anfange 0^ des mit C^ beweglichen Koordinatensystems 
machen wir nun einen Punkt auf z^, etwa im Bügel C^ (der mit C'^ 
und C^ selbst starr verbunden ist), zum Anfange des festen , mit C 
verbundenen Koordinatensystems den anfanglich mit 0^ vereinigt zu 
denkenden Punkt von z m C] die Achse -f a; sei in der Zeichen- 
ebene, also als senkrechte Transversale von z und $ angenommen, die 
y- Achse durch senkrecht dazu, etwa mit ihrem positiven Teile vor 
der Zeiehenebene. 

Wenn wir nun vorerst den Körper C^ (mit Cj und C[') um jer^ 
soweit (d. h. um ^j drehen, da£ die durch Oj unter dem Winkel ^ 
gegen e^ in C^ gedachte Gerade z/^ sich auf die Zeichenebene nach z 
orthogonal projiziert, so haben wir dem Körper (7, gegen C jene An- 
fangsl^e gegeben, welche wir mit (ß- = 0) bezeichnen. 

In C\ legen wir die Xi- und y^- Achse so durch 0^, daß sie in der 
Anfangslage ('9' » 0) mit der x-, bezw. y-Achse zusammenfallen. 

Im Augenblick des Antrittes der Bewegung sorgen wir^) nun 
dafür, daß C^ sich nicht etwa bloß um z zu drehen anfängt, wobei die 
Trommel unnütz würde, sondern sich auch sogleich mit dem prisma- 
tischen Bügelkörper C[' im Prismenlager von Cq, also anfänglich in der 
Richtung von ^j verschiebt; dann ist für den weiteren Verlauf dem 
Körper C^ gegen C der Mannheimsche Umschwung gesichert, wie er 
durch die Gleichungen (Im) beschrieben wird.*) 

Der Deutlichkeit wegen ist in der Figur 5 a die Ansicht des 
Bügels C'^ in der Anfangslage (-9* = 0) derart angegeben, wie sie von 
der y- Achsenrichtung erscheint. 

Aus der Anfangslage dreht sich der Hilfskörper C^ um die 
jer- Achse {J^) im Ausmaße d, während der Bügel C![ und mit ihm der 

1) Dies könnte etwa auch durch Anbringnag eines Zapfens am obersten 
Bügelteile und durch Herabstellung einer der Zapfenbahn entsprechend auszu- 
nehmenden, von C herabstellbaren Gabel geschehen. — 

2) Die Anfangslage kann man passend als eine „Yerzweigungsstellung'^ be- 
zeichnen, da (nur) von ihr aus dem Körper C^ außer der gewünschten Mannheim- 
schen noch eine andere Bewegimg (Drehung um z) gestattet ist, falls nämlich der 
Eintritt der letzteren nicht eigens verhindert wird. Viele kinematische Apparate 
zeigen derartige Verzweigungsstellungen, ohne daß dies für gewöhnlich beachtet 
wird, so z. B. die ebenen symmetrischen Gelenksvierecke, das Antiparallelogramm 
und das Deltoid. Vgl. die Abhandlung des Verfassers: „Betrachtung von Fuß- 
punktskurven in der Ebene und im Raume^^ im 1906 -Programm der 11. Deutschen 
Staatarealschule in Prag. 
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durch die Stange (7^ starr yerbundene — unten etwa, ähnlich wie 
oben C, mit einer Platte versehene — Körper Q sich im Prismen- 
lager von Cq (anfänglich nach abwärts und mit z^ hinter die Zeichen- 
ebene) yerschiebt, nicht ohne gleichzeitige Drehung der Trommel C, 

im Ausmaße 2d' um $, sodaß fflr d » — die Gerade ^^ nach der in der 

Zeichenehene dargestellten Lage '^l/^^ gelangt, wobei indessen 0^ nach 

\V 
Oi,^.{a, 0, — 6) in die Zeichenebene xz, d. h. in den tiefsten Punkt 

der Doppelschleifenbahn von 0^ herabgerückt ist, von wo an sich C^ 
wieder zu heben anfängt, usf. Der Bewegungsantrieb kann passend 
vom Schwungrade C^ der Trommel C, aus erfolgen. Die durch O^, , 

in C gedachte Gerade z/, welche von z^.. , d. h. von der ^^-Achse far 

\V 
^ » — bedeckt wird, nennen wir z/^; dann haben wir den Zylinder Sl 

in C über ^ und ^^ als diametral gegenüberliegenden Kanten aus- 
gespannt zu denken, während H^ um z^ mit dem doppelt so großen 
Radius a beschrieben ist. Die y^jer^- Ebene (u^) umhüllt zwangläufig 
die jBT- Achse, wenn der Apparat in Gang gesetzt wird, die x^ir^-Ebene v^ 
umhüllt zwangläufig die Achse ^q, beide mit dem Drehungswinkel ^] 
während zugleich damit C^ gegen C im Sinne der Richtung z eine 
harmonische Sinusschwingung mit der Amplitude b auszuführen ge- 
zwungen ist; es könnte kaum durch einen andern Apparat deutlicher 
versinnlicht werden, wie die Gerade J^ von C^ ihren Rotationskegel 
0(/fi) in C beschreibt, und damit alle zu ihr parallelen Transversalen 
von z^ die Parallelkegel um die betreflfenden Schnittpunkte mit z als 
Scheitel usw. Der Hauptvorteil des Nebenapparates besteht indessen, 
wie schon hervorgehoben wurde, darin, daß er auch für flache üm- 
schwungsbewegungen brauchbar ist, ja sogar für die vollkommen flache 
gewöhnliche Ellipsographenbewegung verwendbar wäre, wo unser 
Hauptapparat versagt. 

In der Figur 5 ist auch die parabolische Bahnprojektion C von 0^ auf die 
xz -Ebene eingezeichnet, um durch Vergleichung mit Fig. 8 die Verfolgung der 
von Oj selbst beschriebenen Doppelschleife von 0/^_,qx über M, ^x und 0^ .^. 

r=4J (2) 

nach 0,^_^v und weiter über SR/ g^. und H=^ ^1/3 «\ ^*®^ ^(^«Sä) ^^^ück 

zu erleichtem. 

Auch die Projektion A'" der Bahn A eines Punktes d^ (jr^ = 0, y, *= a, 
j?^ BS — b) von J^ im unteren Bügelteile, der bei bloßer Drehung um g in die 



Von Akton Gbühwald. 



187 



Zeichenebene nach O^.^k gelangen würde, ist in der Figur 6 eingetragen; die 

W 
zugehörige Bahnlinie im Räume (Gl. Iji^) ist eine Kurye 4. Ordn. auf dem Kegel 
0(^2) mit einer Spitze in 0, welche erst später (S. 214) besprochen werden soll, 
da wir miBerem Arbeitsplane (S. 159) gem&ß die Ebenenbahnen des Darbouxschen 
noch vor den übrigen Punktbahnen des Mannheimschen Umschwunges unter- 
suchen. Die Untersuchung der Bahn des Punktes 0^ war uns für das Verständnis 
des Nebenapparates nützlich und wurde nur deshalb vorweggenommen. 

Die Hnllbalmen der Ebenen beim Darbonxsclien ümscbwnnge. 

Jede Ebene 11 des beweglichen Körpers C beschreibt eine der 
einfachsten olisthoidalen^) Developpablen. Um deren Beschaffenheit 
zn erkennen^ gehen wir von den Gleichnngen (Id) der S. 158 aus und 

Flg. 9. 




Parastrolde. 



betrachten vorerst die zylindrischen Hüllbahnen jener Ebenen 77^^ 
welche zur rry- Ebene senkrecht stehen {w = 0) und deshalb dieselben 
sind wie beim vollkommen flachen Umschwünge (ft = 0), der gewöhn- 
lichen Bewegung des ebenen Eilipsographen. Diese Ebenen Uq mit 
der Spur t^^^o) in der aj^yi -Ebene (Figur 9) ordnen wir nach Parallel- 
ebenenbüscheln durch Angabe jenes Winkels «, welchen das aus 



1) Ygl. S. 169 Anm. 1. 
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einem Punkte der Achse St (|^ , fQr -ö- = j von ß, etwa aus ^ 
(^ , 0, für -^ = O) auf dieselben oder auf t gefällte Lot NT von 

der Länge e anfänglich (d. h. für ^ = 0) mit der rz:^- Achse einschließt. 

Jede Ebene JJq {e, a) beschreibt nun eine Zylinderbahn, welche 

kongruent; nur im Ausmaße ^ um die jer^-Achse gedreht ist; yerghchen 

mit der von der Ebene ü^q (c , a « 0) eingehüllten. — Statt dies 



Fig. 10. 



Tr(e/>C'Cfür4»^) 




Afltrois 9[*, die gemeinsame Eyolnte der %,. 

durch Koordinatentransformationen rechnerisch nachzuweisen und in (Iz)) 
rechts bei tOj das zweite Glied verschwinden zu lassen, beachten wir, 

daß für ^ = 2 der Durchmesser I II von St in der Figur 9, welcher 
zu TJq und deren Spur ^(^»o) genau dieselbe senkrechte Li^e hat wie 
der Durchmesser AO von iß(^=o) bezüglich il^o in der Figur 10, Be- 
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rühningshalbmesser T IT von ß^ wird: 11^ (mit der Spur i) gelangt 
hierbei nach einer Lage 77^ (mit der Spur t'\ von welcher aus ein 
kongruenter Zylinder umhüllt werden muß, wie der von 77qq (mit der 
anränglichen Spur t in der Figur 10) von -0- = an beschriebene. — 
Die von einer Ebene n^^y welche zur x- Achse senkrecht steht 
und auf ihr ein Stück 



a 



2+« 

abschneidet, eingehüllte Zylinderfläche hat aber zur Basis in der xy- 
Ebene eine Parastroide « 

d. h. die Parallelkurve einer regulären Astrois^) Ää, und alle Parallel- 
ebenen 77qq (e beliebig) hüllen mit ihren Spuren in der ^y-Ebene 
Evolventen 8t derselben regulären Astrois 81* (Figur 10) mit den 
Gleichungen 



(9) «* 



Xy^ = 2a cos'^, y^ = 2a sin^'Ö-; 

{x\ + yj - 4a>)» + 21i2ax,y,f - 

in Punktkoordinaten 



1) Man nennt sie auch oft vierspitzige Hjpozykloide, trotzdem sie außer den 
vier reellen Spitzen noch zwei andere in den Kreispunkten hat. Wir folgen dem 
Bezeichnungsvorschlage G. Lorias bezüglich ihrer Parallelkurven ^, um für die- 
selben nicht den leider auch eingebürgerten Namen „Tetrakuspidale** gebrauchen 
zu müssen. 

In Renleaux* Kinematik II. Bd. S. 63 zeigt die Figur 53 einige Parastroiden- 
formen. Bezuglich der umfangreichen Literatur ygl. E. Pascal, Repert. d. höh. 
Math. II S. 652—644 und G. Loria, £b. Kurven I. Bd. S. 224 und Fig. 57, und 
im n. Bd. S. 651 und Fig. 136. G. Loria bemerkt dort, daß eine olisthoidale 
Konstruktion nicht für alle Parallelkurven von ^^ in reeller Weise möglich ist, 
da er an der Beschränkung festhält, welche vrir fallen lassen wollen, daß Punkte 
der Tangente t selbst auf Geraden gleiten sollen. Wir behalten den Namen „oli- 
sthoidale Hüllkurven^^ auch dann bei, wenn nicht auf t gelegene, aber mit t starr 
verbundene Punkte auf Geraden gleiten. Siehe S. 159 Anm. 1. 

Die Para8troiden 9[ treten auch auf als Hauptechnitte der Hy de sehen Brenn- 
üäche der Achsenkongruenz eines linearen Schraubenbündels. Vgl. die Figuren 
Xn bis XY in des Verfassers „Veranschaulichung des Schraubenbündels*^ im 
49. Bd. dieser Zeitschrift (1903) S. 211. Dort wurde schon im Wesen die kine- 
matische Olisthoidenkonstruktion der 91 (als Gleitstückkonstruktion der Haupt- 
schnitte S. 238) angegeben, welche ebenso wie die Konstruktion als Parallelkurven 
einer Sü^^ stets in reeller Weise möglich ist und die wir jetzt so ausdrücken können : 

„Bewegt sich die Strecke OA von der Länge a mit ihren Endpunkten auf 
zwei zu einander senkrechten Geraden, der y^-, bezw. a;^ -Achse, so umhüllt jede 
von OA starr mitgenommene zu 0^ senkrechte Gerade in der ^r^j/j- Ebene eine 
der Parastroiden unserer Schar $(.** (Die mitgenommenen nicht zxi OA senkrechten 
Geraden umhüllen gedreht gelegene ebensolche Parastroiden dieser Ebene.) 
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« 
oder 

Ui : t?^ : c5^i = fliü d : cos -^ ; — ßt ein 2d^i 

4a^ulvl ^ iTjliul + vi) 
in dualen Plüek ersehen KoordinateiL 
am. 

Aus den Gleichungen (I^) ergibt aich nämlich als Hüll bahn von 
JTqq(c, 0) der senkrechte Zylinder über der Linie 

U| » u cos <& 
(10) t?!« — wsind 

m^ = ua sin*d + 5> = «(ö sin' ^ — j^j,) « u (a sin* 6^ — [1 + eU , 

welche sich ab Parastroide 3t durch die Koordinaten ihrer Normalen t' 
im Berührungspunkte a, d. h, durch die Taugentialkoordiuaten der 



1 



Evolute 



=- — u cos ^ 



dv, 
d& 



1 = -j^ = au sm2d 

erkennen laßt, da diese Koordinaten der Gleichung (9) von St* genögen. 
Man könnte hiemach auch alle Ton den Spuren der 17^^ eingehüllten 
Parastroiden Ä ab Bahnlinien der Punkte der j- Achse (Abszisse 

iP0 =» 2^ + 6 beliebig) erhalten, wenn diese Achse ohne zu gleiten an 

der regulären Astrois Sl* abrollt, was ein besonders anschauliches Bild 
ihrer Gestalten gibt: Figur IIa, in kleinerem Maßstabe. 

Amn. 91* ist bezüglich des Anfanges ähnlich gelegen und doppelt so groß 
als die von dem il- Durchmesser OA (in der Projektion auf die x^y^- Ebene) ein- 
gehüllte regul&re Astrois. Wie wir uns später überzeugen können, erscheint die 

letztere um — gedreht gegen die 51^ der Fig. 11 , welche von der « = ent- 
sprechenden Ebene II^q eingehüllt wird. 

Es hat genügt, die gemeinsame Evolute aller 9t in 9* nachzuweisen, da 
hieraus die Parallelkurveneigenschaft jeder 91 zu jeder anderen der gleichen Evol- 
ventenschar, beispielsweise also auch zu der darin enthaltenen und sich ftir e = 
ergebenden regulären Astrois 91^ folgt. 

Die Parastroide St mit den Parametergleichimgen (10) ist in den 
Flu ck er sehen Koordinaten durch die Gleichung 

(10') {[2e + a]ul + [2e - a]v\y « 4^^^? + ^!) 

darstellbar; sie hat in gewöhnlichen Punktkoordinaten die Parameter- 
gleichungen 
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Fig. IIb. 
lUnmMtrois und der. ParMtroidenfläche A*. 
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Fig. 11». 
FarMtrolden % (NlTeaalinlen von A*). 
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(10") 



a cos ^ 



(10'") 



yi = a sin 'S" + u^ — cj cos' '^ — [f + ^J sin- ^j sin d 

und die C artesische Gleichung 

' 4(a^ + yj + 46« - a')» - 16c'(xJ + yf + A^ - a«)« 
- 726(a:J + y\ + 4^?« - a^{\2e - a]ir? + [2c + a]yj) 
+ 27([2c-a]r^ + [2e + a]yJ)« 
+ 25u6*([2c- a]^ + [2c + a]yj) = 0. 

Wir geben nun die Besonderheiten dieser interessanten Linien an 
und bemerken nur vorher, daß es in der Figur IIa genügt^ die Formen 
für positive Werte von e einzuzeichnen. Die zu + c und — e gehörigen 
Parastroidengestalten sind nämlich zueinander symmetrisch bezüglich 
der Winkelhalbierenden der Koordinatenachsen, (10') und (10'") bleiben 
unTerändert, wenn man +■ c mit — e und zugleich u^ mit t;„ x^ mit y^ 
yertauscht. Dies steht in Einklang mit unserer obigen Bemerkung, 
daß die Gestalt nicht bloß der von unseren IIq^j sondern auch von 
allen zur £r- Achse parallelen Ebenen 11^ eingehüllten Parastroiden- 
zylinder nur von dem Abstände c dieser Ebenen von der Achse Ä des 
Drehzylinders A abhängt. 

In der Figur 11 sehen wir 
für c = die reguläre Astrois 81» , welche mit der gemein- 

samen Evolute 31* aller % verglichen, die halbe Größe 
und eine bezüglich des Ursprunges 0^ um j gedrehte 
Lage aufweist: 

|mi = wcoS'9', ^1 = — Msin-ö", Wj 

zeigen sich Gestalten %t mit zwei reellen Doppel- 
tangenten T^ ^ durch den Ursprung, welche beide 
in die 2:^ -Achse als Tangente des im Anfange 0^ 
auftretenden Berührungsknotens zusammenrücken, 

iUi — MCOs^, t;i = — tisin-ö", a7i = — attCos*'9';l 

und von da ab imaginär sind. 

»^ l\i# Furur XV der oben angeführten Abhandlung des Verfassers im 49. Bde. 
^KvtA teigt eine solche Gestalt 2ig als Meridianschnitt einer Hy de sehen 



(««) 



«— 2^MCOs2d'; 



0<e< 



f — 
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Für 2^<^< -ö" werden auf der iCi- Achse reelle und nicht isolierte 
Doppelpunkte D der sich ergebenden Gestalten ^d 
sichtbar. Diese 2) rücken erst 

„ c = -g- in je einem der beiden singulären dreifachen Punkte 

Si 2(i 2 a, 0) zusammen, wohin sich auch die bisher 
stets reell gewesenen zwei Spitzenpaare zusammen- 
ziehen, 

jui^ueos^, t?i=- — tisin-ö", S^i = aM(sin*'9' — 2);| 

welch letztere von da ab 
„ — <Cc<(x> imaginär werden, während die Doppelpunkte D^^ 
auf der x^ -Achse bei den nun hervortretenden ovalen 
Gestalten 8lo isoliert erscheineu. Diese ovalen Formen 
nähern sich endlich bei wachsendem e ungeheueren 
Kreisen. 
Wir bestimmen nun genau die Lage der reellen oder imaginären 
PlücJcerschen Singularitäten der mit e veränderlichen Parastroiden 3[ 
(8r, Äx), 8t samt den Grenzformen Ä/f, Ä^, ^s), wobei wir nicht 
mehr wie bei der Figur 11 negative c- Werte ausschließen, sodafi die 
Schar vollständig wird. 

Jede Parastroide Ä mit den Gleichungen (10) ist eine Kurve 
6. Ordnung und 4. Klasse ohne Wendepunkte, von der unendlich fernen 
Geraden wird sie in den Kreispunkten IJ berührt, welche Spitzen sind; 
neben dieser Doppeltangente gehen noch die beiden anderen 

(^1,.) [2e^a]x\ + [2e + a]yl-0 

durch den Anfang, berühren die Kurve in Punkten des Kreises 
(xf + yf = a' — O ^^^ durchsetzen sie außerdem noch in den beiden 
auf dem Kreise Sl^ {xl + J/i =" ^0 gelegenen. Die erstere Kreisgleichung 
ist nicht wie jene des £1^ von e frei, wir können aber den zugehörigen 
Kreis, indem wir e eliminieren, durch die von e ganz unabhängige 
Rosenkurve 

(^? + yf)« = 4a^^fy? 

[G. Loria, Eb. Kurven Fig. 76 der Tafel XI und S. 304 und 231] 
ersetzen, die FußpunUskwrve der regulären Astrois 81* (Gleichung (9)) 
und daher gemeinsame Gegenfußpunktskurve aller 81 der Parallelkurven- 
schar (G. Loria 11 S. 673) in bezug auf den Ursprung Oj als Pol: 
Auf dieser Bosenkurve liegen die Berührungspunkte aller Parastroiden 81 

ZeitMhHft f. Mathematik u. Physik. 54. Band. 1906. 2. Heft. 13 
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der Schar mit ihren Doppeltangenten; sind letztere^ welche auf allen 
Tangenten der betreffenden Sl gleiche Stücke abschneiden, reeUy (% = 9r)r 
80 kann die am längsten bekannte Konstraktion der Vr durch Gleiten 
dieser Stücke an den Doppeltangenten reell durchgeführt werden.^) 

Außer den zwei in den Ereispunkten befindlichen hat jede Para- 
stroide % noch vier andere Spitzen in den Punkten, welche zu 



(11) cos 2-0' = 



2e 



d.h. sin*^« 



Sa — 2e 



cos'^ 



8a + 2c 



3a' ^' "* "*- >. 6a ' ""*' " 6a 

gehören, auch auf der Evolute %* liegen und die Koordinaten 



3a — 2c\« 



. o /3a + 2c\» . o /3a — 2c\ 

besitzen. Die zugehörigen Spitzen tangenten umhüllen die Evolute %** 
Ton %* y eine yiermal so grofie und bezüglich 0^ ähnlich gelegene 
Astrois wie obige Ää {e = 0) 



(«**) 



rf*Mj 



"i ~ d«-« 



— M cos -&• 






^1 - 3¥« 



2au cos2'8' 



4a»«» -<») = ©;»«» + <»); 



sie haben in laufenden Punktkoordinaten l^i^^ die Gleichungen 

Si cos -ö" — i?i sin -&• — 2a cos 2-9' = 
mit den aus (11) hervorgehenden -ö*- Werten, also 

, fc -|/8a+ 2e-^ -i/S 



/8 a — 2e _ 4« _ q 
6a 3 "" 



Die doppelten Vorzeichen sind voneinander unabhängig, die obere Zeichen^ 
kombination gehört zur Tangente der im ersten Quadranten gelegenen Spitze; die 
anderen drei sind symmetrisch dazu bezüglich der Koordinatenachsen. 

Jede % hat vier Doppelpunkte, zwei auf der iCj-Achse: Di,,, zwei 
auf der 1/^ -Achse: ^^ j- Beide Paare können nicht zugleich reell sein. 
Sie werden aus (10") für 



(A,.) 



« + ([J-«]co8«^-[J + c]sin«^)-0 



cos 



2fr = ?iln^, sin»*- 



8a — 2e 
2^~"^ 



cos 



1»^: 



2a 



1) Wie alle 91 (auch K^, Sl^) in stets redUr Weise als Olisthoiden konstmiert 
werden, zeigt der vollkommen flache Darbouxsche Umschwung, indem er zu 
der auf S. 189 (Anm. 1, Schlußpassus) angeführten Erzeugung fahrt. 
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bzw. far 

a - ([I - e] cos» ^ - [I + ß] sin» ^) - 

Cos2^=^^S 8111»^^ 2a—' ^'^ 2«" 

durch 

(12) 



ÄTj^j =- 2a COS -^ « ± ]/2a(— a + 2e), ^1 = 
bzw. 



yi j = 2a sin ^ = ± y2a{— a — 2e), a?i =- 
bestimmt; ihre Tangenten, mit den Gleichungen 

{(5i ~ ^1, «) cos -ö" — 1^1 sin -ö" « 
Si cos ^ — (i^i — y, j) sin 'S" = 

d. h. ^ 

|± SiV- a + 2e T i?il/3a ~ 2e = (- a + 2c)}/2a| 

l± Sil/3a + 2c T i?i }/=^"ä^=^ = (- a - 2e))/2äJ ' 

zeigen durch ihre Plückerschen Koordinaten — wir beschränken uns 
auf den oberen Fall, da der untere ein symmetrisches Ergebnis hat — 



u : t) : - ± y-a + 2e : T Y^a — 2e : — (- a + 2c)l/2a, 

welche der Gleichung Ab 

4a»u* = 0»(U» + t)») 

genügen^ wenn wir die letztere mit der oben für {(^(e^O) gefundenen 

a'u\ ^ o)l(ul + vi) 

yergleichen, daß die Tangenten^) in allen bei den Linien 9 unserer 
Schar auf die ^r^- Achse fallenden Doppelpimkten D^ , (e beliebig) die 
mit dem Berührungsknoten in 0^ versehene Parastroide ^S umhüUen, 
welche bezüglich 0^ ähnlich liegt und die doppelte Größe hat wie ^b- 
Die Tangenten in 2)} , hüllen eine ebensolche ein, welche gegen SIb bloß 
im Ausmaße ^ um 0^ gedreht ist. 

Hieimit sind alle den PlückerBchen Zahlen (vgl. etwa £. Pascal Bep. 11 
S. 192) n = 6 «1 = 4 rs=6, tr=a4 * = 3 is«0;(p = 0) entsprechenden Sin- 
gnlaritftten der Parastroiden 9( erschöpft und alle Formen der Parastroidenzylinder 
bekannt geworden, welche beim DarbouxBchenUmschwnnge von den zur is- Achse 
parallelen Ebenen ü^ des Körpers C eingehüllt werden. 



1) In jedem Punkte (z. B^DJ der rci -Achse stehen die Doppelpnnktstangenten 
senkrecht zn jenen Radien des am D^ als Mittelpunkt mit dem Halbmesser 2 a 
beschriebenen Kreises, deren Endpunkte auf der y^ -Achse liegen (Gl. 12). Analog 
bzl. der Punkte {%) der y^- Achse. 

13* 
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Alle beim Darboux sehen Umschwünge von beliebigen Ebenen U 
eingehüllten Developpablen 4. Klasse, mit den Gleichungen (Id) auf 
S. 158, sind 

Parastroidenflächen gleichen Abhanges A* 

d. h. abwickelbare Flächen, die man auch erhalten kann, wenn man 
einen sogenannten „Keil^, abo zwei unter einem festen Winkel £ gegen- 
einander geneigte Ebenen nimmt und mit einer Eeilfläche in der Ebene 
der Parastroide so bewegt, daS die Keilkante t die Parastroide stets 
berührt: die andere Keilfläche 77 hüllt dann unsere Abwickelbare ein. 

Beim vollkommen flachen Umschwünge (b = 0), der gewöhnlichen 
Ellipsographenbewegung, ist dies nach unseren bisherigen Entwicklungen 
unmittelbar einzusehen und die Figur IIa kann als Darstellung so- 
genannter Niveaulinien 3( auf einer derartigen Flache gedeutet werden. 
Daß es allgemein (b > 0) gilt, beweisen wir unter Vergleich mit der 
Hüllbahn derselben Ebene 77 beim völlig flachen Umschwünge durch 
den einfachen Hinweis darauf, daß in (If,) das in der 4. Zeile erfolgende 
Hinzutreten des Gliedes —tcb sind' eine bloße Parallelverschiebung der 
Parastroidenspur, wie sie für 6 = aufträte, in der or^y^-Ebene — und 
damit in jeder dazu parallelen — bedeutet. 

Diese Verschiebung geschieht in der anfänglichen Richtung der Ebenenspor 
U^^o) ^^^ '^'^ werden alle Tangenten der Spur um das in dieser Richtung ge- 
messene Stück b cotgg Terschoben. Das Lot aus Oj auf die Spur t von 77, dessen 

Länge * = - . * ist, ändert sich nämlich infolge des zu O, hinzu- 

Vt<; + vi yu* + 1?« 

tretenden Gliedes um __=^ =« 5 cotg e sin '9-, was gerade der beschriebenen 

Parallelyerschiebung jeder Tangente t^ und damit der ganzen Basis -Parastroide 
entspricht. 

In der einhüllenden Eeilebene 77 denken wir uns durch einen 
Punkt a der Eeilkante t zur letzteren die Normale r gezogen und 
sorgen dafür, daß bei unserer Erzeugung der Abwickelbaren der 
Punkt a stets in den jeweiligen Berührungspunkt der Keilkante t mit 
der Basis-Parastroide % fortgleitet: r nimmt dann der Reihe nach die 
Lagen aller Charakteristiken der developpablen Parastroidenfläche, d. b- 
aller Tangenten der zugehörigen Gratlinie A* (Rückkehrkante^ Ku- 
spidalkurre) derselben ein. A* wird eine Hdix auf dem senkrechten 
Zylinder über der regulären Astrois Ä*, der Evolute von St, d. h. eine 
gewundene Kurve auf diesem Zylinder, deren Tangenten r mit den 

Zylinderkanten stets den Winkel (^ — sj einschließen. Eine solche 

Helix ist samt der Zylinderfläche Sl* in eine Ebene abwickelbar, wobei 
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die yier reellen Spitzenkanten des Zylinders Parallele im Abstände Sa 
voneinander werden, da 12 a die Gesamtlänge der Astrois ist. Zieht 
man nun von einem Punkte 5^ einer solchen Parallelen unter dem 

Winkel [— — sj mit ihr eine Strecke 5, S^ bis zum Punkte S^ der 

nächsten Parallelen, von Sj weiter das Spiegelbild S^S^ der vorigen 
Strecke bezüglich der letzteren Parallelen und sofort noch zweimal, so 
ist die erhaltene aus vier Strecken zusammengesetzte (auch fortsetzbare) 
Zickzacklinie S^^S^S^S^S^ . . . das Netz der Gratlinie, die wir „Raum- 
astrois" A* nennen können, d. h. die Zickzacklinie wird zur Gratlinie 
selbst, wenn wir sie auf den Astroiszylinder %* zurückwickeln, sodaß 
die obigen Parallelen wieder Spitzenkanten werden: Die 

Baumastrois Ä* (Figur Hab und 12) 

kann samt ihrer Tangentenfläche durch gleitungsfreies Abrollen einer 
unter dem Winkel s gegen die Basis geneigten Tangente r des regulären 
Astroiszylinders 31* an dem letzteren erzeugt werden, was deutlich die 
Entstehung der vier Spitzen, die Lagen der vier Spitzentangenten und 
die Symmetrieverhältnisse erkennen läßt. 

Noch ehe wir die Gleichungen von Ä* selbst hinschreiben, stellen 
wir die Cayley sehen Zahlen*) für den Developpablentypus 4. Klasse 
(Geschlecht 0) mit einer vierspitzigen Gratlinie 6. Ordnung (vgl. 
E. Pascal Rep. II S. 360 Typus 3 der Dev. 5. 0. und S. 225), zu dem 
unser Olisthoidalgebilde Ä* des Darbouxschen Umschwunges gehört, 
zusammen, um dann ohne Unterbrechung die sich ergebenden Besonder- 
heiten zu besprechen. Wir gebrauchen im Wesen die Buchstabenzeichen 
Pascals (Rep. 11 S. 225), wobei wir auf dessen Vergleichstabelle (S. 228 
ebendort) mit den Cayley-, Cremona- und Salmonschen Bezeichnungen 
verweisen können (siehe Tabelle auf folgender Seite). 

Der Bogflh der Astrois Ä*, vom Punkte -^ =■ . gemessen, ist 
5 = - ^ cos 2-^ (G. Loria I S. 228), 

femer haben wir 

1 

^1 = - -s 



falls wir 

(13) cotg £ = e 



1) Diese stellen sich bei der Baumastrois A*, verglichen mit den zur Bahn- 
kurre 4. 0. des Ursprunges 0^ beim Mannheim sehen Umschwünge, der Doppel- 
schleife (vgl. S. 177 Anm.) gehörigen, als dual heraus, indem die links und rechts 
in unserer Tabelle angeführten Zahlen sich vertauschen. 
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Rang -B Zahl der Charakteristiken der Developpablen, 
welche eine beliebige Gerade treffen 

— i Zahl der Tangenten oder Tg.-Ebenen der Grat- 
linie, welche eine beliebige Gerade treffen 

» Klasse der Baumkurve 

» Ordnung der developpablen Tangentenflädte 


»6 


n { Ordnung der Raxunkurve ) -» 6 


m 


[Klasse der dev. Tangenten- 
fläche, Zahl der Schmiegungs- 
ebenen der Raumkurve durch 
einen Punkt 


= 4 


h 


.Zahl der von scheinbaren,, 
d. h. nicht von den H wirk- 
lichen Doppelpunkten der 
Raumkurve herrührenden 
Doppelpunkte der allge- 
meinsten Zentralproje^um 

^ der Raumkurve ^ 


= 6 


9 

1 


Zahl der nicht von den G 
wirklichen Doppel - Schmie- 
gungsebenen herrührenden 
Doppeltangenten des allge- 
meinsten ebenen Schnittes 
der Tangentenfläche 


«2 


y 


Zahl der 1 
dieser Proje 
lung der m v 
ebenen herrü 
tangenten 
Bitangenti£ 


Doppeltangenten 
ktion ohne Zäh- 
on Schwingiings- 
Ihrenden Wende- 
ns Klasse der 
ildeveloppablen 


»6 


X 


Zahl der Doppelpunkte dieses 
Schnittes ohne Zählung der n 
von Raumkurvenpunkten her- 
rührenden Spitzen = Ord- 
nung der Knotenlinie 


s»4 


f Zahl der Spitzen, stationären | _ . 
^ \ Punkte der Baumkurve } ~ 


r Zahl der stationären Schmie-l ^ 
gungsebenen J 


f Zahl der Doppelpunkte der | _ 
l Raumkurre j 


^ Zahl der Doppel - Schmie- 1 _ ^ 
gungsebenen ^) 


V { Zahl der Inflexionserzeugenden der dev. Tangentenfläche } =» 
(d{ „ „ Doppelerzeugenden „ „ „ ^ ^""^ 


X 


.Zahl der Tangenten, welche v 
die Kurve noch anderswo, _ 
1 u. zw. nicht wie bei einem ~~ 
^ Doppelpunkte, schneiden ' 


i' 


Zahl derSchmiegungsebenen, 
welche die Kurve noch 
anderswo, u. zw. ohne Doppel- 
schmiegungsebenen zu sein, 
berühren 


»0 



setzen und die rCi^i- Ebene durch die — als Niveaulinie auf der Pa^ 
astroidenfläche -4* befindliche — reguläre Astrois Ää so legen, daß 



1) S. 199 stellt sich die unendlich ferne Ebene als Doppelschmiegungsebene 
von A* in den Kreispunkten IJ dar. Die Knotenlinie (S. 202) hat außer den Ä = 3 
scheinbaren noch 1 wirklichen Doppelpunkt unendlich ferne auf der «,- Achse; 
ihre Klasse (PAUg) ist Ä = 4. 
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(wie bei Gleichung 10 für 6 » 0) deren Zweispitzentangenten die 
Winkel der x^- und y^ -Achse halbieren; so ergeben sich die Parameter- 
gleichongen der Raumastrois A* 

= 2a cos' ^ 
y^ « 2a sin* 'S" 



(14) ^* 



— cos 2-^ — 6 cos 2«" 



wenn wir v" =" ^ setzen. 

In den Figuren IIa, b und 12 sehen wir die ^ — und ^ ^ n 
entsprechenden Spitzen S^ und 8^ 

(15) x,-±2a, y,-0, xf, - |^ - ^ 

sowie das zu den Werten -ö* « -^ und ^ — _ gehörige noch übrige 
Spitzenpaar S^ und 5^ 

(15') a?i = 0, Xi^±2a, iPi=--|f ^; 

die Spitzentangenten ffitf^ ^^^ ersteren Paares laufen im Punkte 

(16) Ä(0, 0, -\ti), 
jene des letzteren (f^6^ in 

(16-) . H(0, 0, +1^) 

zusammen.^) Diese Baumastrois geht durch die beiden Sjreispiuikte IJ 
der ^^y^-Ebene^ hat dort die unendlich fernen Geraden des Ebenen- 
paares :rf + 2^ =» zu Tangenten und die unendlich ferne Ebene zur 
Schmiegnngsebene (vgl. später das Glied von der Dimension 6 in der 
Gleichung IT" der Tangentenfläche); hiernach sind ihre schiefen 
ParaUelprojektionen auf die rr^yi-Ebene zirkuläre Kurven (6. Ordnung) 
mit der unendlich fernen Geraden als Doppelwendetangente und bei 
Orthogonalprojektion (S* » Ä*') als Doppelspitzentangente. Ihre 
orthogonalen Projektionen Ä*" und Ä*'" auf die Xj^js^- und y^i^i-Ebene 
sind kongruente Euspidalparabeln (semikubische oder Neilsche Parabel, 



1) E. PaBcal nimmt (im Bep. n S. 860), einer (unter den dort S. 861 an- 
gegebenen) Quelle folgend an, daß die 4 Ebenen^ welche die Developpable längs 
der 4 Kuspidalerzeugenden (6) berühren, durch den nämlichen Punkt gehen. Dies 
ist irrig, wie Ä* als Beispiel zeigt. Damit in unseren Figuren 11 und 12 das von 
diesen 4 Ebenen gebildete Tetraeder ein reguläres wird, brauchten wir nur 
tgc-sys anzunehmen. 
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6. Loria, Ebene Kurven S. 261 und 18) mit der jerj-Achse ab Spitzen- 
tangente (Figur IIb und 12): 



-4*" mit der Spitze in (0, 0, — ff) berührt tf^tf, in S^, bzw. S,, 




Die B»umMtroi0 A^ mit Ihrer Tangentenflftche , der Parmetroidenflftohe , welche beim D«rl)OT»x«c'»«° 
Umichwnnge als Oliathoidalfläche erzeagt wird. 

Beide projizierenden ZyUnder ^*" und ^*'" zusammen büden die Bf- 
tangentiaMeveloppable der Raumastrois. 
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Die aTi^f^-Ebene, worin S^tfj^ Ä'^jS, liegen und die 

yi^i* n } n S^ö^H<s^S^ „ , sind Symmetrieebenen 
der Raumkurre und neben der ^^i-Achse sind noch die Zweispitzen- 
tangenten (xj ± yi = 0, ^ETj = 0) des regulären Hauptschnittes Ää der 
Tangentenfläche Symmetrieachsen, so daß wir die Kurve A* selbst in 
8 kongruente Teile zerlegt denken können , welche immer abwechselnd 

in einer Spitze iSj, j» s^ 4 ^®^ -^* selbst und in einer Spitze^) | ± — 

± ---, J der regulären ebenen Astrois Sl/j zusammenhängen; am 

letzteren Orte ohne dortselbst etwas anderes stationär zu haben, als die 
Krümmung. In der Figur 12 sind außer %r noch einige andere 
Parallelschnitte der Tangentenfläche 91 verzeichnet, deren Spitzen sämtlich 
auf Ä* liegen. 

Die Gleichungen der Tangentenfläche von A^, der developpablen 
Fläche gleichen Abhanges (f) über %r sind zufolge (10) in Plücker sehen 
Koordinaten 

ttj « u cos d" 

t?! =• — M sin 'S" 

(17) A*{ ^^ _ g^ (Gleichung 13 und S. 196 bzl. c und « zu vgl.) 

tS^i = u\a sin^-ö" ~ 2) "^ "" f ** ^^® ^^ 
anders geschrieben 



(17') ^*, 

in welcher letzten Form sie jedoch auch noch die bezüglich der x^tfj^- 
Ebene (wj zu Ä* symmetrische Fläche entgegengesetzt -gleichen 
Abhanges (- «) über Ää mit darstellen. In Punktkoordinaten ergeben 
sich aus (10") und (10"'), wenn hierin e = te^ gesetzt wird, die 
Gleichungsformen der Tangentenfläche: 

IaTi^acos-d-— (2COs2'9'— Cjer)coS'9'=«aco8'&(|— co8*a') + C^iCOsö' 
yj— a sin'ö'+f cos2'd"— C;e:jsin ^«a sin^d — sin*^) — C^e?! sin^ 

1) Eine solche ist z. B. in der Figur 12 dicht über dem mit S bezeichneten 
Punkte abgebildet j aber mit keinem Buchstaben bezeichnet. S selbst liegt auf 
der Tj -Achse, also nicht in der Ebene von Ä^, der «^yj -Ebene. 
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bezw. 

^4(a^ + yl-a* + 4e»ir»)» - 16e»^(«J + j^ _ «» + 4e»*»)» 
- 72c^,(xJ + yj - a» + 4e»^)[2e^,(^ + yj) - a(^ - yj)] 
+ 27[2eir,(x« + yJ)-a(a;«-yJ)] 
+ 256e»£»[2e^,(a:; + y\) - 0(0^? - yj)] - 

oder nach den Dimensionen der Glieder geordnet: 

( 4W + y?)Ha^ + yf-e»^) 



(17'") A* 



=0. 



- 4aC£r,(a;J - yJ)(9[a;J + yj] + 64c^irJ) 

+ 15a«(rcJ+yJ)-78a«icJyJ+80aVjrJ(icJ+yJ)~64aVjrJ 

-72a»Cir,(xJ-yJ) 

+ 4a*(3[a;J + yJ] + 8e*i?) 

-4a« 

Letztere Form eignet sich z. B. zur FeBtstellnng des Verhaltens der Raum- 
astrois in unendlicher Form and zur Bestätigung der ebexifalls schon oben an- 
gegebenen SymmetriererhältnisBe: Die Tangenten x\-]- yl^^O des absoluten Eagel> 
kreises sind in der unendlich fernen Ebene beide doppelt zu z&hlen, neben ihnen 
tritt als Spur der Tangentenfl&che in dieser Ebene noch der lu e gehörige 
Direktionskegelschnitt auf; die Gleichung 11'" geht femer in sich selbst über« 
wenn x^ mit y^ und zugleich z^ mit — s^ vertauscht wird. 

Die Tangentenfläche durchsetzt die | ^ ^ | Ebene außer in den zu 

den Spitzen J^ ^ der Raumastrois gehörigen Tangenten * *, welche 

S t) 

sich in schneiden, noch in der doppelt zu zählenden Parabel , welche 

die Achse z^^ den Scheitel ^ (16) hat und die Kuspidaltangenten ^ * 

SS 
in den Spitzen ^^^^ berührt. Beide Parabeln ^ bilden die Enotenlinie 

der Tangentenfläche. Ihre Gleichungen sind bequemer als durch 17'" 

schon durch (12) gegeben, wenn dort te^ statt e gesetzt wird, 

*" 

(18) 9...:rJ-2a(-a + 2c^,), ^1 = 

E . . . 3^ «= 2a (— a - 2tjs^), x^ = 0. 

Die Figur 12 zeigt auch die Doppelpunkte der Parallelschnitte 8[ 
der Tangentenfläche mit den Ebenen z^ = const. auf diesem Parabel- 
paare. Der Schnitt der Fläche (gleichen Abhanges) 
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2oa 



mit j?! «= 



"^i *■ ^ a — ^ 2^ 



2e 



ist die reguläre Astrois %b, ihre Doppel- 
punkte sind imaginär; der Schnitt 

ist die Parastroide iz^ mit dem Be- 



_a. 



H 



j<ei = const. < 



^) 



— 1^ > *i — const > — ^ 



±^ 



Paare dreifacher Punkte 



Wenn 



riihrungsknoten im Scheitel ^ der Pa- 

S 

rabel ^ und der Scheiteltamrente yon " 

als Enotentangente; von da ab werden 
die Doppelpunkte der Parallelschnitte 
reell und zwar Yorläufig auch mit reellen 
Doppelpunktstangenten yersehen, wie 
beispielsweise der Schnitt 

gr 
die Parastroide ^^ mit ihren Doppel- 

punkten cg^ cr^ auf ^ zeigt. Der Schnitt 

liefert die Parastroide gr^ mit dem 

SiSf 

sich die schneidende Ebene noch mehr 
Yon der ä^^y^-Ebene entfernt, so daß die 
auf der Raumastrois A* gelegenen Spitzen 
imaginär werden , so werden auch die auf 
der Enotenlinie (^ befindlichen Doppel- 
punkte isoliert, wie z. B. für den Schnitt 
„ — ^ > xr -« const. > — c» welcher in der Figur 12 als Jü^ ein- 
gezeichnet ist, eine ovale Form von % 
erscheint, deren isolierte Punkte auf der 
einen Parabel (;) zu sehen sind, wobei 
das zweite imaginäre Doppelpimktepaar 
(auf ^) hinzugedacht werden möge. 
Wenn man berücksichtigt, daß auf jeder Tangente t der Raum- 
astrois das Stück zwischen ihren beiden Scknittpiuikten D mit p, 2) 
mit £, konstante Länge besitzt, da in der Figur 11 die Projektion D'^' 
dieses Stückes als von den Zweispitzentangenten der -4.*' = 81* ab- 
geschnitten, die Länge 2a behält und r gegen die Projektionsebene x^y^^ 
unter dem Winkel b geneigt bleibt, 

2« ^^Yrv^^^Yi2afT{:w-ss,^ 



i)^ 



cosi 
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erkennt man folgende tangentenweise Eonstraktion der Raum- 
astrois -4*: 

„Läßt man bei einem kongruenten Parabelpaare (m mit den 
Scheiteln HS) niit gemeinsamer Achse, aber in zu einander senkrechten 
Ebenen y eine Strecke (D^), deren Länge konstant and gleich ist der 
Tangente aus dem Scheitel der einen Parabel an die andere, mit dem 
einen Endpunkte auf der einen, und dem anderen Endpunkte auf der 
anderen Parabel gleiten, so beschreibt diese Strecke die Tangentenfläche 
einer Raumastrois/^ 

Will man die Schmiegungsebenen der Raumastrois übersehen, so 
braucht man nur einen Punkt L auf der Strecke HS der gemeinsamen 
Achse beider Parabeln laufen zu lassen und aus jeder Lage Ton L 
das Tangentenpaar sowohl an die eine (tf) als auch an die andere 
Parabel (f) zu legen. Die vier Ebenen, welche eine Tangente des ersten 
Paares mit einer des zweiten verbinden, sind die 4 Schmiegungsebenen 
durch L, da die Tangentenfläche von A* als Bitangentialdeveloppable 
ihrer eigenen Eiiotenlinie erzeugbar ist. Die Charakteristik, d. h. die 
Tangente r der Raumastrois führt hierbei vom Berührungspunkte (D) 
mit der einen Parabel zu einem (^) mit der anderen. Die 4 Schmiegungs- 
ebenen durch einen beliebigen Raumpunkt sind die Bitangentialebenen 
des Kegelpaares, welches j und t) aus diesem Punkte projiziert. 

Das isometrische Bild der Ranmastrois A* in der Figur 12 zeigt in Über- 
einstimmung mit den Plück er sehen, bzw. Cayley sehen Formeln eine ebene 
Kurve 6. Ordnung und 6 Klasse mit 6 Doppelpunkten, 6 Doppeltangenten, 4 Spitzen 
und 4 Wendetangenten, und zwar ist von den Doppelpunkten auf der durch 0| 
gelegten zu Z^ senkrechten Symmetrieachse dieser Kurve in der Zeichenebene ein 
solcher auf dem reellen Kurvenzuge selbst zu sehen, ein 2ter auf dieser Symmetrie- 
achse isoliert, während die restlichen 4 zum imaginären Teile der Linie gehören. 
Die 4 Spitzenbilder sind reell. Von den 4 Wendetangenten bilden 2 den Umriß 
J^J^ des Tangentenflächenbildes , es sind dies die beiden im Endlichen liegenden 
Doppeltangenten des mit ^Q bezeichneten Parabelpaares der Zeiehenebene ; die 
Wendepunkte auf ihnen liegen sehr nahe an S^ , bzw. S^. Die unendlich ferne 
Gerade gilt für 2 Wendetangenten und zwar in den unendlich fernen imaginären 
Bildern der Kreispunkte IJ der a;,i/i -Ebene (welche also selbst keineswegs die 
Kreispunkte der Zeichenebene sind) als Wendepunkten. Sie zahlt aucb für 
4 Doppeltangenten. Die restlichen 2 Doppeltangenten des Astroisbildes gehören 
zu imaginären Berührungspunkten, sind aber selbst reell und zwar bestehen sie 
als Spuren der zur Zeichenebene senkrechten Tangentialebenen des NeYl sehen 
Zylinderpaares A*'' Ä*'" — der Bitangentialdeveloppablen von A* (S. 200) — aus 
den beiden unter 60® gegen das Sj-Bild geneigten Tangenten der mit J.*" und 
A*'" bezeichneten Neil sehen Parabclbilder der Zeichenebene. 

Eine besonders ausgezeichnete Projektion der Raumastrois, in der Figur 13 
dargestellt, wird als orthogonale Abschattung auf eine jener beiden durch die 
Zj -Achse gelegten Ebenen (^i + 3/i = 0) gewonnen, in denen die Zweispitzen- 
tangenten der ebenen regulären Astzrois 51^, _q. liegen; wenn wir in einer dieser 
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Ebenen, die zn e^ senkrechte Achse für den Augenblick mit x bezeichnen, haben 
wir die Paradarmeteistellong dieser ebenen Kurve aus (14) in der Form 

IX = ?>-^-?> = a 1/2 (cos* 9^ — sin« «•) | 

und die Cartesische Gleichung 

a*et + ^\2f^*x* — 6a>^>rc*«f + Sa^zf) — a^V^^^^ — 9a*jBf!) = 0. 

Diese Projektion ist symmetrisch bezüglich ihrer Koordinatenachsen und hat im 
Anfange O^ einen Knoten mit doppelter Inflexion und zwar mit den 2, unter b 

leoig f = c = ^ vgl. 13, 14 J gegen die o;- Achse geneigten Wendetangenten, denen 

die Kurve in ihrem Verlaufe bis zu den Spitzen nahe bleibt; femer hat sie in un- 
endlicher Feme auf der x-Achse einen isolierten Oskulationsknoten , wohin ztoei 
Wendepunkte mit der unendlich 

fernen Geraden als — dem- ^^ ^*- 

entsprechend doppelter — Wende- 
tangente zusammengerückt sind. 
Wie oben ist die vierspitzige 
Kurve von der Ordnung und 
Klasse 6; von den 6 Doppel- 
punkten sind 3 im Oskulations- 
knoten, einer in 0^ und noch 
zwei imaginäre auf der £r^ -Achse; 
alle 6 Doppeltangenten werden 
von der unendlich fernen Osku- 
lationsknotentangente absorbiert. 

Die orthogonale Projektion 
der Raumastrois der Figur 13 a, 
auf eine andere durch z^ gelegte 
Ebene, hat nur die z^-AchBe 
selbst zur Symmetralen und auf 
ihr den nichtisolierten und 2 
imaginäre Doppelpunkte; sie 
zeigt in der dazu senkrechten 
Richtung genau wie die Linie 
der Figur 13 als isolierten Os- 
kulationsknoten den 3 Doppel- 
punkte absorbierenden doppelten 
Wendepunkt mit seinen in der 

unendlich fernen Geraden zusammenfallenden Oskulationstangenten, so daß gar 
keine im Endlichen gelegene Doppeltangente übrig bleibt. 

Beachtenswert ist auch die Zentralprojektion der Raumastrois A* aus einer 
ihrer Spitzen. Jede Zentralprojektion 6. Ordnung von A* zeigt 6 Doppeltangenten, 
von welchen immer 3 als Spuren zu den 3 Tangentialebenen gehören, welche 
durch diesen Punkt an einen der beiden Kel' Ischen Parabelzylinder A*" und A*'" 
— (S. 200, in welche die Bitangentialdeveloppable von A* zerÄllt) — gelegt werden 
können, und deshalb alle 8 im nämlichen Punkte zusammenlaufen, im Spurpunkte 




Eine Projektion der BaamMtrois. 
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•der dnrchs Projektion szentrum zur Achse y^, bzw. x^ gelegten Parallelen. Wird 
nun das Zentrum speziell in einer Spitze von A^ etwa in S^ angenommen, m 
artet der irreduzible Hauptbestandteil der Spur, welcher in der Figur 14 aU 
Projektion auf die x^ y^ -Ebene gezeichnet ist, in eine nur dreispiUige Linie 4. Ordnmig 
und 8. Klasse mit einer und zwar isolierten Doppeltangente aus, welche reell- 
kollinear ist zur St ein er sehen dreispitzigen Hypozjkloide (G. Loria S. 146), ab» 
in keiner Ebene eine solche selbst werden kann; um nämlich eine zirkuläre 



Fig 13». 





Kg. 15. 



Jhppdtan^fetäe 




Projektion der A^ zu erhalten, muß man den projizierenden Kegel S^ mit einer 
Ebene z^ =» const. schneiden, dort aber zeigt sich als Doppeltangente eine im 
^ndlu^^^en gelegene Spur der betreffenden Tangentialebene von J^'\ Die Projektion 
der Spitze S^ wird unendlich fem auf der Projektion der isr^ -Achse, welche Sym- 
metrale bleibt. 

Es kann nicht unsere Aufgabe sein, die ganze Mannigfaltigkeit der Projektions- 
formen der Raumastrois zu besprechen; wir schließen deshalb diesen Abschnitt mit der 

Erwähnung der durch 4 (sich in einem Punkte unter - schneidenden] Symmetrie- 
achsen ausgezeichneten zirkulären Projektionskurre 6. Ordnung, welche in einer 
Ebene z^ » const. erscheint, wenn man den Ursprung als Projektionssentram 
wählt (Figur 16). Diese Symmetrieachsen sind abwechselnd Zweispitzentangenten 
und solche, auf denen sich außer einem unendlich fernen nichtisolierten Knoten 
mit doppelter Inflezion noch ein symmetrisches Paar imaginärer Doppelpunkte 
befindet. Die neben den 2 Zweispitzentangenten noch übrigen 4 Doppeltangenten 
<^iitt8'4 ^^^ isoliert, d. h. berühren die Kurve in imaginären Punkten. Man 
erkennt deutlich die 6 reellen Tangenten, welche an diese (in der Ebene ein 
„Streifenkreuz*^ abgrenzende) Kurve aus einem beliebigen Punkte eines der vier 
Spitzenzwickel bei den Ecken und innerhalb der Fläche des Wendeasymptoten- 
quadrates gelegt werden können. 
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Die Pimktbalmen beim HaimlLeiiiisclLeii ümsclLwiiiige. 

Die Bahnen der Punkte der jer^ -Achse sind — als kongruent zu 
jener des Anfanges 0^ (S. 176 u, f.) — schon erledigt. Nun betrachten 
wir zuerst die Bahnen der Punkte der Ebene x^ » 0, wobei es natürlich 
genügt, auf jeder Parallelen zu z^ in dieser Ebene nur einen Punkt 
heranzuziehen, weil die übrigen Punkte derselben Parallelen kongruente 
Kurren zeichneu, so daß die Untersuchung der Bahnen von Punkten ä 
der Geraden 

(Gleichung 8) ausreicht. Diese sind durch 

(d) ^1 = 0, yi = — a^f ^1 = — feA 

mit Hilfe des Parameters k dai^esteUt. Aus den Bewegungsglei- 
chungen (Im) erkennen wir für diese Punkte d, daß ihre Bahn- 
kurven d/^) 

!x^ asin^-ö" +al8md'\ 

y — — a sin 0- cos -9" — aA cos -9" | 
jgr = — 6 sin 0- —bk ' 

rationale Kurven 4. Ordnung mit einem wirklichen Doppelpunkte im 
Anfange sind; letzterer ergibt sich für 'd'-Werte, welche zu 

sin -9" = — A 

gehören, wie auch das Studium des Nebenapparates (Figur 5) lehrt, 
mit dessen Bügel die Gerade /J^ im Prismenlager (dessen Körper 
selbst um drehbar ist) gleitet. Diese Raumkurven, bei deren Betrach- 
tang wir, ohne ihre Formenmannigfaltigkeit einzuschränken, uns auf 
positive Werte von A beschränken können^), sind die Durchdringungen 
(Figur 16a bc) eines und desselben ümdrehungskegels 0{d^, dessen 

Kanten -^i(^) im Scheitel mit der jgr- Achse den Winkel ^ == arc tg^ 

einschließen, mit dem auf die Xj?-Ebene projizierenden parabolischen 
Zylinder A"\ welcher merkwürdigerweise für alle Werte von A kongruent 
bleibt und nur verschoben liegt, verglichen mit dem (auf S. 178 und 181) 
kennen gelernten Zylinder D, welcher die gleichteilige Doppelschleife, 
die Bahn des Ursprunges 0^, auf die a;j8f-Ebene senkrecht abschattet. 

1) Die zu +X und — X gehörigen zwei Bahnkniven sind kongruent und be- 
züglich der X-Achse aymtnetrisch zu einander gelegen, sie gehen Punkt für Punkt 
in einander über, wenn man außer X mit (— X) noch ^ mit ( — &) vertauscht und 
(den positiven Shm auf der y- und ;ff -Achse entgegengesetzt annimmt, d. h.) an 
der of-Achse spiegelt. 
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Um letzteres nachzuweisen, verschiebt man den Zylinder A'" (mit den Glei- 
chungen 19, erste und dritte Zeile) gemäß den Transformationsgleichungen 



-•-i"i 



'-•-»" 



was zu 



Ix' ^ a sin'-O' + ol sin^ + — 1*] 
jf'« — 6 sin '^ — ^X j 

fuhrt, und sieht, daß der Brennpunktsabstand V von der Direktrix bei der Basis- 
parabel A"' (in der Ä^sr-Ebene) 



^2x' 2a 



l 



konstant, gleich jenem von JD ist. ^'^'r^O; die Scheitel aller Parabeln A'" (I 
beliebig) in der rcxr-Ebene erfüllen das Spiegelbild von O bezüglich xs=0. 

Noch auf dem Umdrehungskegel @ mit der Gleichung 

(20) [._|a-»')]'+^-=';-[.-|i^']*. 

also mit dem Scheitel E 



(21) 



iy = 

» 9 1 



und dem ebenfalls mit A yeränderlichen Kreise 

a;8 + y> = a (1 - }}) X 

der rry-Ebene als Basis liegt diese Bahnkurve, wovon man sich durch 
Substitution von (19) in (20) überzeugen möge. Von den beiden 
Eonturkanten dieses Kegels in der ^j?-Ebene umhüllt die eine^ 
£0 mit der Gleichung (bx — ake = 0), den Ursprung 0, die andere 
aber, 2JHT in der Figur 16 b, mit der Gleichung 

bx + alz == afe (1 - A^), 

berührt die Parabel „8" 



ix= a(l + A^) 
\z^-2bk 



■ ^-si-'(-«)}- 



Der Scheitel H dieses ümdrehungskegels @ wandert bei verimderlichem 

A auf der durch (21) oder 

(21') a(a-2|)g»-6>|» 



Flg. 16 b a. 16 a. 
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dargestellten Tangentialkurve (Figur 16 b) der Parabel 

[vgl. G. Loria IL Bd. S. 701*) und Figur 147; Hochheim „Tangential- 
kurven der Kegelschnitte^* in der Zeitschrift für Mathematik XY^ 1870;] 
diese ist der Ort der Endpunkte von Strecken 2Jq2J, welche auf einer 
beliebigen Tangente der letzteren Parabel (t) yom Berührungspunkte £^ 
aus derart lang abgetragen werden , daß die Lote aus 2^^ und 2r zur 
Parallelachse auf der letzteren ein Stück £q£' von der Länge + a 
abschneiden.^) 

Aus dem Zylinder A '" und dem Keg^l © besteht die BitangentialdeTeloppable 
von ^/^^; die Enotenlinie ihrer Tangeutenfläche zerfällt analog (8. 182, Fig. 8) 
jener der gleichteiligen Doppelschleife in 2 Spitzknrven 3. Ordnung, in der Ebene 
y «> die eine und in der Polarebene von Z bezüglich des parabolischen 
Zylinders A'" die andere, mit in O vereinigten Spitzen und der Schnittlinie der 
genannten Ebenen als gemeinsamer Spitzentangente. 

In der Figur 16 a ist die Projektion einer solchen Bahnlinie *^^^ 
auf die a;y-Ebene 

In der Figur 16 b ist die Projektion einer solchen Bahnlinie i^^^ 
auf die aJ^r-Ebene 

In der Figur 16c ist die Projektion einer solchen Bahnlinie 6^<^ 
auf die yi^-Ebene dargestellt 

Die erste ist wegen ihrer Eonchoideneigenschaft zum Kreise 
iJi(a:*+y*«^aÄ^) bezüglich des Ursprunges als Pol sogleich als Pascal sehe 
Si^hnecke") zu erkennen; besonders die Bewegung unseres Nebenapparates 
Itlfit diese Eigenschaft deutlich hervortreten. Auch liefern die Glei- 

1) Dort ist, um einen Druckfehler zu verbessern, unterhalb (26) ^x'y'* 
^ I» (IIa*' — ifc)* zo schreiben. 
%\ Bei unserer Parabel ist 



2V-a(a + 2S) J 
JlMkk^i di^ Gleichung dieser Tangentialkurve 

r«/-(r-a)+ar(r-fl) 



(.'«i'-«> 



%iÄ*\U^ 



r^ 



■a(o — 2S')' 



'*lMM^V^*Uiaiaung mit (21 % ^enn die Akzente wieder fortgelassen werden. 
^ ^ ,V Vä^' •^^^ ^- I^oria I. Bd. Fig. 28a bc der Tafel IV und S. 186 etc. oder 
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chungen (19) I 0./1 , • «v\l ^e bekannte Gleichung der 

Schnecke 

(22) {x' + y« - axy « A*a» (x^ + y^. 

Die zweite ist die eben (S. 207) aufgetretene Parabel ^"; die dritte 
dagegen können wir durch 



(23) 



y=— acosd(A+sind) 



Fig. 16 c. 



a+sin^)l ^^^^ «*^+2a«6Aier»-(l-A2)a^6»i?«+6V=0 

darstellen und mit Rücksicht auf das S. 178 Angeführte ^^yerallgemeinerte 
Slußiana" nennen. Man verfolge die bezüglich y « symmetrischen 

Gestalten dieser Bahnlinien und ihrer 

drei Projektionen 

für A < 1 , wo der wahre Doppel- 
punkt in nichtisoliert, 
die Kurve als Doppel- 
schleife, und zwar faUs 
k nicht verschwindet, als 
„ungleichteilige^^ Schleife 
erscheint; und 
„ A>1, wo als Doppelpunkt 
isoliert, die Kurve als hut- 
krempenartig im Raum 
gewundenes (vorn etwas 
näher zusammengebo- 
genes) Oval erscheint; 
schließlich beachte man 
insbesondere den Grenz- 
faU 
A » 1 einer (rationalen) raum- 
lichen Spitzkurve 4. Ord- 
nung: A. 
Die Tangenten im wahrenDoppel- 

punkte der Bahnlinie sind die zu 

sind » ~ A gehörigen, bezüglich 

der xz-Ehene symmetrischen Kanten 

des von ^^ beschriebenen XJmdrehungskegels 0{d^. Cayleys charak* 

teristische Zahlen für diese Bahnlinien sind schon (S. 177 Anm.) an- 
geführt worden, die zur Spitzkurve gehörigen sind^) 

1) Vgl. E. Pascal, Bep. U S. 226, 256 oder, in der vorliegenden Abhandlong 
S. 198; wo die Bedeutung dieser Zahlen angegeben ist. 

14* 
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r-ö 


W-4I m-4: 


A = 2 <7-2 


y-2 «=2 



i A' « 0. 






Von allen diesen Bahnlinien d^^^ wird die unendlich ferne Ebene in 

den Ereispunkten IJ der a;y-Ebene berührt, und zwar mit den anf 

^* + y' "" gelegenen unendlich fernen Tangenten und den zirkulären 

Ebenen 

(24) (^_|)Vj,»=0 

durch die Achse ^ des Zylinders Sl als Schmiegungsebenen; in Über- 
einstimmung hiermit haben z. B. die erwähnten Pascalschen Schnecken 
die 2 Spitzen in den Sjreispunkten IJ und dort Tangenten, welche im 

Spurpunkte N (-^, 0, Oj dieser Achse $ zusammenlaufen, und es hat 

jede Slusiana (Gleichung 23) neben dem Doppelpunkte im Endlichen, 
auf der j?-Achse (Symmetrieachse), einen isolierten Berührungsknoien 
imendlich ferne auf der y-Achse mit der unendlich fernen Geraden als 
zugehöriger (zweifacher) Doppeltangente, so daß ihr nur 2 Doppel- 
tangenten im Endlichen, im Umrißgeradenpaar des auf die y^er- Ebene 
projizierten Kegels © (Gleichung 20) übrig bleiben. 

Da die Normalebene 77^ zu ^^ im Punkte d bei unserer Mann- 
heim sehen Bewegung stets durch einen Punkt p des festgedachten 
Körpers C geht, ist jede dieser Bahnlinien d^^^ die Fußpiinktskurve des 

Punktes r- u , «x-, 

,[a + |, 0, -X(l. + ';)] 

bezüglich der Kanten des Umdrehungskegels 0{J^j d. h. der Ort der 
Fußpunkte aller Lote, welche aus p auf die Kanten dieses Kegels 
gefällt werden können. Sie ist hiemach sphärisch und liegt auf der 
über Op als Durchmesser beschriebenen Kugel. 

Schon auf S. 178 haben wir einen hierhergehörigen Spezialfall kennen gelernt. 
Auch ohne auf die benützte Eigenschaft der Man nh ei machen Bewegung zurück- 
zugehen, kann man sich hier durch Rechnung direkt überzeugen^ daß die Strecke Od, 
deren Projektion zu 

asin^^ — aco%^, — h 

(vgl. 19) proportional sind, zur Strecke pd mit den Projektionen 

— \a-\ j + a sin -& (i + sin Q), — a cos ^ (X + sin ^), X ^ 6 sin ^ 
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senkrecht steht, »wodurch d als Fnfipunkt des ans p auf die Kante d^ ,^^ des Kegels 
0(^,) gefällten Lotes nachgewiesen ist. 

Die Doppelpunktstangenten der Bahnlinie d^^^ sind die beiden za 
pO senkrechten Erzeugenden i^i[^=aT0 8to(— a)] des Kegels 0(z^J. Man 
beachte die oben erwähnten. Formyeränderongen dieser im Raum ge- 
wundenen Fußpunktskurren ^^^^^, den Übergang von Bahnschleifen- 

dem Werte A « 1 entsprechend den Punkt i)^]« H , 0, — (fc + —Yl 

passiert, wobei die Spitzkurve ji erhalten wird; bei Ji rücken die beiden 
auf dem Kegel 0(z/j) zu Op senkrecht gelegenen Doppelpunkts- 
tangenten in eine einzige zusammen; auch die Symmetrie der beiden 
d(^)- Formen wird klar, wenn p auf seiner Geraden spiegelbildliche 
Lagen bezüglich der ary-Ebene annimmt, von der auf S. 178 inne- 
gehabten Lage in dieser Ebene angefangen. Der zum selben d^ ge- 
hörige Fußpunkt verschiebt sich auf derselben Kante ^t^^) des festen 
Kegels 0(z/j), wenn sich p hebt oder senkt. 

Wählt man speziell A = |, wie es in der Figur 16 geschah, und 
projiziert die sich ergebende (ungleichteilige) Doppelschleife S^^^ auf 
die xy-lSbene durch Strahlen, welche mit ihr einen Winkel einschließen, 

dessen cotg den Wert — ^r hat und zur a'^-Ebene parallel sind, so 

kann man als derartige Abschattung ein reguläres 

Brocardsches Kleeblatt (Figur 16a) 

[G. Loria Figur 30 der Tafel IV im I. Bd. „Eb. K," und S. 155; 
Brocard, Le trifolium, Journal de math. spec. 1891] 

erhalten, welches durch 3 unter - gegen einander geneigte Symmetrie- 
achsen ausgezeichnet ist, die sich im Punkte (~ , Oj der o^-Achse 
schneiden. 

Die aus den Bahngleichungen (19) folgenden Gleichungen dieser Abschattung 

Ia; = a sin* -ö" + -r sin ^ + —=•;? ] 
y = — — sin 20" — — cos d j 
lassen sich n&mlich auf die Form 

IX ^ = j (— 2 cos 2^ — sin -fr) I 
« = ~ (— 2 sin 2d — cos 'O') J 
4 
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bringen, welche aach die Oleichnngen (2) auf S. 166 von Q.^Lorias £b. K. 

annehmen , wenn wir dort «* = und a = ^ — — setzen. Wie alle »^tiefen 

ParaÜdprcjektianen unserer Bahnlinien auf die xy-Ebene hat auch dieses Kleeblatt 
die nnendlich ferne Gerade dieser Ebene zor Doppeltangente in den Kreisponkten JJ, 
wo die Bahnlinie selbst die nnendlich ferne Ebene berührt. 

Höchst interessant ist die f&r il » 1 sich ergehende sphärische 
Spitzknrre ji (Figor 17)^ welche viele bekannte Enrren als ihre Pro- 
jektionen in Zusammenhang bringt: 

Auf die Xj^-Ebene projiziert sie sich senkrecht als Cardioide A' 
(Unsere Gleichung 22 fBr A = 1; G. Loria, Figur 28b der Tafel IV 
und 8. 142.), 

auf die y;?- Ebene projiziert sie sich als allgemeinere Quartique 
pyriforme A'' (Unsere Gleichung 23 für A = l; G. Loria, Figur 48 
der Tafel VI und S. 187, 188.), 

auf die a:j2r-Ebene als eine zu O kongruente Parabel ui'" (A=«l; 
S. 207 und Figur 5). Femer wird sie durch schiefe, zur xz-Eh&ie 
parallele Strahlen auf die xy-Ehene abgeschattet als „gerades Zweiblatt^ 
J^ (G. Loria, Eb. K. Figur 34 der Tafel V und S. 159 des L Bd. 
Gleichung 9'), wenn die cotg des Winkels der Strahlenrichtimg mit 
der :r-Ach8e — , ist.*) Dies lehren die Projektionsgleichungen (aus 19) 

Ia; =» a sin*^ + a sind + ^«2^ = — acos^^l ,^ «v. . • n 

* .. (a;« + y^« + 4axy* = 0. 

y —i — a cos 'S" (1 + sin d) j 

Als Seidels „eigentliches" Oval A^' (Proportionatrix Villapaudos, 
folium simple Longehamps, G. Loria, Figur 78b der Tafel XI des 
I. Bandes und S. 317 (> = 2r cos'o) dagegen, wenn die obige cotg als 
-f- ,- angenommen wird*): 
(x^a{l + sind)' 



, ,. . M - x^ + y^ — 4tax^ = 0, 

ly = — a cosd (l + sind)! 

Auch als Steiners dreiseitige Hypozykloide') A^^ kann diese A 
auf die xy-'Ehene projiziert werden. Dies geschieht, wenn man die 

1) Der dem absoluten Werte nach komplementäre Winkel ^ ltgtp= xj 

der Kichtung dieser Strahlen mit der ;;- Achse zeigt, daß diese Richtung einer Kftote 
•^1 / n\ ^es Kegels 0(d.) angehört, dessen Kanten durch unt^r dem 

Wlnkol ^ mit der ir- Achse gelegt sind, ti) nehmen wir stets positiv 

H) Wie bei Anm. 1, aber bei einer Strahlenrichtung parallel zur anderen Kante 
•^1/ jf\ desselben Kegels in der j:;- Ebene. 

(•'- •) 

H^ (l Koria, Eb. K. I. Bd S. 146 usw. 
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obige cotg mit dem Werte — ^ annimmt, so daß die Lichtstrahlen 

zur Bahntangente des Punktes ä^..^ d. h. der ^ « - (bei A = 1) ent- 

(e) 
sprechenden Lage von d (vgl. S. 207, 186 nnd Figur 5), also zugleich 

zur Bahntangente des bezüglich der ^j?-Ebene symmetrischen Punktes 

^i/sn\ P^^U^l werden, weshalb sich diese Punkte auch als Spitzen 

[-^, T^VS] neben dem Bude [0, 0] der „wahren^^ Spitze 
abschatten müssen. Aus (19) haben wir 

IX =' a sin* d + «sin'9'+ -^;& = a (sin* -ö* — sin -ö" — 2) 1 
y == — a cos ^ (1 + sin &) I 
als Parametergleichungen dieses Schattens, dessen 3 Spitzentangenten 
aus der ;r-Achse und zwei sie im Punkte ( -, Oj unter dem Winkel 

't-^ schneidenden Geraden bestehen. Die Natur dieser Linie kann 
nicht zweifelhaft sein, da sie als dreispitzige Parallelprojektion yon A 
von der 4. Ordnung ist und die unendlich ferne Gerade (vgl. S. 214 oben) 
in den Kreispunkten IJ berührt, was nach Gremonas Bemerkung^) zur 
Bestimmung ihrer Identität hinreicht; auch kann man die Parameter- 
gleichungen in der Form 

(- (^ + t) = ^ (^ '^^^ + ^^^ 2^)| 
\ - y = I (2 cos -& + sin 2d')\ 

schreiben und durch Vergleich mit den von G. Loria*) angeführten 
den Schluß ziehen, daß die vorliegende Projektion auch als Hypozykloide 
erzeugbar ist, und zwar durch Abrollen eines Kreises vom Durch- 
messer a an dem dreimal so großen, welcher durch die 3 Spitzen des 
Schattens geht. 

Von den Projektionen aus einem im Endlichen gelegenene Zentrum 
sind neben den Kreisen, als Schatten der A bei Beleuchtung aus der 
Spitze selbst, noch ganz besonders die Cissoide^) des Diokles zu 
bemerken, welche als ui- Schatten (S, i?) in der a:y-Ebene hervortritt, 
wenn wir den auf A der Spitze gegenüberliegenden Punkt 
*i//f\ [^^' ""26], in der aj^r-Ebene zum Beleuchtungszentrum machen: 

1) U. Loria, Eb. K. I. Bd. S. U9. 

2) 6. Loria, Eb. K. I. Bd. S. 150 oben. 

3) G. Loria Eb. K. I. Bd. S. 36 und Figror 1. 
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Wir haben auf der YerbindungBlinie von (Gleichung 19 für A = 1) 

Ix— a sin^ (1 + sin-ö")! 
y « — a cos d (1 + sin &) mit S^.. 

den Punkt 

80 ZU bestimmen, daß 5 = 0, also /i : r : (/i + v) =— (1 + 8in'9"):2:(l — sin^) 
wird; die gesuchte Projektion ist daher gemäß 

il^ 2a (1 +8in^)| 

(' 1 — sin ^ J 

die neben ihrer Wendeasymptote (| + 4a = 0) erscheinende Ciasoi» 
5(1* + ^*) + 4ai?* — 0. Die Figur 17 zeigt diese 7 merkwürdigsten 
Projektionen der Spitzkurve A^ sowohl die orthogonalen, die 

Cardioide A' \ 

Quartique pyriforme ^" , 
Parabel A'" I 

als auch die schiefen 

I das gerade Zweiblatt AS^ \ 

Seidels „eigentliches^' Oval Aa^\ 

\Stdners Hypojgykloide A^ ) 

und die durch Zentralbeleuchtung gewonnene Gissois A^'^^. 

Die Bitangentialdeveloppable der Spitzkurve A ist der senkrechte ZylM^ 
über der Parabel A"\ und die Knotenlinie der Tangentenfläche eine auch in die 

Figur 5 eingetragene Hyperbel ^, welche 1) die Achse Ä(x»=|, , y«Oj d«« 

Zylinders A, und 2) die durch den gemeinsamen Punkt der 3 Steinerscben 

Spitzentangenten gehende Gerade |y*=0, z = — x — o)*^ Asymptoten, ferner 

in den Punkten 0=^6^, ^. und d, . ^x [2 a, — 26] die Tangenten mit der Pa- 

rabel A'" gemein hat: z = x, bzw. z = x • 

Um die beiden Dreinpitzkurven 4. 0. 3. El., die Cardioide und die Steinerscbe, 
zu erhalten, mußten wir die Beleuchtung aus einem der unendlich fernen Punkte 
dieser Enotenlinie ausführen ; so kam die Klasse 3 der Projektion zustande, w&hrend 
sonst, vgl. S. 212, r = 5 für A gilt. 
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Wir beachteten bisher nnr^ die Bahnen ä^^^ (Gleichung 19 S. 207) 
der Punkte * der Ebene x^^O von C^. Nun stellen wir zum Schlüsse 
festy daß die Bahnlinie b^^^ (Gleichung Im S. 158 ^ rationale Kurve 
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4. Ordnung) jedes beliebigen Punktes p^ (mit den za d' ^0 gehörigen 
Koordinaten x^ y^ z^ im Korper CJ beim Mannheimschen Umschwünge 
4ie Fußpunktskurve eines bestimmten Punktes p bezüglich der einen 
Regelschar eines Umdrehungshyperboloides ist, d. h. der Ort der Fuß- 
punkte aller aus p auf die Geraden dieser Schar geilten Lote: 

Die unter V' (tg ^ » ^j g^g^^ ^i® j? -Achse geneigten Geraden J^ 
der ^i^^i-Ebene (z. B. ^^ durch 0; S. 162, 165, 175) beschreiben beim 
Mannheimschen Umschwünge Drehungskegel um die z-kchae mit 
ihrem Schnittpunkte auf dieser Achse als Scheitel, [so z. B. beschreibt 
^i den Kegel 0(^,),] wobei ihre Punkte sich außerdem noch auf der 

I innerhalb | 
betreffenden Kante z^^ derart yerschieben, daß die (auf 1 der 

I außerhalb I 
Zylinderfläche ß(a:J+yJ=»a') befindlichen Punkte d(0, y^=— Aa, g^=—lby) 

I Doppelschleife | 
Spitzkurve A \ im Räume zeichnen, 
bzw. ein Oval) 
Die Parallele zu den z/^ durch einen beliebigen Raumpunkt j;^(j]yt/i) 
bleibt nun beim Umschwünge auch mit jener Geraden ^^ starr Yer- 
bunden, in welche sie sich senkrecht auf die y^jarj -Ebene projiziert, be- 
schreibt also selbst eine Regelschar eines Umdrehungshyperboloids, 
welche aus den Kanten des von ihrer Projektion ^^ erzeugten Dreh- 
kegols (Asymptotenkegels) durch Verschiebung um das Stück konstanter 
Länge x^ in der sowohl zu z^ als zur betreffenden Kante ^^.t) ^^^' 
rechten Richtung (nach der gehörigen Seite hin) gewonnen werden 
kann, b^^^ liegt ganz auf dieser Hyperboloide und alle ihre Punkte p^..» 
werden durch die beschriebene Verschiebungstransformation aus den 
Punkten d jener d^^^ des Asymptotenkegels gewonnen, welche beim 
Umschwünge von der auf die y^ir^- Ebene ausgeführten Projektion Ö 
des Punktes p^ gezeichnet wird. 

Der Asymptotenkegel ist, wenn wir die Koordinaten JijJ nennen, 

{' + ,'-;-:(f-',+|y.)' 

(mit dem Scheitel 0, 0, ^, — y^ und das Umdrehungshyperboloid 
durch Pi, worauf b^^^j bleibt, hat die Gleichung 

1) Vgl. S. «07. Es Migt sioh X = — ^> unabhängig von der ÄunUligen W»hl 
de« Anfange« auf der r^ -Achse. 
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wovon man sich durch Einsetzen der aus (Ijf^ S. 158) folgenden Werte 
von xyz statt gi^g direkt überzeugen kann, da alsdann 

II« + 1^« « a* sin*^ + ^J + y? — 2ayi sin^j 

erhalten wird. Jene Regelschar dieses Hyperboloides, welche von der 
Bahnkurve b^^j — diese ist gemäß (Ijr) von der 4. Ordnung, rational 
und zwar zweiter Spezies — einfach punktiert wird, ist mit Hilfe des 
Parameters x (neben d) durch die Gleichungen 



5 = Xi cos -ö" — j/i sin ^ 4- <tx sin «d- 
iy = Xj sin 0- + yj cos d — axcos 0- 



darstellbar.^) 

Die Strahlen dieser Schar sind augenscheinlich parallel zu den 
(S. 212) oben vorgekommenen Strahlen Od des dortigen Umdrehungs- 
kegels O(z^i), auf welchem d^^^j lag, die Fußpunktskurve des hin- 
gehörigen Punktes i? ja + v , 0, "" ^ (^ + ^)1 bezüglich der Kegel- 
kanten; unsere Yerschiebungstransformation, welche dem Hinzutreten 
der mit x^ behafteten Glieder in (Ijf) entspricht, geschieht stets in einer 
zu 08 = ^^ normalen Richtung, weshalb die Normalebene 77^ zu ^^ 
(im Punkte d) nur in sich verschoben wird. Mit Rücksicht auf die 
veränderte Lage des Kegelscheitels erkennen wir: 

Die Bahnlinie b^^.^^ ist die Fußpunktskurve unserer Regelschar ^ 
bezüglich des Punktes 

p[a + ^^, 0, ^,_-Jy,-A(6 + |)], 
also wegen A =» — - (Anmerkung 1 der vorigen Seite) 

(25j l'[« + ä. 0, z, + ly,] 

als Pol. |) wird beim Mannheim sehen Umschwünge von der durch 
Pi zu den ^^ normal gelegten Ebene 77^ des Körpers C^ eingehüllt. 

Nachträglich ist es auch direkt, ohne kinematische Überlegung, leicht, sich 
davon zu überzeugen, daß die BidUung der Hjperboloiderzeugenden mit den Pro- 
jektionen 

(a sin ^, — a cos ^, — h) 



1) IC » sin d- gehört zur Bahnkurve b/^. mit den Gleichungen (lj|^) 
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zu der aus (1^^) und (26) bestimmbaren Richtung des Lotes pb^.>j mit den Pro- 
jektionen 

— (rt+ ) +a8in''0' + a?4CO8'0' — y^sin^, -— osin-O'cosO^+XiBinO'-l-yiCOs^, 

— ^ yi - ^ sin ^] 

senkrecht steht, daß also die behauptete Fußpunktskurveneigenschafk zutrifft. 

Das Verhalten aller Bahnlinien b^^^^ in unendlicher Feme ist das 
gleiche wie bei den d(^)^), woraus z. B. wiederum darauf geschlossen 
werden kann, daß die senkrechten Projektionen auch dieser b^<^^ m{ 
die xy-Ebene Pascalsche Schnecken*) sind, während die schiefen die 
unendlich ferne Gerade dieser Ebene in beiden Ereispunkten IJ be 
rühren; oder, daß der Schatten dieser Kurven bei einer Beleuchtuug 
durch Strahlen, welche zur rry-Ebene parallel sind, unendlich ferne auf 
der Spur dieser Ebene in der Schirmebene einen isolierten Berührungs- 
knoten aufweist, dessen Tangente die unendlich ferne Gerade ist, so daft 
nur 2 Doppeltangenten im Endlichen vorhanden sein können. 



In unseren Apparaten zur Erzeugung des Mannheimschen Um- 
schwunges werden alle Punkte des beweglichen Körpers C^ gezwungeß, 
Fußpunktskurven von Scharen auf (ähnlichen) ümdrehungshyperboloiden 
(mit derselben Drehachse) als Bahnkurven im festen Körper C zu be- 
schreiben. 

Bei der Betrachtung der Fußpunktskurven quadratischer Regel- 
scharen hat der Verfasser an anderer Stelle') auch einen kinematischen 
Apparat zur Ausführung der kubischen Kreisbewegung eines starren 
Körpers angegeben. Bei der letzteren werden alle Punkte gezwungen^ 
Fußpunktskurven bezüglich paraboloidischer Kegelscharen, also kubische 
Kreise zu beschreiben. 



1) S. 212. 

2) Mit Spitzen in den Kreispunkten IJ, deren Tangenten im Spurpunkt N der 
Achse §t des Zylinders fl zusammenlaufen. 

8) Im 1906-Programme der IL Deutschen Staatsrealschule in Prag, vgl. S. 1S5» 
Anm. 2. 
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L. Ambronn. Die Messungen des Sonnendurohmessers an dem 
Bepsoldsohen 6-8Ö11. Heliometer der Sternwarte zu Göttingen. 

Ausgeführt von W. Schur und L. Ambronn. Bearbeitet von L. Am- 
bronn. 4®. 126 S. u. 2 Tafeln. Abb. d. K. Gesellsch. d. Wiss. zu 
Göttingen. Math.-phys. Klasse. Neue Folge Bd. III, Nr. 3; Berlin 1905 
= Astr. Mitt. d. K. Stemw. zu Göttingen. VII. Teil. Göttingen 1906. 
Schon kurz nach der Aufstellimg des großen Göttinger Heliometers 
(16,2 cm ö&ung und 2,61 m Brennweite) begann W. Schur im Mai 1890 
mit Messungen des Sonnendurchmessers in der Absicht, die Reihe über eine 
ganze Periode der Fleckentfttigkeit (11,1 Jahre) zu erstrecken und so die 
Frage zu entscheiden, ob mit diesen gewaltigen Vorgängen auf der Sonnen- 
oberflache eine Schwankung ihrer GröBe oder ihrer Figur verbunden sei. 
Herr Ambronn nahm an der Arbeit im gleichen Maße wie Schur teil 
und nach Schurs Tode — seine Beobachtungen endigen Januar 1901 — 
führte er das Programm bis November 1902 durch, so daß mehr als eine 
volle Fleckenperiode überdeckt war. 

Die Beobachtungen sind mit allen jenen Vorsichtsmaßregeln angestellt, 
die Schur stets seinen heliometrischen Messungen angedeihen ließ und zu 
denen hier noch besondere Anordnungen zur Verminderung der sch&dlichen 
Bestrahlung des Instrumentes traten. Die Zahl der gewonnenen Durch- 
messerbestimmungen betragt insgesamt 446 (Schur 200, Ambronn 246); 
sie erstrecken sich über den äquatorealen und polaren Sonnendurchmesser. 
Ihren Genauigkeitsgrad charakterisiert der mittlere Fehler ± 0,"25 einer 
vollstftndigen Durchmesserbestimmung. 

Überblickt man die Resultate dieser umfangreichen, zuverlässigen und 
einheitlichen Beihe, so zeigt sich znnftchst, „daß während des ganzen Zeit- 
raumes von nahe 13 Jahren eine mit Sicherheit nachzuweisende regelmäßig 
verlaufende Schwankung der Größe des Sonnendurchmessers, die mehr als 
0,''l betragen könnte, nicht vorhanden gewesen ist'^ und nicht minder 
negativ fiel die Untersuchung der Abplattung des Sonnenkörpers aus: die 
Beobachtungen liefern den polaren und äquatorealen Durchmesser völlig 
gleich groß, ein Ergebnis, das mit derselben Bestimmtheit schon A. Auwers 
auf Grund des durch die Deutschen Venusexpeditionen 1874 und 1882 
beigebrachten Materials ausgesprochen hatte. Schließlich folgt noch als 
definitiver scheinbarer Sonnendurchmesser der Wert: 

für Schur für Ambronn 

32' 0,"14 31' 59,"80 

mittl. Fehler ± 0,04 ± 0,04 

Der Vergleich der Göttinger Messungen mit älteren Resultaten, die 
von Herrn Ambronn z. T. neu reduziert wurden, läßt erkennen, daß eine 
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Zu- oder Abnahme der Große «1er Sonne in den letzien 80 Jahren keinem 
falls in wahr nehmba rem Betrage stattgefunden hat — 

In direktem Gegensatz zu der aorgfiütigen Göttinger Reihe stehen mm 
die Selilüsse, die Herr Ch. L. Poor aus Untersuchungen zog, die er teils 
auf eigene Messungen von photographischen Platten^ teils auf die deatscheo 
HeMometerheobachtungen der Jahre 1874 und 1882 stützte: Poor Wet 
nämlich eine Art von elastischer Schwingung der Öonnentigur derart, daß 
bald der Äquatoreale, bald der polare Durchmesser der größere sei imd 
zwar verlaufe diese Variation der Sonnen tätigt ei t parallel (Astrophysical 
Journal, Voh22, Kr 2). Die Göttinger Arbeit lag Herrn Poor för stme 
erste Abhandlung noch nieht vor; in einem spätereD Aufsatz (Astrophjsical 
Journ., Vol. 22^ No. 5) nimmt er indes auch jene neuen Beobachtungea 
für seine Theorie in Anspruch und glaubt in ihnen Scbwaukun^eü deg 
Sonnendurchmessers von 0,"5 xVmplitude im gewünschten Sinne nachweisfii 
zu Icönnen. Gegen Herrn Poors Diskusäionsraethoden lassen sich jedwh Bil- 
den ken geltend machen, die die EeaHtät seiner Ergebnisse sehr in Zweifel ^üt^n. 

Straßburg i. E, Wirtz. 

AetronomiBCliör Kalender für 1906. Berechnet für den MeridiaD mA 
die Polhöhe von Wien. Herausgegeben von der k, k, Sternwarte. ^'\ 
143 S. Wien, K. Gerolds Sohn. Kart. M 2,40. 

Über den allgemeinen kalendarisch- astronomischen Inhalt wurde achoa 
in dieser Ztschn Bd. 51, p, 171 berichtet. Die Beilagen bringen di^nial 
<nnen Aufsatz von Herrn Holetschek, der ,, Einiges über den gegenwärtigen 
Stand unserer Kenntnisse der verä aderlichen Sterne" behandelt. Der Ver- 
fasser folgt in seiner Daj^teliung der Klassifikation Pickerings in fi 
Tjpen, innerhalb deren er einzelne interessante Objekte bespricht und 
charakteristischen Eigenschaften hervorhebt. Die neuestuu photographischei 
und spektrographisrhen Forschungen haben Berücksichtigung erfahren, und 
die Erklärungsversuche werden mit der gebotenen Vorsicht eingeführt, 
Herr E. Weiß gibt, wie gewöhnlich, die Übersicht der neuen Planeten, 
Kometen und Satelliten des Jahres, Wir heben nur hervor, daß zwei weitere 
sehr schwache Satelliten des Jupiter von C. D. Per r ine und ein zehnter 
gleichfalls äußerst schwacher Mond des Saturn von W. H. Pickering am 
gefunden worden sind. 

Straßburg i- E. — — Wirtz. 
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H, C« K> MartuSf Astronomische Erdkunde. Ein Lehrbuch angewandter 
Mathematik. Große Ausgabe mit 100 Figuren im Texte. Dritte neu 
dm^hgearbeitete Auflage. B^. XVI u. 473 S, Dresden und Leipdg^ 
C. A/Koch 1904. 
Die erste Auflage dieses didaktisch geschickt geschriebenen Buch< 
erschien i. J. 1880. Daß es trotz seines ümfanges den weiteren Leserkreis 
gefunden, an den es sich wendet, beweist die jetzt vorliegende dritte Auf- 
läge. Eine genaue Inhaltsangabe darf hier unteibleiben: es ist natürlich 
in lihnlieher Anordnung derselbe Stoff, dem man auch in anderen Lehr- 
büchern der mathematischen Geographie und Geonomie begegnet. Indes 
erfahren manche Gegenstände eine eingehendei*e Behandlung, als man es 
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sonst wohl in verwandten Werken zu finden pflegt. Hervorgehoben seien 
die Beschreibung der Basismessung für Gradmessungstriangulationen und 
der zugehörigen Apparate, die Entwickelung des Seitendruckes der Eisenbahn- 
züge infolge der Erdrotation und die Darstellung eines Pendelversuchs, den 
Herr Mar tu s sowohl zur Demonstration der täglichen Umdrehung der Erde 
nach Foucault als auch in lehrreicher Weise zur Ermittelung der Größe 
der Schwerkraft verwertet; die Art der Gewinnung seines Resultates bietet 
in Anbetracht der einfachen Hilfsmittel auch dem Fachmanne Interesse. 
Dank wissen wird man femer dem Streben des Verfassers, die Beispiele 
nach Möglichkeit klassischen Quellen zu entlehnen und teils im Text, teils 
in den Anmerkungen dem historischen Gang der Forschung bis auf dia 
neueste Zeit gerecht zu werden und ihn durch meist gut gewählte Zitate 
aus der Literatur zu begleiten. 

Die Veranschaulichung astronomischer und geodätischer Dimensionen 
erhält eine wirksame Stütze durch die Ausrechnung naheliegender Vergleichs- 
maße. Hier möge es genügen, unter diesen zahlreichen, insbesondere für 
den Lehrer wertvollen Notizen, hinzuweisen auf die Daten über die Biegung 
der Breitenkreise, die Lage des wagerechten Erdbodens gegen seinen Erd- 
halbmesser, die Abweichung der Erde von der Kugelgestalt für die Friedrich- 
straße in Berlin und die Meeresabflachung auf dem Geoid. — 

Abgesehen von einigen schiefen Darstellungen von ' geringfügiger Be- 
deutung begegnet man auf S. 145 dem eigenartigen Überlegungsfehler, daß 
eine in Stemzeit angenommene Längendifferenz in mittlere Sonnenzeit ver- 
wandelt werden soll, und im Prinzip das gleiche Versehen kehrt auf S. 147 
und 148 wieder. Zu der Geschichte der Polhöhenschwankung (S. 252) ist femer 
zu bemerken, daß der endgültige praktische Nachweis für die Inkonstanz 
der geographischen Breite i. J. 1888 von F. Küstner erbracht wurde. 

Straßburg i. E. C. W. Wibtz. 

M« MoUer^ Orientierung nach dem Schatten. Studien über eine Touristen- 
regel. Mit 30 Figuren in Holzschnitt. 8®, 158 S. Wien, A. Holder 1905. 
Die mit Bücksicht auf das engbegrenzte Thema umfangreiche Ab- 
handlung Herrn Möllers geht aus von der genäherten Bestimmung der 
Heridianrichtung mit Hilfe einer Regel, die meines Wissens durch den 
Afrikaforscher Stanley dem breiteren Publikum wieder ins Gedächtnis 
gerufen wurde und die sich auch so aussprechen läßt: Richtet man den 
Stundenzeiger einer nach Ortszeit gehenden horizontal gehaltenen Taschenuhr 
zur Sonne, so weist die Winkelhalbierungslinie zwischen dem Stundenzeiger 
und der XIT des Zifferblattes nach Süden. Der Yei'fasser untersucht aus- 
führlich auf konstruktivem und algebi-aischem Wege die Fehler, die jener 
Südpunktsbestimmung anhaften, Fehler, die dadurch entstehen, daß man den 
Stundenwinkel der Sonne fär deren Azimut substituiert. Die Differenz 
beider Koordinaten, der Fehler der Regel, kann in unsern Breiten einen 
Betrag von 28® erreichen. Die Arbeit verfolgt nun den Gang dieses Unter- 
schiedes fClr alle geographisch -astronomischen Verhältnisse, und mehrfach 
bietet sich hierbei Gelegenheit zu interessanten Studien aus dem Gebiete 
der Gnomonik im weiteren Sinne. So widmet sich das Kap. IV der Ent- 
wickelung der Kurven gleicher Fehlerwerte und Kap. V bringt eine Dis- 
kussion der schon oft in der Literatur behandelten und in mehr als einer 
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Hinsicht bemerkenswerten Möglichkeit der Schattenamkehr^), die bei Terti- 

kalem Stab natürlich nur innerhalb der Wendekreise eintritt, bei schiefer 

Stellang des schattenwerfenden Körpers aber leicht überall erzeugt werden kann. 

Straßburg i. E. C. W. Wirtz. 

W. F. Wiglieenns. Der Kalender in gemeinvent&ndliolier Dar- 
stellung. Aus Natur und Geisteswelt. 69. B&ndchen. kl. 8®. IV a. 
118 S. Leipzig, B. G. Teubner 1905. Geb. A 1,25. 
Der leider allzufrüh inmitten unermüdlichen Schaffens vom Tode er- 
eilte Verfasser hat vielfach auf dem Gebiete der Chronologie gearbeitet. 
Von Historikern und Astronomen gleich geschfttzt ist z. B. seine ,yAstrono- 
mische Chronologie" (Leizig, B. G. Teubner 1895). Gehörte jenes Weii 
dem mathematischen Zweige der Chronologie an, so behandelt das Torliegende 
Buch einen Teil der technischen Chronologie, die Kalenderlehre. Das erstf- 
Kapitel („Die Zeitmaße") bringt das Nötigste von den astronomischen Vor- 
gängen, auf die sich der Kalender aufbaut. Die folgenden vier Abschnitte 
widmen sich der Reihe nach der Darstellung des Kalenders der Christen, 
der Juden, der Mohammedaner und der ersten französischen Republik. 
Der historischen Entwicklung hat Wislicenus groBe Aufmerksamkeit zu- 
gewandt. Interessant ist femer die Einfachheit und Klarheit, die er seiner 
nur beschränkt (1900—2099) gültigen Osterformel (S. 56 ff.) gibt. Die 
Schrift setzt den Gebildeten in den Stand, einfachere kalendariographiscke 
Berechnungen mit Verständnis selbst auszuführen. Das Schlußwort enthält 
eine Anweisung zum Gebrauch von E. Schrams „Hilfstafeln' für Chrono- 
logie*', und der Anhang bringt Tabellen der christlichen Osterdaten. 
Straßburg i. E Wirtz. 

E. Ebstein. Ans a. C. Uehtenbergs Korrespondens. Mit Tafel- und 
Textabbildungen, kl. 8«. VD u. 107 S. Stuttgart, Ferd. Enke 1905. 
„Eine Würdigung Lichtenbergs in seiner ganzen Vielseitigkeit fehlt 
uns zur Zeit noch, und es dürfte noch einige Zeit dauern, bis wir sie 
haben werden.'* Als weitere Bausteine für die Biographie des geistrolleo 
Mannes veröffentlicht Herr Ebstein hier etwa 60 unbekannte Briefe 
Lichtenbergs. Viele sind von gleichgültigem Inhalt, manche ihrer Forin 
nach interessant. Astronomisch sei Folgendes angemerkt. Der Brief an 
K&stner (S. 11) enthält eine Beobachtung des seiner Bahn wegen (ob 
Parabel oder Hyperbel) umstrittenen Kometen von 1771, die Lichtenberg 
auf der Göttinger Sternwarte, der er einige Zeit vorstand, erhielt. In 
mehreren an das Kuratorium gerichteten Promemorien gibt er Rechenschaft 
l\ber die im Auftrage der hannoverschen Regierung ausgeführten astrono- 
mischen Ortsbestimmungen (1772 — 1775). Schließlich könnte man noch 
auf Grund des Briefes Nr. 48 an Hindenburg (S. 93) für Lichtenberg 
die Vorahnung des mechanischen Druckes des Lichtes und die Arrhenins- 
«rhe Theorie der Kometenschweife in Anspruch nehmen — wenn man wollte. 
Straßburg i. E. Wirtz. 

\) Vgl. G. Schiaparelli, Die Astronomie im Alten Testament. Übersetzt 
\im W. Lftdtke. S. 87—90. Gießen, J. Ricker 1904. 
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Lehrbuch der Elastizität 

Von H. E. H. Lovep 

M. A^ D. So., F. B. 8., Prafenor an der UniTenifcAt Oxford, 

Autorisierte deutsche Ausgabe. Unter Mitwirkung des Verfassers besorgt yon 

Dr. Aloys Timpe, 

Aaditent aa dar Tadmlaohea Hoohaoliule au Danaig. 

Mit76AbbflduDgenimText. [XVI u. 664 S.] gr.8. 1907. In Leinwand geb. n.UK 16. ~ 

Der Iiove*Bche „Treatise on the Mathematicai Theoiy of Elasticity^* hat sich der 
pzftziaen und klaren DarBtellungsweise und des erschöpfenden Inhalts wegen auch in 
dentschen Ifathematikec-, Physiker- und In^enieurkreisen wohl eingebürgert. Eine 
deutsche Übersetssmig der eben jetzt erscheinenden zweiten Auflage des englischen 
Werkes dürfle daher von yomherein auf die Sympathien vieler rechnen, um so mehr 
als wir, von den inzwischen yeralteten klassischen Darstellungen der Elastizitätstheorie 
abgesehen, bisher kein umfassendes Lehrbuch der Elastizität in Deutschland besitzen. 
Der Charakter des Buches ist derselbe geblieben, wie um der VerÜEuwer in dem Vor- 
wort zur 1. Auflage gekennzeichnet hat: ein yollständiger Abriß des gegenwürtigeii 
Standes der ElastizitStstheorie, der in gleicher Weise auf die Behandloni^ der auf- 
tzetenden mathematischen Probleme wie auf die unmittelbar für die praktischen An- 
wendungen fruchtbaren Untersuchungen eingeht. Dabei sind weitschweifige analytische 
Eniwicluungen und AusfQhrungen yon ausschließlich abstrakt-mathematischem Inter- 
esse, in denen sich die Elastiker der italienischen Schule zuweilen yerlieren, ebensosehr 
vermieden wie technische Einzelheiten. Was die Anlage des Buches anbetrifft, so 
sind durch den im letzten Dezennium gewaltig angeschwollenen Stoff einschneidende 
Änderungen g^enüber der ersten Auflage nötig geworden. Überall sind, soweit 
irgend mOglidi, noch die neuesten einschlägigen Arbeiten mit berücksichtigt, wie 
auch aus der Fülle von Literaturnachweisen hervorgeht.. — Die deutsche Ausgabe 
erstrebt in der Atisdrucks weise und speziell in der Terminologie , eine möglichst ge- 
treue Wiedergabe der Eigenart des Originals. 



Verlag von B. G. TEUBNER in LEIPZIG. 



FRANZ NEUMANNS 

GESAMMELTE W£RKE. 

Herausgegeben von seinen Schülern. 
' n. Band. 

Ifit einem Bildnis Franz Neumanns aus dem 86. Lebeuejahre in Heliogravüre. 

[XVI u. 620 S.] 4. 1906. geh, n. JC 36.— 

Die Herausgabe der Neumann sehen Werke ist im ganzen auf drei 
B&nde berechnet. Der vorliegende H. Band enthält vorzugsweise: Wärme und 
Licht. In nicht allzu langer Zeit werden hoffentlich die beiden andern Bände 
ebenfalls erscheinen. Und zwar soll der I. Band Neumanns geometrische 
und kristallographische Arbeiten umfassen. Endlich wird der UL Band 
eine große optische Abhandlung (aus den Schriften der Berliner Akademie 
der Wissenschaften von 1841Y, ferner elektrische und magnetische Unter- 
suchungen, sowie auch eine Untersuchung über die Laplaceschen Ypsilons 
und deren Anwendung zu Interpolationszwecken enthalten. 
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Serret-Scheffers Lehrbuch der 
Differential- und Integralrechnung. 

Kacb Axel Haroacks Obersdtanmg. In B BKnd^iL S. AiiflAg«, 
Dr» Beorg Schefffer»| 
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ipnls bei der Bewegung eines starren Körpers. 

Von E. Stübler in Stuttgart. 

I. 

Föppl hat in dieser Zeitschrift Band 48, 1903, S. 272—284 

jlem des Kreisels mit zwei gleichen Hanptträgheitsmomenten 

lytisch behandelt, ohne von den Enlerschen Gleichungen 

zu machen. Will man die Bewegung starrer Körper durch 

l^eu bestimmen, die sich auf ein im Raum festes oder 

IS zu sich selbst parallel bleibendes System, nicht wie die 

|en Gleichungen auf ein mit dem Körper fest verbundenes 

dehen, so bietet sich als vorzügliches Hilfsmittel der Begriff 

Ises oder des Moments der Bewegungsgröße dar, der wegen 

Ihtigen Eigenschaften in der ganzen neueren Literatur über 

kn Körper, insbesondere den Kreisel, eine große Rolle spielt. 

Aufgabe, die Euler sehen Gleichungen gewissermaßen zu um- 

ch andre im Raum gültige Differentialgleichungen zu ersetzen, 

orliegende Arbeit mit Anwendung von Vektoranalysis lösen. 

ch Klein und Sommerfeld, Theorie des Kreisels, II § 1 

ipuls t eines bewegten Punktes diejenige (als Vektor be- 

I Stoßkraft, welche imstande ist, den Punkt an Ort und Stelle 

Sustand der Ruhe momentan in den der gerade vorliegenden 

überzuführen; also: 

i = wd, 

Masse des Punkts, H den Geschwindigkeitsvektor bezeichnet. 

apuls eines frei beweglichen starren Körpers besteht (§ 3) 

Dmbination eines Schiebestoßes i und eines Drehstoßes 3, also 

dtl 



3-2'<'Yi-') 



M ist die Masse des Körpers, H der Geschwindigkeitsvektor eines be- 
liebig gewählten Punkts desselben. Von diesem Punkt, dem Bezugs- 
punkt, aus geht nach irgend einem Punkt des Körpers mit der Masse 
dm der Vektor r, dann ist seine Geschwindigkeit relativ zum Bezugs- 

1) Über die angewendeten Bezeichnungen der Vektorenzechnung siehe die 
Bemerkungen am Schloß der Arbeit. 

Zdtoehxiil f. Mathematik n. Phyiik. M. Band. 190G. S. Heft. 16 
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P^^^ dl ^^^ ^^^ ^^^^ entsprecliende Drehungsimpuls bestimmt sich 

dnrcli das als Vektor aufgefaßte Moment von dm • ^ (Foppl: ^^omeni 

der Bewegongsgröße^ oder ,J)rall"). Die letzte Gleichung entsteht durch 
Summierung über alle Massenpunkte des Körpers. 

Der Bezugspunkt ist dabei als ruhend zu denken, sodaß: 

^o n die Winkelgeschwindigkeit als Vektor, den Drehungsvektor, be- 
zeichnet, und also: 

(1) ^--2dm[tu]\t. 

Vom Translationsimpuls i kann im folgenden wegen seiner einfachen 
Beziehung zu H ganz abgesehen werden, während alles, was über den 
Rotationspuls 3 in der Literatur insbesondere der Kreiselbew^ung sich 
findet, zu einer eingehenden Untersuchung dieses Vektors in seinen Be- 
ziehungen zum System des starren Körpers sowie zum Raums jstem hin- 
drängen muß, und wenn auch der geometrische Zusammenhang mit dem 
Drehungsvektor fast überall in der neueren Literatur über die Bewegung 
starrer Systeme erörtert wird, so fehlt doch noch eine konsequente 
Durchführung der genannten Aufgabe; hiedurch sei das Ziel gekenn- 
zeichnet, welches sich die vorliegende Arbeit in ihrem ersten Teile setzt. 

2) Zunächst sollen diejenigen Beziehungen zwischen 3 und u 
behandelt werden, die im System des starren Körpers gelten; sie 
werden später als Grundlage dienen für die Ableitung der im Raum- 
System gültigen Beziehungen. 

Die Gleichung 

(1) 3-2''^"*^"'JI' 

zeigt, daß 3 linear von u abhängig ist, und daß daher die Gesamtheit 
der Vektoren 3 im starren Körper der Gesamtheit der Vektoren it ein-ein- 
deutig zugeordnet ist, die eine aus der andern durch afSne Transformation 
hervorgeht. Diese Abhängigkeit soll abgekürzt bezeichnet werden mit 

(1') 3 = eu.>) 

Bei jeder affinen Transformation gibt es im allgemeinen drei Haupt- 
richtungen, welche durch die Transformation nicht geändert werden. 
Zu ihrer Bestimmung ist in unserem Fall das Trägheitsmoment G in 

1) Für den Graßm an n sehen „Vektorquotienten" Q sagt WLitehead „Matrix", 
während in der Quatemionentheorie von „linearer Vektorfnnktion" gesprochen wird. 
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bezug auf die Achse u einzuführen: Der absolute Wert von [ur] ist 
gleich dem Abstand des Massenpunktes Yon n multipliziert mit dem 
absoluten Wert Yon u; daher gilt f&r das Trägheitsmoment 0: 

Dies ist aber genau gleich [3 | u]. Also wird: 

[e«i»]-©ri»i«], 

d. h.: Die Projektion des Impulses auf die Drehachse ist gleich der mit 
dem Trägheitsmoment multiplizierten Winkelgeschwindigkeit. (Föppl^ 
Vorlesungen über technische Mechanik IV § 17). Die den Hauptrich- 
tungen entsprechenden Trägheitsmomente^ welche Ä, B, C heißen sollen, 
sind die sog. Hauptzahlen des Yektorquotienten Q.^) 

Daß die Hauptrichtungen gegenseitig senkrecht stehen, erkennt 
mau, wenn man einen zweiten Vektor it' und den zugehörigen Imjpuls 
3' einführt und [3|ttl> sowie [3'|ll] bildet. Nach (1) werden beide 
Produkte gleich ^dm [rn | tn'] (Q kann man daher einen symmetrischen^) 
Vektorquotienten nennen). Liegen it und n' in 2 Hauptrichtungen, 
also z. B. 

3 =^tt 

dann wird, da nach dem Vorhergehenden [3|tt']»[31tt] ist, 

Wenn also A und B yerschieden sind, was Yorausgesetzt werden soll, 
dann muß [u'{lt]»0 sein. Die beiden Hauptrichtungen stehen daher 
aufeinander senkrecht: 3 g^^t aus it durch „reine Deformation'' herror. 
Will man zu kartesischen Koordinaten übergehen, dann hat man, wenn 
Pj q, r diejenigen von tt im System der Hauptrichtungen sind: 

(1") ^ "" 

1) Graßmann gebraucht diesen Ausdrack (Werke I, 2, S. 249, Nr. 887) für 
die Wurzeln der „charakteristiBchen" Gleichung. 

Yon der ansföhrlicheren Schreibweise für den Yektorquotienten Q, nämlich 

^ .*'y , soll hier kein Gebrauch gemacht werden. 

2) Nach Whitehead, bei dem (üniTersal Algebra, I, Cambridge 1898, p. 2C2) 
▼OB „symmettical matrices^* die Rede ist, w&hrend Hamilton „selbstkoigngierte 
lineare Yektorfunktion'' sagt. Ygl. auch Graßmann, Werkel, 2, S.262, Nr. 891. 

16* 
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Wird anf Qu dieselbe reine Deformation nochmals angewendet, so 
entsteht 

und ähnlich geht ans n durch die reziproke Transformation Q~^ 

«-•«-fi + Ji + jf 

herror. Aus diesen Gleichungen ersieht man, daß allgemein 

ist, und 

[Q"'n I Q'^du] - [g'^+^tt I du] . 

Meist wird, um 3 &us tt zu bestimmen, das Poinsotsche Ellipsoid 
[Qu I tt] = const. 

benützt. Da nach seiner Gleichung Qu auf e/tt, also der Berührungs- 
ebene im Endpunkt von it senkrecht steht, so ist damit die Richtung 
Yon 3 bestimmt. Umgekehrt erhält man it aus 3 durch das zum 
letzten reziproke Ellipsoid (Mac Gullaghsches Ellipsoid) 

[^-'3 13]=- const., 

indem man von das Lot auf die Berührungsebene fällt. 

Die EUipsoide entsprechen sich in beiden afßnen Systemen. Der 
Übergang zu rechtwinkligen Koordinaten zeigt, daß die Achsen in die 
Hauptrichtungen fallen und daher Ä, B, C mit den Hauptträgheits- 
momenten identisch sind, welche ja mit Hilfe des Po ins ot sehen TrSg- 
heitsellipsoids definiert werden. 

In vielen Fällen erweist sich ein Satz, welcher die durch den 
Endpunkt von 3 parallel zu tt gelegte Gerade betrifft, brauchbarer als 
diese Ellipsoide. Auf dieser Parallelen liegt der Endpunkt des Vektors 
3 — Att, wo A irgend eine positive oder negative Größe bedeutet. Drückt 
man die Vektoren, welche man für k^ AyByC erhält, in rechtwink- 
ligen Koordinaten aus, dann wird: 

^-Au^-{A-^B)q\ + {C--A)rt 

(2) 3 - 5u =« -(B- (7)rl +(^- B)p\ 

3_Cu=«-(C-Jl)pi + (J?-.C)9i. 

Sie liegen, wie man sieht, in den Hanptebenen oder HaupttriLgheits- 
ebenen. Die genannte Parallele trifft also die Hauptebenen in den 
Endpunkten dieser Vektoren oder: Subtrahiert man von 3 geometrisch 
die Vektoren Au, Bu, Cu, so erhält man als Endpunkte je einen Punkt 
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jeder Hanptebene^ und: Legt man eine Parallele zur Drehachse durch 
den Endpunkt von 3, so werden von diesem Punkt aus durch die 
Hauptebenen Strecken abgeschnitten, die sich wie Ä: B: C verhalten. 
Hieraus folgt eine Konstruktion Yon u aus 3 ^^^ d^n Hauptrichtungen, 
welche für jede Darstellung in Parallelprojektion gut brauchbar ist: 

Man lege durch den Endpunkt von 3 eine Gerade derart, daß die 
Entfernungen dieses Punktes von den Schnittpunkten der Geraden mit 
den Hauptebenen sich wie die Hauptträgheitsmomente verhalten. 

Legt man umgekehrt durch den Endpunkt von tt eine Gerade, 

deren Abschnitte bis zu den Hauptebenen sich wie ^ ' ;b * C ^®^^^^^7 
so hat sie die Richtung von 3 und diese Abschnitte haben die Lauge 

3) Die Tatsache, daß die Vektoren 3 — ^U, 3 - JBtt, 3 — Ott, 
wenn man sich dieselben vom Bezugspunkt ausgehend denkt, in den 
Hauptebenen liegen, liefert weiter eine einfache Konstruktion dieser 
Ebenen und abo der Hauptrichtungen, wenn ein Paar entsprechen- 
der Vektoren 3 ^^^ V, sowie die Hauptzahlen Ä, B^ C bekannt sind. 
Man bilde ein Dreieck aus den Richtungen jener drei Vektoren, dann 
ist der Ursprung des Orthogonalsystemes, dessen Hauptebenen durch 
die Seiten dieses Spurendreiecks gehn, bestimmt als Schnittpunkt von 
drei Kugeln, welche die Dreiecksseiten zu Durchmessern haben. Diese 
Konstruktion gibt zwei in bezug auf die durch [3tt] bestimmte Ebene 
symmetrische Lösungen. Bei der praktischen Durchführung der Kon- 
struktion wird man die Sätze der Axonometrie verwenden. 

Wenn sich das System der Hauptrichtungen geometrisch aus Im- 
puls und Winkelgeschwindigkeit ableiten läßt, so wird auch vektorana- 
lytisch i, j und t sich in 3 ^^d tt ausdrücken lassen. 

Vorausgeschickt werden mögen noch die Gleichungen: 

-m-Bum^-Cn)]^iC-Ä){Ä-E)p* 

(3) -[(3-Ctt)|(3-^ti)]-(^-JB)(5-C)g« 

-[(3-^a)l(3-Btt)]-(B-C)(C-^)r», 

die aus (2) durch innere Multiplikation entstehen; sie geben p, q, r in 
Funktion von 3 ^^^^ tt. (Ln Fall des Kreisels, auf den keine Kraft 
wirkt, ist bekanntlich 3~ ^^^ [3 | tt] konstant. Man gelangt daher sehr 



1) Diese Eonstroktioiieii lassen sich bei jeder affinen Transformation ver- 
wenden, auch wenn die Hanptriclitangen nicht paarweise senkrecht sind. — Für 
die genannten EUipsoide enthalten diese Sätze eine Normalenkonstruktion. 
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einfach zu den Gleichungen (5) in E-S^) III §2). Außerdem werde 
der Biyektor 

€-[3«] 

eingeführt. (Mechanische Bedentang E-S III § 1: Bei der Momen- 
tandrehnng des Massenteilchens dm um u tritt die Zentrifugalkraft 
dm [ur] I tt auf. Ihr Moment in bezug auf ist dm \ [ttr] • [u j r]; sum- 
miert man über alle Massenteilchen, so entsteht genau |[3ll]). 
In rechtwinkligen Eoordinaten ist, wenn c ■= |ft ^ | [3«] ist, 

t^\f^^{B^C)qri+{C-^Ä)rpi+{A^B)pqt. 

Vom Vektor i lassen sich zunächst die inneren Produkte mit 3, 
tt und |[3tt] d. h. ÄPf p und {B^G)qr aus (3) bestimmen. Aus 
den inneren Produkten eines Vektors r mit 3 gegebenen Vektoren a. 
b, r ergibt sich aber dieser nach der Formel: 

[•lc].r-[r>]. [It] + [r|l].|[t«] + [rlt]-i[tl], 

die leicht durch innere Multiplikation mit a, I und r zu verifizieren ist. 
Ihre Anwendung auf die genannten Vektoren liefert die gewünschten 
Gleichungen in der Form: 

[3«]ii - -[3 1 i] • [3«] I tt + [« i i] • [3tt] 1 3 + [3«i] • I Ott] 
(4) [3tt]M — [3li]-[3«]|» + [«li]-[3tt]!3 + [3»i]- [3«] 
[3H]^«='-r3it][3tt]|tt + [tt|t].[3tt]|3 + [3tt«J-|[3«]- 

Führt man für p, q und r die aus (3) sich ergebenden Ausdrücke in 
3 und u ein, so erhält man für jede Hauptträgheitsachse wegen der 
Unbestimmtheit der Wurzelzeichen 2 in bezug auf die [3tt]» ebene 
symmetrisch liegende Lösungen. Außerdem ist die positive Richtung 
in jeder derselben unbestimmt. 

4) Sind also 2 entsprechende Vektoren tt und 3 = ö» ^er affinen 
Verwandtschaft sowie die Hauptzahlen -4, B und C bekannt, so liefert 
(4) die zugehörigen Hauptrichtungen. Sind aber diese gefunden, so 
kann man leicht Qr^Vi und Q^Vi -= <?3 konstruieren, die affine Trans- 
formation Q überhaupt beliebig oft auf tt anwenden. Der entstehende 
Vektor ^tt, wo m eine positive oder negative ganze Zahl bedeutet, 
muß sich also durch Vektorrechnung aus 3 und tt ableiten lassen. Ist 
Q^VL oder Q~^tt gefunden, dann ist es nicht mehr schwer ^tt zu be- 
stimmen. Für jede affine Transformation gilt ja die identische (Hamilton- 
Cayleysche) Gleichung 
<5) C-«i«* + «,e-«,-0, 

\) Abküraung für Klein und Sommerfeld, Theorie des Kreisels. 
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WO unter den Koeffizienten a^ a^ a^ die Invarianten Ä + B + C, 
BC + CA + ABy ABC zu verstehen sind. Die Oleichung ist leicht 
zu verifizieren, wenn man sie auf die 3 Vektoren i, j und t anwendet; 
dabei ist Qi^ Ai usw. Nach dieser Gleichung ist z. B. 

Q^u ^a^' Q^u — a^ Qn + a^n. 

Um Q^it oder Q''^U zu bestimmen^ kann man die bekannte Gleichung 

(6) [alt] . r - [ral] • c + [rlc] • o + [rc a] • t 

verwenden und erhält, wenn man wieder statt a, I und r der Reihe 
nach 3, u und '[3u] setzt: 

.A^^f'Qi =[3ug3].i[3tt]-[3tt|u(;>3].3 + [3tt|3(23]tt und 
[3tt?-^-'u = [3u«-^u].;[3ttl-[3u|tt(?-iu].3+[3tt|3g-^it].tt. 

Die als Koeffizienten der Vektoren auf der rechten Seite auftretenden 
Produkte lassen sich aber in 3 ^^^ tt ausdrücken; so ist, wenn man 
kartesische Koordinaten heranzieht, 

[Q^iu] = a,[iuQ-'n]--iB-C)(C-A){A-B)pqr 

und also nach (3) 

, , [«33u]-a,[3u«-'tt] 

(8a) 



=l/-[(3-iJay(3-Cu)].[(3-Cu)|(3-^u)].[(3-^tt)l(3-5tt)i. 

Die übrigen Koeffizienten sind zunächst in Differenzen von inneren 
Produkten zu zerlegen, dann ist [u | Ö3] == 3" ^^^ [3 I 6""^"] == »- ^^^ 
nach der identischen Gleichung (5) 

[«3 i 3] - [^U 1 tt] -- a,3^ - «, [3 i ul + «i^u' und ebenso 

5) Auf Grund der geometrischen Beziehungen zwischen einer be- 
stimmten Körperlage, dem Impuls- und dem Drehungsvektor ist es 
jetzt möglich die gegenseitige Abhängigkeit der Vektoren während 
einer Momentanbewegung des starren Körpers im Raum zu untersuchen. 
Man hat bloß noch die Bedingung heranzuziehen, daß aus einer Körper- 
lage die nächstfolgende hervorgeht durch Momentandrehung um die 
durch it gegebene Drehachse. Denkt man sich die dem Zeitteilchen 
dt entsprechende Drehung ausgeführt und den neuen Impulsvektor 
3 + ^3 bekannt, dann muß sich aus letzterem und der neuen Körper- 
lage der neue Drehungsvektor u + du bestimmen lassen. Oder da aus 
3 und n die ursprüngliche Körperlage bestimmt werden kann, so gilt: 
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,- muß sich finden lassen, wenn 3, u nnd -^ bekannt ist, wo ^ die 

Geschwindigkeit des Impulsyektorendponktes im Raum nicht etwa im 

Körper bedeutet; will man die letztere -^ haben, so ist noch die Ton 

der Drehung um tt herrührende Geschwindigkeit | [tt3] abzuziehen^ 
so daß 

JA' 

wird. Zur Abkürzung möge -^ beibehalten werden. Nach Gleichung 

(l) könnte man auch ^ dm \t ;^ ] | r oder Q^ schreiben. Man hat 
daher 

und 

Die letztere Gleichung repräsentiert das gesuchte Resultat, wenn es 
gelingt, die rechte Seite in 3j *? ^^^ j? auszudrücken; doch soll audi 
die erstere, die der zweiten dem Inhalt nach gleichbedeutend ist^ in der- 
selben Weise behandelt werden. Sie wird -— in Funktion von 3, tt 
und -j- liefern. 

Aus (6) ergeben sich durch Anwendung der affinen Transforma- 
tionen Q und Q"^ die Formeln: 

[auf] Qx = [tafc] . Qt + [tür] • Qa + [xta] • Qh 
und 

[afcf] Q-'t « [tau] . Q-t + [ruf] • Q-'a + [tta] • Q''i. 

Setzt man wieder 3? » ^^^ KS^] statt a, ü, und c, und statt r in 
der ersten Formel -r.-, in der zweiten -^-, dann wird: 

(l0a)L3tt]A^'^«,[3u^«].,[ii«-'tt]-[3«jii^].«3+[3ii|3^}3 
(lOb^öu]^^ =^[3«^^].i[^33]-[3u|u§] „+[3«|3§}^'«- 

Dabei ist von den Formeln Gebrauch gemacht: 
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deren Richtigkeit leicht durch innere Multiplikation mit einem ganz 
beliebigen Vektor ^^r bezw. Qx nachgewiesen werden kann. Benützt 
man noch (7), dann gilt: 

Die erste der Differentialgleichungen (10) bestimmt die Bewegung 
des ImpulsvektorSy wenn diejenige des Drehungsyektors bekannt ist, und 
umgekehrt leitet die zweite die Bewegung von u aus der von 3 ab. 

6) So muß z. B. die Bewegung yom Drehungsvektor tt durch die 
zweite Gleichung in dem einfachsten Fall völlig bestimmt sein^ wo 3 
konstant bleibt, also bei der Bewegung eines starren Körpers, 
auf welchen keinerlei Kräfte wirken. Es wird dann 

(12) 0,^ = 1 [«33]; also nach (7) 

(13) «,[3«]'-^ - [«33u] • [3«] 1 3 - [3» 1 3 «3] • I [3«] 
-[(?33u][3tt]|3-{3*-3i-«t3^[3l«]+«,[3|a]»-«,[3!«]tti}-|[3n]. 

Damit ist die Geschwindigkeit yom Drehyektorendpunkt zerlegt in 
eine innerhalb und eine senkrecht zur [3 tt] -Ebene liegende Kompo- 
ponente. Zerlegt man tt selbst in der Form 

3*-«-[3|u]-3 + [3u]13 

dann ist die mit 3 gleichgerichtete Komponente konstant. Statt der 

kinetischen Enei^e j [3 | ttj werde die Konstante fö^yi "^ ^ (Parameter 

der Bewegung) eingeführt. Setzt man femer die zweite yeranderliche 
Komponente, welche stets in der zu 3 senkrechten invariablen Ebene 

Megt, t^^l^ = tt', dann ist: 

2)tt = 3+2)tt' 
Nach (13) wird damit 



-)/-[»-+ ^CW* ^Jl""''" CäW* Jl" ■+ ~ÄBDi J 
and 

nh\ \'<\«'^*"\ 3-»'» (D- A){D- E)(D -C)y- y- 
^^^) L'"* "STJ 2r " ÄS CD* " "~ • 

Die erste dieser Gleichnngen liefert das elliptische Zeitintegral, die 

3tt'-^ 

kann man ja J '^'- ' -^ schreiben, wo J die konstante Länge des Im- 
pulsvektors und if den Polarwinkel der Uerpolhodie bedeutet. Frühere 



234 I^i Impulfl bei der Bewegung eines sturen Kötpers. 

Ableitangen dieser Gleichung^) stützen sich aof die Poinsot-Bewegong, 
d.h. das Abrollen des Poinsotschen Tragheitsellipsoids [Qu-fi] = 2T 
auf der inyariablen Ebene [3 1 n] ^2T nnd sind sehr umstandlieh im 
Vergleich mit der hier entwickelten^ bei welcher sie sich fast munittel- 
bar aus einer Gleichung ergibt, die f&r jede Bew^ung starrer Körper 
gilt oder durch eine einfache Umformung der Gleichung (Ob), die für 
diesen Fall die Form 

annimmt. 

7) Wie bei diesem Beispiel, so werden auch sonst f&r die An- 
wendung skalare Gleichungen sich geeigneter erweisen. Es sollen 
daher die Gleichungen (10), die ja dem Inhalt nach einander äquivalent 
sind, durch drei skalare Gleichungen ersetzt werden. 

Die erste derselben 

(16) [3l«i«i = [«'ii3] 

laßt sich aus jeder der Gleichungen (10) oder auch (9) ableiten. 

In den Fällen, wo 3 auch im Raum mit a affin zusammenhangt 
(Teil n behandelt ein solches Beispiel), hat die Gleichung eine sehr 

einfache Bedeutung. Es sind dann J^ und ^- ebenso entsprechende 

Vektoren in beiden Systemen wie 3 und tt, so daß die Gleichung (16) 
dasselbe aussagt, wie 

[3,»'] = [3'i»L 

nämlich, wie früher gezeigt wurde, daß die Hauptrichtungen der affinen 
Verwandtschaft aufeinander senkrecht stehen. Für die Bewegung starrer 
Körper gilt also: 

Sind 3 ^uid tt durch eine lineare Vektorgleichung verbunden, in 
der noch beliebige im Raum konstante Vektoren vorkommen dürfen, 
so gibt es im Baum drei paarweise senkrecht stehende Hauptrichtnngen, 

1) Man vergleiche die Abhandlnng von R^sal: Theorie de la rotation des 
coq>s solides im Joum. de IMcole polyt. Heft 53 (1S83), welche zum Zweck hat, 
die Ableitung Poinsots dnrch eine einfachere zu ersetzen und das von P o ins ot 
tmbestimmt gelassene Vorzeichen des in der Formel auftretenden Wurzelausdmckes 



yj r= r^Yih* — a*) {h* — ß*) (Ä« — Y*) 

«u diskutieren. Da bei nns diese Wurzel an der betreffenden Stelle gar nicb^ 
auftritt, so folgt, daß der Ausdruck auch ohne Wurzelzeichen geschrieben werden 
Kanu« was sich sofort bestötigt^ wenn man für die Abkürzungen a\ ß\ y* i^ 
\\yt\\ti\n^\ic\i^n Ausdrücke in a, b, c und h wieder einf&hxt. Dies ist anch be« 
wv^rkt in Petrus, Beitr&ge zur Theorie der Herpolhodie Poinsots, Dissertation. 
Ua\W IWOa S.20. 
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in welche 5 ^^^^ U feilen müssen^ wenn sie überhaupt gleiche Richtung 
annehmen. 

Weil aber it in diesem Fall in eine der drei Haupttragheitsachsen 
zu liegen kommt, so gilt weiter: « 

Wird eine Hauptträgheitsachse zur Drehachse, so muß sie in diesem 
Moment in einer jener Richtungen liegen. 

Um weitere geeignete Skalargleichungen zu erhalten, multipliziere 
man beide Gleichungen (10) auf äußere Art mit dem Biyektor [3u]; 
der zur Abkürzung ü, geschrieben werden soll, Q^i^^) bezeichnet dann 
den Bivektor, der aus d, durch die affine Transformation Q hervorgeht, 

^•t- [^33]; ebenso ist ^"^ft - [tt^-^tt]. So erhält man 

[€|C].[€^]-^[<2"6|€].[6§'] = [€«->u] [€|3§]. 

Oder, wenn man eine Gleichung haben will, welche -^- und daher die 
Zeit nicht mehr enthält, multipliziere man die erste mit [3tt]|3'=" 
* • [3 i 31 — 3 [3 1 tt] ^öd der Symmetrie halber die zweite mit [3tt] | tt, 
dann wird 

[3l«]-[3««3]-[3«dtt]=[€|(2i»«]-[ft|«d«]-[C16].[€|3d3] 

In allen diesen Formeln ist bei der Anwendung zu benützen: 

,„, [«33«] = «,[3u<?->«] 

(8a) 



=VW(3-^«)l(3-Ctt)]-[(3-Cu):(3-^u)].[(3-^tt):(3-^u)] 

und nach (8 b) 

[6;^ft] = _3i.34 + a,3i.[3itt]-a,[3!«? + a,[3|tt]-ii^ 

«,[«l«°~'«]-3*--[3|u]-aj[3;ii]» + o,[3|u]-«i-a,tti.u*. 

Beim Rechnen mit diesen Größen ist folgende identische Beziehung 
zu beachten: 

-[3|a]-[<?33«]-[3u<?-»tt], 



1) Die Bezeichnung Q^^ fOr Bivektorqaotienten stammt ans den Vorlesungen 
▼on Herrn Prof. Mehmke über Yektorenrechnung. Zur Vermeidung von Mißver- 
ständnissen ist die Einführung derselben neben Q notwendig. 
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mit der z. B. die Gleichungen (18) sich leicht ans (17) herleiten lasses. 
Der Beweis für die Richtigkeit der letzteren Gleichung folgt ans der 
„Regel des mittleren Faktors''. ^) ^ Es ist nämlich: 

[«"««] = W33 • 3u] - 3 • [C33»] 

[« ^"'«1 « [3tt . tt Q^'m] - u • [3u Ö~'u] . 

Femer ist von der auch für ^ gültigen R^gel Gebrauch gemacht: 
LÖ"« ! tJ] = [« I 0^91 Sie laßt sich leicht auf die entsprechende Regel 
für Q zurückführen, wenn man die Erg^zungen der Biyektoren % und 
8 einführt, die a undi heißen mögen. Nach (11) ist dann: ^Ä^o,^'*!; 
dasselbe gilt für 8 und t, abo wird [^^a | fe] = [a Q~^t]. 

Diese beiden letzteren Regeln sind auch geeignet^ die Gleichungen 
(18) direkt nachzuweisen mittels der Beziehungen 

[3d3']-^[«rftt] 

die wieder mit den Gleichungen (9), yon denen die Entwicklung aus- 
ging, äquivalent sind. Da [3^3] = [3<'31 ist> so kann man (18) über- 
führen in 

[3 1 u] - [3« 03] • [3ttdÄ] = [e°«« I « • ndu] 
[3 : tt] • [3u(2"'ii] • [3iid3'] = L«e°''« I « • 3rf3V 

Faßt man d3' ^^^^ mehr als Abkürzung für dj + |[3ll]rf^ a^f? ^^ 
seither, so gelten diese Gleichungen im System des starren Körpers^ 
und zwar, wie die Regel des mittleren Faktors zeigt, identisch. 

8) Die Gleichungen (10) oder (16) und (17) bestimmen zusammen 
mit den Bewegungsgleichungen ToUsiändig die Bewegung eines 
starren Systems. 

Wirken auf dasselbe eine Reihe von äußeren Kräften V] ^^ . . • V.» 
so wird die Bewegung des Schwerpunktes dargestellt durch die Gleichung 

WO H die Geschwindigkeit des Schwerpunktes ist, der am besten ab 
Bezugspunkt gewählt wird, wenn kein Punkt des Körpers eine ein- 
fachere Bahn beschreibt. 

Zur Bestimmung der Drehung um den Schwerpunkt dient außer 
(10h) der sog. (erweiterte) Flächensatz: 

(^ 1? -2 ![''».] 

i) Von Whitehead (a. a. 0. p. 188) so genannt 
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wo tf den Vektor Tom Schwerpunkt zum Angriffspunkt der Kraft y,. 
bedeutet. 

Die 3 Oieichungen sind ein Ersatz für die Eulersche Bewegungs- 
g^leichung: 

(20») §-;[3u]-^|[r,¥,] 

die aus der letzten entsteht, wenn man auch wieder eine Momentan- 
bewegung als Drehung um tt ansieht und zu dem veiünderlichen System 
des starren Körpers übei^eht. 

In der Loslösung von diesem im Raum yeränderlichen System be- 
etebt der Hauptvorteil der Oieichungen (10) und (20); sie bringen 
das Problem der Bewegung eines starren Korpers der Lösung so nahe^ 
als es allgemein überhaupt möglich ist. Die Lösung muß ja die Be- 
wegung des Körpers relativ zum festen Raumsystem darstellen. Jeden- 
falls sind die Oleichxmgen den Euler sehen vorzuziehen , wenn es sich 
um Kräfte handelt, welche nicht auf Punkte wirken, die im Körper- 
system fest sind, wie in dem unter II behandelten Beispiel. 

9) Sind zwei Hauptträgheitsmomente eines Körpers einander 
gleich, etwa B ^ A, dann wird nach (1") oder (2) 

^^AvL + {C-Ä)ri. 

Der Impuls 3 liegt mit dem Drehungsvektor tt und der Körperachse t 
in einer Ebene. Es handelt sich jetzt nur noch um eine ebene affine 
Transformation, welche tt in Qu =» 3 überführt Die Hauptzahlen sind 
A und C, die identische Gleichung heißt: 

Es gilt daher die Gleichung: 

[(3-Aii)|(3-c«)]-o. 

Die Gleichung (16) behält ihre Form bei: 

[3|rftt]-[ttirf3]. 

Weil Q3 in derselben Ebene mit 3 und u liegt, verschwindet 
W33»]; ferner ist ^^6 = ^(7« d.h. (^ konstant gleich AC, da- 
her ergibt jede der Gleichungen (17) 

^[S"r:]-[3"'^] + [3.]'- 

An Stelle einer* der drei skalaren Differentialgleichungen ist also 
eine endliche Gleichung getreten; dies stimmt damit überein, daß alle 
An&ngslagen des Körpers ein und dieselbe Bewegung ergeben, welche 
durch Drehung desselben um die Körperachse hervorgehen. 
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IL 

Im zweiten Teil dieser Arbeit soll das Seitherige angewendet werden 
aaf die Bewegung einer auf horizontaler Ebene rollenden Kugel mit 3 Ter- 
schiedenen Hauptträgheitsmomenten bei zentraler Lage des Schwerpunktes. 

1) Weil die Bewegungsgleichungen auch gelten, wenn mA 
außerhalb der Engelfläche Massen befinden, so kann das Problem auch 
allgemeiner formuliert werden. Ein Kreisel mit kugelförmig abgerundeter 
Spitze rollt ohne Gleitung auf einer Ebene, wobei keine änßem Kraft« 
wirken sollen. Ist der Halbmesser der in Kontakt befindlichen Engel- 
fläche gleich Null, dann muß die Bewegung in die des kraitefreien 
Kreisels übergehen. Im Folgenden soll aber der Einfachheit halber 
immer von einer horizontal rollenden Kugel die Rede sein. 

Ist r ein Vektor Ton der Länge des Kugelhalbmessers, der Tom 
Mittelpunkt abwärts zum Berührungspunkt C (Momentanzentrom) 
geht, und ist ^ die im Berührungspunkt horizontal wirkende Beaktions- 
kraft (die Wirkung der Schwerkraft ist durch die vertikale Reaktionskraft 
aufgehoben; von Reibung soll abgesehen werden), während wie froher 
die Körpermasse M, die Schwerpunktsgeschwindigkeit H, der Impuls ^ 
heißen soll, dann sind die Bewegungsgleichungen: 

j steht senkrecht zum Tertikaien Vektor r, liegt also horizontal, oder 
der Endpunkt von 3 beschreibt eine in horizontaler Ebene liegende 
Kurve, die Impulskurve. Durch Elimination von ^ entsteht 

Die beiden horizontalliegenden Geschwindigkeiten ^ und -jz stehen 

aufeinander .senkrecht und ihre Längen sind proportional. Die Impuls' 
kurve ist daher ähnlich zu der Kurve, welche vom Endpunkt der 
Schwerpunktsgeschwindigkeit beschrieben wird, A h. zum Hodographen 
der Schwerpunktsbahn und gegen die letztere Kurve um einen rechten 
Winkel gedreht. 

Die letzte Oleichung liefert sofort die Integralgleichung: 

(21) 3 = 3o + -Ztf ;['«•]• 

Die Integrationskonstante % bedeutet nichts anderes als den fßr das 
Momentanzentrum als Anfangspunkt gültigen Impuls, welcher ja der 
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Lange and Kichtong nach konstant sein muß. Dies wird eine zweite 
Ableitung der Gleichung (21) bestätigen. Bedeutet nämlich 5o wirklich 
den Impuls fiir den Anfangspunkt G, dann ist nach der Definition de» 
Impulses: .^ T «^11 

wo I ein Vektor von C bis zu irgend einem Teilchen mit der Masse 
dm ist. Zum selben Massenteilchen geht aus dem Schwerpunkt der 
Vektor I + t, also ist der Schwerpunktsimpuls: 

Das letzte Olied der rechten Seite läßt sich aber leicht auf die Form 
iif [m] bringen 9 wenn man den fflr alle Massenteilchen konstanten 

Vektor t vor das Summenzeichen stellt und für ^^ dm *,'^ — nach 

einem bekannten Schwerpunktssatz M\^ schreibt.^) 

Gleichung (21) gilt allgemein für rollende und gleitende Bewegung. 
Die im Berührungspunkt angreifende Kraft ^ kann dabei noch gan^ 
beliebig sein. Soll die Bewegung eine rein rollende sein, dann ist die 
Geschwindigkeit des Punktes der Kugel , der gerade Berührungspunkt 
ist^ gleich Null; diese Geschwindigkeit erhält man, wenn zu der Schwer- 
punktsgeschwindigkeit H noch die Geschwindigkeit | [ttr] geometrisch 
addiert wird, welche der Drehung um die durch den Schwerpunkt ge- 
legte Drehachse entspricht. Also ist n -f | [ur] » oder: 

(22) 11^ |[ttt]. 

H steht also senkrecht auf der Drehachse und ist der Länge nach zur 
Horizontalkomponente der Winkelgeschwindigkeit proportional. Für 
die Knrven, welche die Endpunkte von tt und ti beschreiben (Herpolhodie 
und Hodograph), folgt hieraus: Die Horizontalprojektion der Herpolhodie 
ist (wie die Impulskurve) ähnlich zum Hodographen und gegen denselben 
um einen rechten Winkel gedreht (jedoch im entgegengesetzten Sinn 
wie die Impulskurve). 

2) Jetzt läßt sich der Zusammenhang zwischen 3 und tt im 
Raum erörtern. Denn mit Gleichung (22) wird aus (21) 

(23) 3-3o--»^MI'*) 

1) Vgl. FGppl. Vorlesnngen über technische Mechanik IV § 2. 
2} Aus der (28) entsprechenden Differentialgleichung 
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Dar Impuk bei der Beweguug ein es statren Körpers. 



die geometrische Deutung dieser Gleichung wird einfacher, wenn man 
dem Vektor r die Länge 1 erteilt: man kann ja dann, damit die Gleichung 
wieder richtig ist, die Bedeutung von Jf dahin ahändern, daß damit 
von jeixt ah die mit dem Quadrat des Kugelhalbmessers multiplizierte 
Masse bezeichnet werden, 31 also von der Größenordauiig eines Träg- 
heitsmoments sein solL Bei dieser Deutung der Bezeichnungen tritt 
klar hervor, daß man nur M = zu setzen hat, um die Bewegung 
des kräftefreien Kreisels zu erhalten. Es sei aber gleich jetzt hervor- 
gehoben, daß unser Problem gegenüber von dem des kriiftefreien Kreisels 
in doppelter Hinsicht eine Verallgemeinerung in sich schließt^ da nicht 
bloß die Länge des Kugelhalbmessers i sondern auch noch die gegen- 
seitige Lage der Vektoren ^^ und r, d, h. der von ihnen eingeschlossene 
Winkel beim Kugelproblem in Betracht kommen, Faktoren, die beide 
beim kräftefreien Kreisel wegfallen. 

Die lineare Gleichung (23) zeigt ?.unüchst, daß 3 und il affin zn- 
s&mmenhängen , und zwar auf folgende Art: 

Der Vektor [ttt]Ir, (der sich auch entwickelt schreiben laßt: 
U — r [u I r]) liegt in der Ebene von u und r und steht senkrecht auf 
r; da t die Länge 1 hat^ BO bedeutet [fit] r nichts anderes als die 
Horizontalprojektion von st. Ist u bekannt, so läßt sich durch geo- 
metrische Subtraktion der mit 31 multiplizierten Horizontalprojektion 
der Winkelgeschwindigkeit von dem konstanten Vektor 3^ der Impuls 
3 konstruieren- 

Führt man So^-^'E^**] ' ^^^^ 3 ein in die Gleichung [3 | £^li] 
= [rf3.u],dan«wivd: ^^■,,^^0. 

Durch Integration ergibt sich 

(24) [3oi»]-2r. 

erb3.lt man durch Übergang zum System de» starren K5rperi die Euter sehe 
Gleiehanff; 

die genau überetnutimmt tnit den Uleichungen, welche Harr Holder in ieiner 
Abhandlung; Cbei die Prinzipien von Hamilton und Maupertuii, Öött. Nach- 
richten 1S1?6 S. 156 aXä Ueiäpiel fär die richUge Anwendung des Hamilton sehen 
Frinssipe^ abgeleitet hat Man hat 

EU setzen und ebenso 3 ^^d it in rechtwitikligen Koordinaten £a Ejchreiben^ dann 
lautet dw erstem 

und entsprechend die beiden andeni. 
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Als Integrationskonstante ist die doppelte kinetische Enei^ie zu 
wählen, welche ja tatsächlich nach (1), wenn es sich nnr um eine 
Drehang handelt, gleich dem innem Produkt ans Impuls und Winkel- 
geschwindigkeit ist. Der Impuls muß sich dabei natürlich auf das 
Momentanzentrum beziehen. Will man die doppelte kinetische Energie 
nach (21) im Schwerpunktsimpuls ausdrücken, so tritt zu [5 | u] noch 
das mit der Masse multiplizierte Quadrat der Schwerpunktsgeschwindigkeit. 

Nach (22) ist die Projektion von u auf 3^ konstant «= -j^ , wo J 

die Länge Ton 3^ bedeutet. Der Endpunkt von tt und die Kurve, 

Fig. 1. 




welche derselbe beschreibt, die Herpolhodie, liegt in einer zu 3^ senk- 
rechten Ebene, der invariablen Ebene, welche vom Ausgangspunkt 

2 T 
der Vektoren den Abstand ^ hat. 

Damit kann, wenn 3 bekannt ist, tt gefunden werden. 3q — 3 
liefert die Horizontalprojektion des Endpunkts von Mu, der außerdem 
nach dem Vorhergehenden in einer zu 3o senkrechten Ebene liegt, die 

von den Abstand j^ hat. 

Vektoranalytisch entspricht dieser Konstruktion die Gleichung: 

[3o r] JJf u = [(3 - 3,) r] : 3o + 2 T JJf r. 

Da sie aber späterhin uicht benützt wird, soll sie ohne Beweis an- 
gegeben werdeu. 

Nach dem im 1. Teil über die Gleichung (16) Gesi^en muß die 
soeben näher ausgeführte affine Transformation, welche tt in 3 über- 

Zeitoehzift f. MAthematik a. Physik. M.Band. 190«. S.Heft. 16 
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führt, in einer reiiien Deformation bestehen. Wenn u in der dnrch 3^ 
gelegten Yeriikalebene liegt , so f^t auch J in diese Ebene ^ dieselbe 
muß daher zwei anfeinaiider Benkrechte B&uptrjcbtoiigen enthalten^ und 
also die dritte senkrecht zur [ä^rl-ebeue stehen. Für diese letztere 
wird 3 nnd m unendlich groß^ wiis bei der Bewegung eines atarren 
Korpers mit beliebiger Massenyerteilung im allgemeinen meht möglich 
ist. Auch die andern lassen sich leicht findt^ii. Man erlmlt fOj den 
Neigungswinkel q> der Uauptricbtung gegen die Uorizontalebene, wenn 
a der Winkel yon i^o ^^^^^ ^^^ Horizontalebene ist: 

Biii3y _ _J^ 
■in2(9-^a) ~ %TM* 

Als Hanptzahlen ergeben sich, wenn ^-=i) gesetzt wird, die 
beiden Werte: _ ^ J__ 

i 

TOn welchen der eine sicher ^0 ist; 3 "^d u kömien aber niemals 
entgegengesetzt gerichtet sein, so daß nur eine Hauptrichtnug als prak- 
tisch möglich übrig bleibt. 

3) Für die Polhodie läßt sich wenigstens ein Ort finden. Aus 
der Vektorgleichung: 

3-3,+ 3fu = Jfr[ttlr] 

leiten sich die skalaren Gleichungen ab: 

[(3 + 3o) 1(3 - 3o + ^«>)] = 23f [3o I r] [r I «], 
[u|(3-3o + J»^tt)] = -M[riu]», 

woraus durch Elimination von [r | u] die Oleichung 4. Grades in it 
entsteht: 

{[Q{Q+M)n\ü]-J^ + 2T]li)*^4M[X\t]*{[(Q + M)u\n]-2T3l), 

welche eine Fläche 4. Ordnung im System des starren Korpers 
darstellt, da u in derselben nicht mehr mit den Vektoren 3^ nnd r 
zusammenhängt. 

Jedem der oo* Vektoren 3, welche in der durch den Endpunkt 
von ^Q gelegten Horizontalebene endigen, ist jetzt ein bestimmter 
Vektor tt und nach (4) eine Lage der Kugel (zweideutig) zugeordnet. 
Wie die Kugellagen aufeinander folgen, wird durch (13) bestimmt, und 
(12) gibt den zeitlichen Verlauf der Bewegung. Daß sich diese Diffe- 
rentialgleichungen zweiten Grads allgemein nach den gewöhnlichen 
Methoden der Analysis mit Erfolg behandeln lassen, ist nicht zu er- 
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warten. Man ist daher auf die Behandlung besonderer Fälle an- 
gewiesen. 

Sind zwei Hauptträgheitsmomente einander gleich^ also 
JS ^ Ä, dann erhält man die Herpolhodie sofort durch Heranziehen der 
Oleichung 

[(3-^ii)l(3-C'M)j = o. 

Denn wenn man 3 durch 3^ — M(n — t[tt | r]) ersetzt, entsteht die 
Gleichung eines Drehungsellipsoids. 

Die Herpolhodie ist daher als Schnitt dieses Ellipsoids mit der 
Ebene [3o | tt] » 2 T eine Ellipse (und deshalb auch die Impulskurye 
und der Hodograph des Kugelmittelpunktes). Die Relativbewegung der 
Engel um ihren Mittelpunkt könnte man hiemach erhalten, wenn man 
an dieser im Raum festen Ellipse die Flache vierter Ordnung, auf 
welcher die Polhodie liegen muß und die in diesem Fall eine Drehungs- 
fläche ist, bei festgehaltenem Mittelpunkt abrollen läßt. Weitere Durch- 
fülirung dieses Problems Tgl. meine Dissertation: „Bewegung einer auf 
horizontaler Ebene rollenden Kugel, deren Schwerpunkt im Mittelpunkt 
liegt" Stuttgart 1902. 

4) Von jetzt ab seien die Hauptträgheitsmomente wieder verschieden 
und zwar -4 > B > C. Leicht durchfahrbar ist der Fall, wo 3o» ^^^' 
konstante Impuls des Momentanzentrums, senkrecht steht. Er gehe 
abwärts, so daß er die Kugeloberfläche stets im Berührungspunkt 
trifft und bei der Bewegung die Spur auf der Kugel ausschneidet. 
Seine Länge kann man sich gleich dem Kugelhalbmesser denken, dann 
beschreibt sein Endpunkt geradezu die Spur auf der Kugeloberfläche. 
Es werden sich nun Gleichungen ergeben, welche mit denjenigen im 
wesentlichen übereinstimmen, die man bei der Bewegung des kräfte- 
freien Kreisels erhält. Dies wird deutlicher werden, wenn man den 

vertikal abwärts gehenden Einheitsvektor durch y ersetzt. Für die 

Horizontalkomponente der Winkelgeschwindigkeit erhält man dann: 

L3o«L3ji oder u — ^t3o ^^^ »^s Gleichung (23) wird: 

(25) 3 + ^tt = (l+'J.^3o. 

Man hat also einen konstanten Vektor 3 + ^u, dem man übrigens 
eine einfache mechanische Deutung geben kann. Eine dui'ch senk- 
recht zu it gelegte Ebene schneidet die Horizontalebene in einer Ge- 
raden, auf der .man einen beliebigen Punkt als Bezugspunkt wählen 
muß, um nach der Definition den Impuls 3 + -Sf tt zu erhalten. 

Die Analogie mit dem kräftefreien Kreisel tritt klar zutage in 
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den Gleidumgen der Polhodie. Ersetzt man 3 + ^^ dnrcli (Ä + M)pi 
+ (B + ]U)q\ + (C + M)rt, dann erhalt man sie in der Form: 

[(i + Mu)\u]^(A + M)p^ + (B + M)q' + {C+M)r'^(l + ^2T, 

Ein Kreisel mit den Hanptträgheitsmomenten: 

A'^A + M 
B'-B + M 

C'^C + M 

liefert, wenn für Impulslänge and kinetische Energie gilt: 

r-ii + '-^^j 

genau dieselbe Polhodie, falls keine Kräfte auf ihn wirken. Wichtiger 
ab die beiden letzten Gleichungen ist die daraus abzuleitende: 

deren einzehie Glieder von der Dimension eines Trägheitsmoments sind 
und die abgekürzt 

B'^D + M 
geschrieben werde möge. 

Um die Herpolhodie zu erhalten, hat man 3 « fl + ^~-jt-) 3o *" -^^^ 
in Gleichung (18J einzusetzen. Man wird auf ein elliptisches Integral 
stoßen, welches wieder der Bewegung eines kräftefreien Kreisels mit 
den Konstanten A', B\ C\ J\ T entspricht Nicht anders ist es bei 
Gleichung (18^), welche das Zeitintegral liefert. Dies alles läßt sich 
aber auch ohne Rechnung auf folgende Weise einsehen: Die Beziehungen 
(18) ergaben sich zwischen den Vektoren 

^^Ap\ + Bq\ + Cr\ 
und 

ti =i?i + gj +rf, 

ohne daß dabei eine andre Voraussetzung gemacht worden wäre, ^ 
daß der letztere Drehachse und Winkelgeschwindigkeit angibt für eine 
Momentandrehung des starren Systems l, j, l Für irgend einen andern 
Vektor von der Form: 
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der dieser Definition nach ebenso wie 3 durch eine reine Deformation 
mit den Hauptrichtungen i, j; t aus tt hervorgeht ^ müssen also gane 
entsprechende Beziehungen gelten-, man hat nur 3' statt 3 und A'B'C 
ftn Stelle von A B C za setzen. In unserm Fall ist 3' = 3 + Mix 
konstant; femer nach dem Vorhergehenden: 

(3 + i»ftt)*-J'* 
[(3 + Jfii)|it]-2r 

man erhalt ako Gleichungen wie für eine Kreiselbewegung mit den 
Eonstanten A' B' C J' T\ Die Relativbewegung der Kugel um ihren 
Mittelpunkt ist identisch mit der genannten Kreiselbewegung; durch 
Polhodie, Herpolhodie und Zeitintegr^d sind ja beide bestimmt Als 
besonders günstig ist hervorzuheben, daß bei unsrer Kugelbewegung 
statt der 4 von der Massenverteilung abhangigen Konstanten AyB,C,M 
nur noch 3, nämlich A + M, B + M, G + M auftreten, daß einfach 
unendlich viele Kugeln mit verschiedenen Haupträgheitsmomenten exis- 
tieren ; welche gleiche Bewegungen liefern können. 

5) Um die Kugelbewegung rein kinematisch darzustellen, 
liegt es nahe zu untersuchen, ob sich die Poinsot-Bewegung des Kreisels 
verwenden laßt. Man müßte das Poinsot-Ellipsoid auf der invariablen 
Ebene abrollen lassen, dabei aber der invariablen Ebene dieselbe Trans- 
lationsbewegung geben, welche der Kugelmittelpunkt ausführt, wenn 
die mit dem Ellipsoid fest verbundene Kugel auf der Horizontalebene 
rollt. Dies ist aber an einem Modell schwer zu bewerkstelligen. Da- 
gegen gelingt es, die Bewegung kinematisch durch ein Modell nachzu- 
ahmen, wenn man die Drehachsen durch die Punkte der Kugel, welche 
mit der Horizontalebene in Berührung kommen, in der ihnen relativ 
zum Hauptträgheitsachsensystem zukommenden Richtung durchlegt und 
statt des Polhodiekegels die so entstehende Polhodieregelfläche (Achsen- 
fläche) untersucht, die nach dem soeben Gesagten mit der Kugel fest 
verbunden ist und durch die Spur der Kugeloberfiäche geht; dabei 
ergeben sich Eigenschaften dieser Fläche, welche für die Herstellung 
eines Modells sehr günstig sind und die gerade verschwinden, wenn man 
von unserm Problem zu dem darin enthaltenen Fall des kräftefreien 
Kreisels übergeht, wobei die Regelfiäche in ihren Richtkegel ausartet. 

6) Für die Bestimmung der Spur auf der Oberfläche der rollenden 
Kugel möge ihr Halbmesser gleich 1 gesetzt werden, so daß r den 
Halbmesser zum Berührungspunkt nach Länge und Richtung darstellt. 
Bei A' B' C J' r B' können die Striche nachb^lich fortgelassen 
werden, so daß die Gleichungen der Polhodie, Herpolhodie und der 
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Diee sind fOr ein bestimmtes A die Gleichungen zweier EUipsoide, die 
sich in einer auf der Achsenfläche liegenden Karve 4. Ordnung C^ 
schneiden, welche vom Endpunkt des Vektors I=-t--iL^"*r be- 
schrieben wird. Die Schar dieser Kurven C^^ ist für die Kugelbewegung 
sehr wichtig und soll deshalb eingehender diskutiert werden. Ist 
A « 9 so erhält man die Spur auf der Kugeloberfläche Cq , welche die 
Erzeugenden der Fläche rechtwinklig durchschneidet^ da [dx\ Q~^t\ » 0. 
Zwischen C^ und C^ liegt auf jeder Erzeugenden der Vektor k • ^*r; 
die Kurvenschar zerlegt also die Erzeugenden in proportionale Abschnitte. 
Ißt X^A dann wird, weil A die Hauptzahl des Vektorquotienten Q für 
die Richtung t ist, 

[Q-'r\i]^j^[t\i] also: 

[i:i]-o. 

I und die Kurve Ca fallen somit in die erste Hauptträgheitsebene und 
ebenso Cb und Cc in die 2. und 3. 

8) Nun sind aber die Hauptebenen Symmetrieebenen der Fläche. 
Jede Erzeugende trifft in einer Hauptebene die zu ihr symmetrisch 
li^^nde. Ca Cb und Cc sind daher Doppelkurven der Fläche und 
deshalb Kegelschnitte, um ihre Gleichungen zu finden, multipliziere 
man die Gleichungen (C^) mit D und X und subtrahiere. Die ent- 
stehende Gleichung 

{F^ [e(«-A)-^iiii = -^-' 

bedeutet eine Schar von Flächen zweiter Ordnung, deren jede durch 
die ihr entsprechende Kurve C^ geht und deren Normale Q{Q — X)~^Ji 
in einem Punkt dieser Kurve parallel zu r ist (nach Gleichung (26)), 
eine Eigenschaft, von der unten Gebrauch gemacht werden soll. 

Nähert sich X dem Wert A, dann rückt die Kurve Ci in die 
Nahe der ersten Hauptebene. Die Fläche zweiter Ordnung Fj^ artet 
ans, indem die erste Halbachse sehr klein wird, und geht beim Durch- 
gang von X durch A von einem Ellipsoid in ein einschaliges Hyperboloid 
über. Ellipsoid und Hyperboloid werden im Grenzfall getrennt durch 
die Kurve C^. Ähnliches gilt für Cb und Cc Die Gleichungen der- 
selben sollen noch in kartesischen Koordinaten angegeben werden, weil 
so die Gattung der Kegelschnitte deutlich hervortritt: 

ic.) Ä^y' + jT^c'''-^- 

V^') — B-C' ^ A-b'^ D 
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Ca and Cc sind EUipeen, deren AchsenTerhalinis bei yeranderlichem J> 
gleichbleibt, wälirend die Achsenlange bei der einen wachst, bei der 
andern abnimmt; Cb ist eine Hyperbel, deren Asymptoten: 

Ton D unabhängig sind. 

Um jetzt Ton der Gestalt der Begelflache eine Vorstellung zu be- 
kommen, lege man auf der Engeloberfläche die Scheitel der sphärischen 
Ellipse C^ fest, welche beim Rollen zur Spur werden solL Man kann 
dabei benutzen, daß die Abstände dieser Scheitel von der Achse, welche 
Yon der sphärischen Ellipse umschlossen wird, konstantes Verhältnis 
haben. Dieses Verhältnis ergibt sich, wenn die x- oder {-Achse um- 
schlossen wird, also D> B ist, aus der Zylinderfläche (siehe die 
Gleichungen C^) 

(27) iQ-i^A-Q)t\t]-^, 

durch welche die Spur C^ parallel zur i-Achse projiziert wird, gleich 
y -y-^^ • y Ä __ ' n f ^80 Ton D unabhängig. 

Ebenso liefert im Fall D < £ die durch Cq gehende, die t-Achse 
omschließende Zylinderfläche 

(28) [«-H«-C)r!r] = 5_-_? 



das Achsen Verhältnis: 1/ a__q ' y b'-^c' 

Sind die Scheitel der sphärischen Ellipse gefunden, dann kann 
man leicht die zugehörigen singulären Erzeugenden (Torsallinien) kon- 
struieren, da Ton den Hauptebenen auf denselben Strecken abgeschnitten 
werden, die sich wie A: B : C verhalten. Diese Torsallinien liefern 
aber durch ihre Schnittpunkte mit den Hftuptebenen die Scheitel der 
Doppelkurven Ca Cb Ccy soweit sich in denselben reelle Torsallinien 
schneiden. Auf derjenigen Doppelkurve, in deren Ebene eine Torsal- 
linie liegt, bestimmt sie dagegen einen Kuspidalpunkt der Fläche 
(Vgl. Tafel I). Aus diesen Singularitäten (Doppelkurven, Torsallinien, 
Euspidalpunkten) läßt sich aber leicht ein Bild der Fläche ergänzen. 
(Auf Tafel I ist die Räche dargestellt für Ä:B:C^S:2:l und 

die 3 Fälle D ^ Ä) 

Es gibt noch eine Begelflache ganz derselben Art, welche die Kurren 
Cj^C^Cf. als Doppelkoiven enth&lt. 
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Sie ist bestimmt dnrcb die Oleichangen: 

[e'(«'-i)-*firi-;^.- 

Dabei sind die Hanptzahlen ron dem Vektorquotienten Q' 
ABC 



n + A — B-C' D-A + B—C D — A — B-^C' 
Ton denen die letzte sicher negatiy ist und es ist 



2>'=- — ; 



(D + ^ - B — C) (D — j1 + B — C) {2> — j1 — B + C) 
Znm Beweis bilde man ähnlich wie bei der Polhodienregelflftche 

in rechtwinkligen Koordinaten, setze die erste Koordinate gleich Null und dAan 1 
gleich der ersten Hauptzahl, so entsteht die Gleichung der Doppelknzre C^. Man 
benutze dabei die Identitftten: 

B(2> + ^ — B-C) — ^(D-^ + B — (7)-=(A— B)(il + B+C— 2>), 

C(JD + A — B— C)-^(D — ^ — B + C) = (il — C)(^ + B + C— 2>) 

und: 

— {D^A + B^C){D — A — B + C) + IBC 

= (-^ + B + C + D)M + B + C-D), 

D{A + B + C - D) — A(^ A + B + C+ D) ^ (A — D)iD -{- A^ B ^ C). 

Entsprechend ergeben sich die Doppelkurven Cß und Cq, Richtkegel dieser 
zweiten Begelfläche ist ebenso wie bei der ersten der Polhodiekegel: 

[e(e-^)rif]-o. 

Die auf ihm liegende unendlich ferne Kurve C^ ist auch Doppelkurve für 
beide Fl&chen, da je zwei Erzeugende in bezug auf symmetrisch liegen und 
also parallel sind. Die Torsallinien sinil beiden Flächen gemeinsam, nicht aber 
die KuBpidalpunkte. Von den beiden Schnittpunkten einer Torsallinie mit der in 
derselben Ebene liegenden Doppelkurve gehört vielmehr den beiden Flächen je 
Einer als Kuspidalpunkt an. Aus der Existenz dieser zweiten Begelfläche geht 
hervor, daß die durch die Leitlinien C^CgCQ bestimmte Regelfläche 16. Grads in 
zwei Flächen 8. Grads zerfällt. Die zweite Fläche kann aber für keine Kugel- 
bewegung als Drehachsenfläche gedeutet werden, da ein oder zwei Hauptträgheits- 
momente dieser Kugel negativ sein müßten. 

9) Ehe zur Bewegung der Kugel selbst übergegangen wird, sollen 
noch folgende Betrachtungen die geometrischen Beziehungen er- 
läutern. 

Durch die affine Transformation Q^^{Q — ^) geht nach der 
Gleichung 
(26) i-Q''iQ'-^)r 
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r in |y also C^ in C^ Aber. Die Flache F^^ geht durch dieselbe Trans- 
formation hervor aus einer Flache zweiter Ordnung dordi C^ Die 
Gleichungen beider Flachen sind 

Die Normale der einen ist parallel zom entsprechenden Badiosrektor 
der andern. Das Verhältnis ihrer Halbachsen ist reziprok. Für Ter- 
änderliches X bedeutet die zweite Gleichung die Schar der Flächen 
zweiter Ordnung durch die sphärische Ellipse C^; eine solche Flächen- 
schar hat gemeinsame Kreisschnittebenen, die man erhalt , wenn man 
die Eugelgleichung ^ . 

B-«(^-A)[tr|t]-^ 

von der Flachengleichung abzieht, wodurch 

[(>->(«-J»)»|f] = o 

entsteht. Dabei ist henrorzuheben, daß diese Gleichung der Ereis- 
schnittebenen auch von D unabhängig ist. Die Ebenen stehen senkrecht 
auf den Asymptoten von C^. 

Durch die affine Transformation ^"*(^ — A) sind insbesondere 
folgende Flachen einander zugeordnet: 
JPq Kugel entspricht sich selbst, 

Fd rollender und gleitender Kegel ^) — Kegel durch C^y 
jP« unendlich großes EUipsoid — MacGullaghs EUipsoid, 

FaFbFc ausgeartete Flächen — Zylinder^chen durdi C^ 

Daß diese Zylinderflächen mit dem MacCuUaghschen EUipsoid ge- 
meinsame Kreisschnittebenen haben, wurde eben Yon MacCollAgh 
benutzt zur geometrischen Deutung der Amplitude 9 der elliptischen 
Integrale.^) 

Schreibt man nämlich die j- und t-Koordinate von r entsprechend 
der Zylinderfläche: 
(27) [^i(^_^),j,]»^_-^ 



1/ — ^ A — B "^^ ^ bezw. 1/ — j. A^c ^® ^' ^""^ ^^^^ ^^ 

aus der Länge 1 von r als i-Koordinate 



1) Von Poinsot so genannt. Über geine Eigenschaften vgl. Poinsot oder 
Routh, Dynamik der Systeme starrer Körper. 11 § 178. 
8) Routh n § 168. 
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80 daß Cq durch die Gleichujig 



dargestellt wird. g> ist daher der Zentriwinkel des auf der Zylinder- 
flache liegenden Kreisbogens zwischen der [if]-Ebene und der einem be- 
stimmten Vektor r entsprechenden Zylindermantellinie. Auch für Ca 
haben die Ereisschnittebenen eine wichtige Bedeutung; projiziert man 
nämlich Ca senkrecht auf eine derselben , so entsteht wieder ein Kreis; 
9 hat dabei ähnliche Bedeutung wie oben. 

Also: Projiziert man einen Punkt Yon Ca (Schnittpunkt der Dreh- 
achse mit der ersten Hauptebene) senkrecht und den entsprechenden 
Punkt von Cq parallel zur i-Achse auf eine der Kreisschnittebenen, so 
liegen die Projektionen mit in einer Geraden, welche mit der 
[tf]-Ebene den Winkel <p bildei^ und die Abstände der Projektionen Ton 
sind konstant. Die Projektionen liegen dabei auf yerschiedenen 
Seiten yon 0. Entsprechendes gilt Yon Cc] C^ ist dann parallel zur 
t-Achse zu projizieren, und die Projektionen entsprechender Punkte liegen 
auf derselben Seite von 0. Man könnte diese Beziehungen zu einer 
ein&chen Konstruktion der behandelten Regelfläche benützen. 

10) Für die Bewegung der Kugel ist insbesondere das Verhalten 
der Flächen JF\ mit der Gleichung 

W(«-A)-^llf] = -^~^ 

Ton Wichtigkeit, sowie die auf ihnen liegende und ihnen eindeutig zu- 
geordnete Kurvenschar C^, welche von den Momentandrehachsen aus 
den Flächen ausgeschnitten wird. Zu irgend einem zum Berührungs- 
punkt gehenden Kugelhalbmesser r gehörte eine Drehachse, deren 
Punkte den Vektor | zum Träger hatten, wo ( und r verbunden waren 
durch die Gleichung: 
(26-) QiQ-^)-'\ = x. 

Der Endpunkt von f beschreibt für ein veränderliches X die Dreh- 
achse; für ein bestimmtes k liegt er auf der zugehörigen Fläche F^. 
Betrachtet man einen Moment der Bewegung, wo r senkrecht abwärts 
geht und die Drehachse momentan ruht, so sieht man: 

Die Normale der Fläche F^ hat in jenem Punkt, wo sie von der 
Drehachse getroffen wird, die Richtung von Q{Q — X)~^ty also 
von r, sie steht im Raum senkrecht und i^^ berührt eine horizontale 
Ebene. 

Dieser Punkt hat von der durch den Kugelniittelpunkt gelegten 
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horizontaleil Ebene einen Abstand, der darch die Projektion von f auf 
r gemessen wird. Nun ist diese 

also im Verlauf der Bewegong f&r ein bestimmtes l konstant. Fi 
berührt daher stets eine horizontale Ebene H^y welche von den 

Abstand ^ ^ also yon der Horizontalebene, auf welcher die Eugd. 

rollt, nach oben den Abstand ^ hat. Nimmt man noch dazu^ daß der 

Beruhrongspunkt Ton F^ und H^ als der Momentanachse angehörig 
augenblicklich ruht, so ist damit ein Gleiten von F^ auf H^ aus- 
geschlossen und bloß noch eine rollende Bewegung möglich. Der Be- 
rührungspunkt hinterlaßt auf der Flache F^ die Spur C^. 

Damit sind die Mittel gegeben zur Herstellung eines Modells, 
welches die Kugelbewegung kinematisch, abgesehen vom zeitUchen 
Verlauf, wiedergeben kann. Man hat 2 oder mehr Flächen der 
Schar F^ starr zu verbinden; die Kugel jPq selbst muß nicht notwendig 
dabei sein. Als Unterlage dieses Modells dienen die entsprechendexi 

horizontalen Ebenen H^ die in den richtigen Abstanden {-^ j fest- 
gelegt werden müssen. Laßt man dann jede Flache auf der ihr zu- 
geordneten Ebene rollen, so wird die Kugelbewegung genau nach- 
geahmt, und auf jeder Flache als Spur eine Kurre 4. Ordnung oder 
wenigstens der eine Zweig derselben aufgezeichnet. Als Hauptschwierig- 
keit wird sich dabei ergeben, daß die Teile der Horizontalebenen, 
welche das Modell in der Bewegung hindern, weggenommen weiden 
müssen. Zum Teil laßt sich dadurch abhelfen, daß ja auch von den 
Flächen jP^ nur die Teile nötig sind, welche die Spuren (7^ enthalten, 
daß sogar eine starre Verbindung dieser Kurven genügt. Für die 
Doppelkurven Ca Cb Cc, welche sich durch ihre Einfachheit besonders 
empfehlen, kommt dies auf dasselbe hinaus, wie wenn die zugehöngeu 
ausgearteten Flächen Fa Fb Fe benützt werden; sie bestehen ja aitf 
doppelt überdeckten ebenen Flächenstücken, welche von den Karren 
Ca Cb Cc begrenzt werden. 

Für ein Modell unbrauchbar sind einmantlige Hyperboloide, wie 
sie für B> k> C \mdi A> X> D auftreten, wenn D>B ist, und 
für A>k>By sowie D>X>C, wenn D < B, Die durch den Be- 
rührungspunkt eines solchen auf H^ rollenden Hyperboloids Fj^ gehenden 
Mantellinien schneiden die auf der Fläche liegende Kurve C^ im all- 
|(emeinen noch in 2 reellen Punkten, d. h. C^ durchdringt die Ebene Bj- 
K\\( der unteren Hälfte der Tafel I sind Modelle für D ^ i^ skizziert 
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11) Für die analytische Behandlung der Bahn des Kugelmittel- 
punktes oder Berührungspunktes hat man zunächst die Geschwindigkeit -^ 

dieses Punktes. Nach der Gleichung H » | [ur] hat sie dieselbe Länge 
wie die Horizontalkomponente Ton u^ welche in (14) und (15) gleich 
n' gesetzt wurde. Hier liegt es naher^ statt der Herpolhodie den 
Schnitt des Herpolhodiekegels mit der Horizontalebene einzuführen. 
Sind dessen Polarkoordinaten r und ^, so daß ^ mit dem im 1. Teil 
so bezeichneten Winkel übereinstimmt, während der absolute Wert des 

8 T 
dort mit u' bezeichneten Vektors -jt ist, so hat man 

(30) ^-r 

und nach (14) und (15) 

^ ^ ^?7r~ — "^^ ' 

Einen sehr einfachen Ausdruck erhält man nach diesen Formeln 
für den Krümmungshalbmesser der Bahn: 

ds r* 



(33) 



. *' ABC 



Da nämlich die Horizontalprojektion Ton tt in die Normalrichtung 
der Bahn fällt, so ist dif der Winkel zwischen zwei benachbarten 
Normalen. Liegt der Schnitt des Herpolhodiekegels gezeichnet oder 
punktweise in Polarkoordinaten berechnet Tor, dann kann man die 
Lange des Krümmungshalbmessers aus der yon r konstruieren^) bzw. 
berechnen, und da seine Richtung mit der yon r übereinstimmt, so ist 
es nicht schwer, die Kurve aus kleinen Kreisbögen annäherungsweise 
zu konstruieren. 



1) Zur Konstruktion des Krümmungshalbmessers kann man verwenden, daß 

2T 
er sich zu r verhäli, wie die konstante senkrechte Komponente Ton tt, nämlich -j- 

SU -^ (nach (31)). Für -^ ist leicht eine Konstruktion zu finden; eine solche 

enthalt die Dissertation von Petrus in § 9. Dort ist auch (§ 3 S. 21) zu entnehmen, 

d^ 
daß -=Y immer positiv ist 
dt 
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Der KrümmongshalbmesBer kann nie unendlich und nor in den 
F&Uen, wo D gleich A^ B oder C ist, gleich Null werden. Denn der 

Nenner 

. B-^AD — BB-'C 
^ A B C 

ist stets positiT, wie zanachst für Z) > J? sofort ersichtlich; ftLr D <£ 

ist der kleinste Wert, den r* annehmen kann - ~ ^^ "~ , dies ist 

, . 1. -Q 1 A — BB — BB—C , - ^ ^ — D . . 
aber immer noch großer als — -^ ^ ^ — , da 1 > — -r— ist 

Geometrisch bedeutet dies, daß ^ immer positiv ist, der Pobuv 

winkel der Herpolhodie ^ mit der Zeit also immer wachst Wende- 
punkte und Rückkehrpunkte erster Art treten bei der Bahnkurve nicht 
auf; r wird ja nie unendlich, und in den genannten singularen Fällen 
treten höhere Singularitäten auf. 

Der kleinste Wert, den r* annehmen kann, ist nach (32) "" J^ 

bezw. — ~~~^c~~ f J® nachdem D o JB ist r und damit auch der 

Krümmungshalbmesser kann also nur verschwinden, wenn D gleich A 
oder C wird, in welchem Fall sich die Kugel um die betreffende senk- 
recht stehende Hauptträgheitsachse dreht, oder schließlich, wenn D==B 
wird. Es existieren dann, wie gezeigt werden wird, zwei Punkte, in 
welchen der Krümmungshalbmesser gleich Null wird und um welche 
die Kurve sich spiralförmig herumwindet. 

Ist D <By so kann ein Minimum für den Krümmungshalbmesser 

auftreten; es ist dann r* = 3 ^-^ — Abc " ^^^ ^^^ Krümmungs- 
halbmesser gleich |r. Aus den Grenzen von r^ ergibt sich, daß dabei 

Ä>\D>B 

sein muß. Den Ghren^werten von r entsprechen dann zwei Maxima des 
Krümmungshalbmessers; die Gestalt der Bahnkurve wird dadurch offen- 
bar eine verhältnismäßig kompliziertere, als wenn der Krümmungs- 
halbmesser mit w.achsendem r immer wächst oder (für \'D < JB) al^* 
nimmt. 

12) Für die weitere analytische Darstellung der Bahn ist 

statt r die Amplitude 9 einzuführen, etwa indem man ~jf- nach (3) 

in tt-=(-T-j (1 + r*) und nach (28) in 9? ausdrückt. Dann wird 

. A--DB — C A-B B B — C . , 
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also nach (30, (31) und (32) 
/ 



dt 



•T^ 



--DB—C A--D D B-^C 



-Ä-B-C-^'^'^^ 



''Idt 
J 



i(Z)~ C) - Z)(B — C) sin« cp' 



■\/_Ä B C 
" V (A—B)D{D'- 



C) 



dq) 



Zur Integration ist q> » am 
zweitletzte Gleichung einzusetzen. 



V^ (A--B)(D^q^'^'P 



{t — Q in die 



ABC J 

if erhält man dann als elliptisches 
Integral dritter Gattung in Funktion Ton t gleich if(t). Die Kom- 
penenten des Bahnelements ds seien dx » ds cos ^ und dy =^ ds sini^'^ 
damit wird das Differential des Vektors zum Berührungspunkt der Kugel, 
der von irgend einem Anfangspunkt ausgehen kann: 

d{x + iy) = e^'f'd$ = 



2T 



«-■•^'(O 



V- 



A—DD 
A C 



A-DDB—C 



sm' am 



yO: 



^^^^-^^?;'(^-Od/M 



al^emeinen 



ABC "^ - r ABC 

X + iy ergibt sich daraus als ein Integral, das im 
nicht mehr mit elliptischen Funktionen zu erledigen ist. 

Aus der erwähnten Nähe- 
mngskonstruktion mittels des 
Krümmungshalbmessers folgt 
für die Bahnkurve, daß kon< 
graenten Teilen der Herpol- 
hodie auch kongruente Teile 
der Bahnkurve entsprechen. 
Schließt sich die Herpolhodie, 
so ist dies auch der ^all bei 
der Bahnkurve, außer wenn die 
Spannweite der Teilbögen 2^^, 
welche der Herpolhodie und 
Bahnkurve gemeinsam ist, ein 

Vielfaches von 2x ist. Da der Kugelmittelpunkt nach der dem 
Winkel 2^,^ entsprechenden Zeit nicht gerade wieder an die alte Stelle 

1) In ^-Funktionen erhält die Gleichung der Bahnkurve nach E-S VI Glei- 
chung 41 die Form: 




d{x + iy) = ^ re''^'dt = (« + ix)dt = 






C und a sind dabei Konstante. 

Zeilsehvlft f. Mathematik u. Physik. 54. Band. 1906. 3. Heft. 
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Koij^ii, 




F»II D = ff)f fio ergibt sich 
"ülaea fcoiifEmeiit^r Tcfilbogten ^e sieh 



Eorre 

t f — 0; ffir dem cntsprc^^'h enden Punkt 

jT ^ 0, duyi ist dif a-'Achs«^ Tangente^ die 

m 4ieiRm Ponkl and f* der Xeigangp- 

ie T'AAa^ Kaek DtnrhUafeti eittes halben 

Uesnsteii Wert; c* wird ^ = ^; gf = |'^; 

■Ü Hufe dieser Kamtralen bssen sieb die Halb- 
]fiHel|»iiakt der b«idi9 kaosectrisebeti Kreise 
Ae BiLhakuTTe veriaofm muS. 



wo naeb dem 



3 






d<|) 



t 
^^^=1 S^B)B{B-C}J * 




(r'-^<^* VÄ(J)-C)-D(J?-Osin*f ^^^ 



IS) I» Fall der trennenden Polhodie {D^S) mtfSUt die 
Esgdoberlliebe (\ in xwei Kreise, Die Drehachsen, welche 
b«Me entspreehen» g^ben^ da sie senkrecht auf ä^n zn- 
von C^ $tehen^ dureb eine Gerade, welche 
Ki«idefi senkrecht zu dessen Ebene @teht. £i i^ 
■e dir G€iade9ir in welche die Doppel knrre Ch zerfällt. Da 
PitAodiiOikc^^ der Hiebt kegel der Achsen^ache^ in zwei 
so ^ind die genannten Drehachsen einer dieser Ebenen 
Die Regelfliche, welche durch diese Drehacbien gebildet wird, 
giktiiiiiieiehiiet als Krei^^konoid^ bei welchen] die Achse senk- 
4^ Ebene des Kreises in dessen Mittelpunkt stefat Die 
AehsMiflStbe xerfillt in zwei derartige Konoide^ die sich^ 

d and Cr durchdringen. Die Kurren C^ xerfallea.^ 
BKp€<'npaare. Von jedem Paar gebort ilen beiden Konoldet^^ 
an, Di« iweite Aehse tat fnr beide Konoide Doppd— — 
V^ TafVl L 
Y^ ^f S»ur. welche die Kugel auf der Horizontalebene giirnr' b 
^w bÜmmuDg^albmesser oben bereebitet worden. Er wi^^j 
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genau gleich r. Dies läßt sieh auf geometrischem Weg bestätigen. 
Von der Eonoidachse, welche die eine der beiden Cb » Cß darstellenden 
Geraden repräsentiert und die bei der Bewegung immer horizontal liegt, 
bleibt in jedem Moment der Punkt in Ruhe, welcher von der Momen- 
tandrehachse getroffen wird. Dieser Punkt hat aber Ton gerade die 
Entfernung r. In der Horizontalebene durch durchlauft dieser Punkt 
eine Kurve , auf welcher die Konoidachse roUt. beschreibt eine 
EYolvente dieser Kurre und r ist der Krümmungshalbmesser dieser 
Evolvente. 

Die analytische Behandlung der Bahn von wird verhältnismäßig 

einfach. Von Konstanten tritt nur noch \ --jT g— = ^i auf, der 

Maximalwert von r. Man hat: 

r = Ti cos 9 



J r^ COS 9 * 

Durch Integration erhält man: 

1 _ 2 

cos Kp — -gjj|-y^^ — ^r^yf, _j_ ^_r,> ' 

Ferner: 

rf5 = d^? = r^ cos 9 d^ . 

Damit wird schließlich: 

Die rechte Seite läßt sich in eine Reihe entwickeln; es ist 

l + c-ä'-i'/' 

Dabei konvergiert die Reihe der rechten Seite für positive ^; dies ge- 
nügt aber, da die Kurve in Beziehung auf die x- Achse symmetrisch ist. 
Durch Integration wird 

Die Konstanten x^ y„ sind die Werte ron x und y für i> = oo. 

17* 



Tafel m. 




Herpolhodie für D = JB; r^ = 1. 




Bahnkurve mit Evolute für D = J?; r^ = 1. 
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C 08 y V ^ (nach Schlömilch) 

2rj 





Auch die letztere Reihe konvergiert. 
Nach dem Obigen wird: 

;t+ 1 - äiyipi + • • -j - ~ (o:« - a;)8in^ + (y^ - y)co8^. 

Diese Ausdrücke bedeuten die Länge Ton Loten aus dem Punkt 
(xoff Vo) auf die Normale und die Tangente der Kurve. Es genügt zur 
Konstruktion der Kurve, diese Lote zu berechnen. Für große Werte 
von ^ nähert sich das Verhältnis derselben dem konstanten Wert r^ 
die Kurve daher einer logarithmischen Spirale, welche den Punkt (x,,,, 
y«,) umwindet und von ihm ausgehende Strahlen unter dem Winkel 
arctgr^ schneidet. In Tafel III ist die Herpolhodie, sowie die Bahnkurve 
fiir f 1 = 1 konstruiert (dies entspricht allen Fällen, wo J. : B: (7 = (1 + X) 
: (1 — il*) : A (1 — ;i) ist, wenn fQr k eine beliebige Zahl zwischen und 
1 gewählt wird). Bei der Bewegung beschreibt der Kugelmittelpunkt 
die Bahnkurve, während eine durch ihn gehende mit der Kugel fest 
verbundene Gerade {Cb) stets die Normale der Kurve bildet und also 
auf der ebenfalls in der Figur eingezeichneten Evolute abrollt. Die 
Spur, welche zu irgend einc^r Konoid -Ellipse G^ gehört, erhält man 
leicht, wenn man die Krümn^ungshalbntesser im Verhältnis A : D teilt. 

Anhang. Bemerkungen über die Schreibweise der Vektoren. 

Vektoren und Bivektoren sind mit fettgedruckten deutschen Buch- 
staben bezeichnet. Das äußere Produkt zweier Vektoren a und k ist 
[tt] geschrieben, ist aber als Bivektor oder gerichtete Fläche aufzufassen, 
also in der Bedeutung auseinanderzuhalten von seiner „Ergänzimg^^: | [ak], 
einem Vektor, der auf der Ebene des Bivektors senkrecht steht und 
identisch ist mit dem Vektorprodukt Vak (so z. B. von Föppl bezeichnet). 

Das innere Produkt wird dann [o | k] geschrieben, weil man es 
auffassen kann als das äußere Produkt von o und dem Bivektor { k. 

[ok] I c - k . [a I c] - a • [k I f] ist als äußeres Produkt der Bi- 
vektoren [ak] und |c ein Vektor in der Ebene [ok] senkrecht zu r. 

Endlich ist [o o] zur Abkürzung o- geschrieben. 
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Literatnrangaben über die Regelflächen mit 4 Doppel- 
kegelschnitten. 

Die Achsenfl&chen der rollenden Engel gehören, wenn der Impuls in bezng 
auf da« Momentanzentrum senkrecht steht, zu denjenigen Begelflächen, welche 
De la Goumerie in seinem Werk: Recherches sur les surfaces r^glees tetraedialei' 
symetriqnes wegen der 4 Doppelkegelschnitte mit dem Namen „Quadrispinale" 
belegt hat. Die allgemeineren Eigenschaften der Fläche sind in Kap. I enthslten. 
In Nr. 28 ist angegeben, wie die zu einer gegebenen „assoziierte*' Quadiispinale. 
welche mit der gegebenen Fl&che die Doppelkegelschnitte gemein hat, zu finden 
ist und tatsächlich ist genau diese Methode angewendet worden, um die Kesultste 
der Seite 260 zu finden. Die Gleichung der Fl&che 8. Grades hat Caylej angegeben 
in einer dem Werk angefügten Note S. 189 (vgl. auch Salmon-Fiedler „Analytische 
Geometrie des Baumes'', Teil II, Anmerkung 82). Unsem Fall, wo die Fl&che 
Normalenfläche eines Ellipsoids fflr die Punkte einer sphärischen Ellipse ist, hat 
De la Goumerie in Nr. 268 kurz angedeutet und darauf hingewiesen, daß die 
Doppelkegelschnitte bei veränderlichem Parameter (D) homothetisch bleiben (vgl 
die vorliegende Arbeit S. 248), sowie daß die Asymptoten der Projektion der 
sphäridchen Ellipse auf die [xz]-Eheiie (also auch die Kreisschnittebenen der 
durch die sphärische Ellipse hindurchgehenden Flächen zweiter Ordnung) auf den 
Asymptoten der Hyperbel C^, welche den Doppelkegelschnitt in der [jc^]- Ebene 
bildet, senkrecht stehen [vgl S. 262 Mitte). 

Etwas anders als De la Goumerie hat Darbouz in seinem Bulletin des 
sciences math. et astr., Bd. II, Seite 301 ff. diese Regelflächen definiert. Er benutzt, 
daß die Normale des Mac CuUagh'schen Ellipsoids [^*r'r] = D-* in einem 
Punkt der sphärischen Ellipse Cq (wir spezialisieren Darboux's Angaben for nnsern 
Fall) Ort ist aller Pole der Berühmngsebene an das Ellipsoid im selben VxmVt 
in bezug auf die Flächen der konfokalen Schar: 

['<>-i)-'S, £]-/>-'• 
Irgend einer dieser konfokalen Flächen ist dann eine Kurve (7^ zugeordnet al^ 
Reziprokalkur\'e der durch die Berührungsebenen längs C^ gebildeten abwickel- 
baren Fläche (deren Gleichungen in Linienkoordinaten: 

lauten.) 
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Das Institut für angewandte Mathematik nnd Mechanik/) 

^^^^ Von C, Runge und L, Puandtl ia Göttiugeii. 

^ Im aohtzehüten Jahrliuutlert waren an den UöiTersitäteii Fächer 
"der angewandten Mathematik und Mechanik in beträchtlichem Umfange 
vertreten. Um speziell ?on Göttingeii zu reden ^ so finden wir unter 




Diw Institut türmugewandte Matht;matik imd üechanik i^Altca ptijsikalifit^hea lu^titut^. 

den Vorlesungen von Segnery Penther^ Tobias Majer, Kästner 
die Themata: praktische Feldmeßkunst, MaBchiöenlehre, Zivil- und 

Kriegs haukunst, mathematische Geographie» Hydrüstatik , Hydraulik. 
Zur Unterstützung der Anaehauung beim Unterricht diente die Modell- 



1 1 Der vorliegetide Aiifi^atz hi ein tmwes^flntlich erweiterter Altdruck eineB 
Katitteli* aus der Festachnft ♦.Die i^Uj^ikali rieben Imtitute der Uüiversitiit Uöt^ 
tiugen'', Leipzig 1ÜU6, herßuägegoben von der ,,Göttiög&T Vereinigung zur Fördorung 

■der angewandten Pbjsik ntid Mathematik'% 
\ Über das Wesen dieser von F. Klein l*^%9 ins Leben gerut^nen Vereinignng 

mögen hier einige Worte Platz finden. Sie l>estebt zu einem Teile aus Herren 
der tiroßinduetrie. zum auderu Teil aus MitgUederu der Göttinger Univer&itÄt, 
Durt-b die OpferwilUgkeit der indufitrieJl*-» Mitglieder Bind im Laute der Jahre 
die hier beschriebenen Inütitute und da*» Institut für angewandte Elektrizitiitslebre 
«(vNtanden, daneben sind andere Institute > besondere die phyiikalischen und ehemi- 




^ 
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kammer'^^ eine Sammlung von Modellen znr Mechanik, Statik, Hy> 
dranlik, Maschinenkunde.^) Im neunzehnten Jahrhundert haben Thibaat 
(gestorben 1832) und Ulrich (gestorUfüi 1^79) den Unterridit in 
diesem Sinne weitergeführt. Auch Listing hat noch über Maschinen- 
kunde und über die Theorie der Dampfmaschine gelesen. Thibant 
hinterließ der Universität eine Sammlung von geodätischen Instrumenten, 
die auch Ulrich noch benutzt hat. Unter den Gegenständen, in denen 
Ulrich unterrichtete, finden wir praktische Geometrie mit Übungen 
im Feldmessen und Nivellieren, landwirtschaftliche Baukunde, Ms* 
schinenkunde, Hydrostatik, Hydraulik. Indessen traten diese f%cher 
mehr und mehr in den Hintergrund gegenüber der Entwicklung der 
technischen Hochschulen und den glänzenden theoretischen Erfolgen 
von Gauß, Dirichlet, Riemann und Clebsch. Ah Ulrich im 
Jahre 1879 starb, wurde die Modellkammer von H. A. Schwarz, der 
seit 1875 den Lehrstuhl für Mathematik inne hatte, aufgelöst. Es 
blieb die Sammlung mathematischer Instrumente und Modelle, die im 
wesentlichen aus der Schenkung von Thibauts geodätischen In- 
strumenten bestand und nun zu einer mathematischen Modellsammlnng 
im modernen Sinne ausgestaltet wurde. ^^ 

Es ist das Verdienst von F. Klein,' den Unterricht in angewandter 
Mathematik und Mechanik neu belebt zu haben in der richtigen Er- 
kenntnis; daß u\ den angewandten Fächern eine Fülle von pädagogisch 
wertvollen Aüfgabien und Beispielen für den Mathematiker zu finden 
sind, und daß auch die Teilnahme an dem Fortschritt dieser Wissen- 
schaften der Universität nicht vorenthalten bleiben darf. Seine Be- 
strebungen haben in der Errichtung des Instituts für angewandte 
Mathematik und Mechanik, das heute die.Käume des alten physikalischen 
Instituts in Besitz genommen hat, einen gewissen Abschluß gefunden, und 

sehen Institute und die Königliche Bibliothek) mit namhaften Summen gefördert 
worden. 

Über die Entstehung der Göttinger Vereinigung und ihre Entwicklung in 
den eroten Jahren lese man den Aulsatz von F. Klein im 1. Jahrgang der „Physi- 
kalischen Zeitschrift" Dez. 1899: „Über die Neueinrichtungen" für Elektrotechnik 
und allgemeine technische Physik an der Universität Ööttingen". Dieser Aufeat» 
ist außer im Schlußkapitel der „Festschrift*' auch in der gelegentlich des Obeflebrer- 
Ferienkursus 1900 zu Göttingen herausgegebenen Schrift wieder abgcdrockt: 
F. Klein und E. Riecke: Über angewandte Mathematik und Physik in ihrer 
Bedeutung fOr den Unterricht an den höheren Schulen nebst Erlftutening der 
bezüglichen Göttinger UniversitÄtseinrichtungen. B. G. Tenbner 1900. 

1) Vergl. Job. Step h. Pütter, Versuch einer akademischen Gelehrten- 
geschichte von der Georg August - Universität zu Göttingen I, p. 243 u. f Göt- 
tingen 1766 (1. Teil) und 1788 (2. Teil). 
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daher lohnt es sich, einmal die Wandlungen zu verfolgen^ welche zq 
dem heutigen Stande der Dinge geführt haben. 

Es sind zwei Reihen der Entwicklung zu betrachten , die in der 
jei2ig^li AbteJlnuTg' A fOrvangewaadte Mathematik und der Abteilung B 
f&r angewandte 'Mechanik austaufen. 

Bntwieldung der beiden Abteilungen. 

Die Abteilung A geht aus von der Sammlung mathematischer 
Instrumente und Modelle , zu der sie im Haushalte der Universität 
noch gehört. H. A. Schwarz, der die Sammlung verwaltete, schaffte 
eine Anzahl von Reißzeugen an und richtete im Herbst 1889 Übungen 
in konstruktiver Geometrie ein, eine Art mathematischen Zeichen- 
unterrichts, der ähnlich gehandhabt wurde wie der auf den technischen 
Hochschulen übliche Unterricht in der darstellendeu Geometrie. In 
einem Hörsaale des Auditoriengebäudes waren Zeichentische aufgestellt, 
an denen die Studierenden die Zeichen aufgaben ausführten unter 
Leitung von Schwarz selbst und den Privatdozenten Holder und 
Schönflies. Als Schwarz im Jahre 1892 nach Berlin berufen wurde, 
führte Schön flies als Extraordinarius diesen Unterricht fort und ver- 
band damit auch Vorträge über projektive und daretellende Geometrie, 
wozu ihn ein eigener Lehrauftrag verpflichtete. Bei Schönflies' Über- 
siedelung nach Königsberg im Jahre 1899 wurde als sein Nachfolger 
Schilling berufen und mit dem Unterricht in darstellender Geometrie 
und in t/raphisdier Statik betraut. Für die Zeichentibuugen wurde die 
frühere Amtswohnung des Direktors der Frauenklinik (Uoepitalstr. 12) 
eingerichtet. Hier fand nun auch der geodätische Unterricht Unter- 
kunft, den zunächst Ambronn mit Instrumenten der Sternwarte auf- 
genommen hatte und den jetzt E. Wiechert weiterführte*) und auf 
höhere Geodäsie ausdehnte. Leider waren inzwischen ^e geodätischen 
Instrumente, die zu der Sammlung mathematischer Instrumente und 
Modelle gehörten, an die Sternwarte und an andere Institute abgegeben 
worden, weil nicht vorauszusehen war, daß sich der geodätische Unter- 

1) Als im Jahre 1897 Schering starb, dessen Lehrauftrag Mathematik, 
theoretische Astfonomie, Geodäsie and mathematische Physik vereinigt hatte, 
wurde seine Stellung in zwei Extraorditiariate verwandelt und Brendel und 
Wiechert als seine Nachfolger berufen. Brendel Übernahm die theoretische 
Astronomie, Wiechert die Geophysik. Spliter hat Brendel auch den Lehrauftrag 
für Versichern ngsmathematik erhalten, den vor ihm Bohlmann an dem im 
Jahre 1895 gegründeten Versicherungsseminar gehabt hatte. Über den Unterricht 
in der niederen Geodäsie, wie Wiechert ihn zunächst einrichtete, vergleiche dessen 
Aufsatz in der oben zitierten Schrift von F. Klein und E. Riecke, Über ange- 
wandte Mathematik und Physik usw. 
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rieht gerade an die Sammlung mathematiBcher Instrunieutp wieder 
würde angliedern lassen* Hierfür wurde dadurch Ersatz; geschnffen, 
daß einmal der Staat auf Befürworten des ersten VorsitzeiideEi di*r 
GÖttinger Vereinigung, v. Büttinger, 2(Ä\0 Mark bewilligte und nnderer* 

seita die fiöttinger Vereinigung in ver^cbiedenen Raten im gHiisen bis 
jetiit 6000 Mark für die Erwerbung geodätischer Instratnente anwies 
Zugleich schenkte der Xorddentsche Lloyd im Jahre 19<>1 eine Saiom 
lung seiner nautiäcben Instrumente ( Srhiä'skumpasse und Hextanteöt, 
und Krupp überwies der Sauimluiig eine Auswahl von Markscheide^ 
instruBDenten (U»OB). 

Die neu erstandene Sammlung wurde z.ugleich mit den Unterrichts- 
mitteln der darstelieuden Geometrie und graphiä^chen Statik der Leitung 
Schillings unterstellt. Beides zusammen h^rierfce im Etat als eint 
Abteilung der Sammlung mathematischer Instrumente und Modelle 
„B- Abteilung für graphische Übungen und mathematische Instrumente'** 
und Schilling wurde im Jahre 1903 ihr selbständiger Direktor, 
während die j^Äbteilung A f(ir mathematisehe Modelle'* F. Klein 
unterstellt blieb. 

Diese EinriehtuDg eines regehnaUigen Unterrichts in darstallender 
Geometrie, graphischer Statik und Geodäsie entsprach genau der neuen 
Prüfungsordnung, die am 12. September 1898 für das Lehramt an 
höheren Schulen in Preußen erlassen worden war. Die Pröfung^ 
Ordnung kennt neben d'^r reinen Mathematik das Prüfungsfach j^a- 
gewandte Mathematik** und schreibt vor (§ 22): ,^Von den Kandidaten, 
welche die Lebrbetahigung in der angpv^'andten Mathematik nachweisen 
wollen, ist außer einer Lehrbefähigung in der reinen Mathematik zn 
fordern: Kenntnis der darstellenden (leometrie bis zur Lehre foo der 
Zentralprojektion einschließlich und entsprechende Fertigkeit im 
Zeichnen; Bekanntschaft mit den mathematischen Methoden der teci* 
nischen Mechanik, insbesondere der graphischen Statik, mit der nieder«! 
Geodäsie und den Elementen der höheren Geodäsie nebst Theorie der 
Ausgleichung der Beo^cbtungB fehlen" 

Schilling hat sich über die verschiedenen Richtungen^ in denen 
er den Unterricht ausgestaltete, in den Vorträgen ausgelassen, die er 
Sfiu Ostern 1904 für den Ferienkursua der Oberlehrer der Mathematik 
und Physik gehalten hnV) 



I 



1) Fr. Scbilliug. Über die Anwetiduagea der darstelkndea Gwuietri», 
insbeäündere über die Phatograiumetrie, Zweiter Teil der ,, neuen Beitr^e mr 
Frage dm mathemati sehen und pbvsikaliBchen Unterrichts an d&n höheren 
Schalen", Vortrag, geeammelt ron *\ Klein und E. Riecke. ß, O. Teubner VM. 
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Im Herbst 1904 zog Schilling als Professor für darstellende 
Geometrie an die technische Hochschule in Danzig. An seiner Stelle 
in Göttingen wurde C. Runge berufen mit dem allgemeinen Lehr- 
aaftrag für angewandte Mathematik. Damit war eine erweiterte Auf- 
fassung des Lehramts bekundet^ die im Herbst 1905 dUrcJi die Ver- 
einigung mit der technischen Physik in der Begründung des Instituts 
für angewandte MaOiematik und Mechanik ihren abschließenden Aus- 
druck fand. 

Die zweite Entwicklungsreihe, die zu der Abteilung B für ange- 
wandte Mechanik führt, geht aus von der im Beginn des Jahres 1897 
gegründeten Abteilung für technische Physik^ die dem physikalischen 
Institut angegliedert wurde. Sie ist mit der Entstehung der Göttinger 
Vereinigung aufs engste verknüpft. Den unmittelbaren Anlaß zur Grün- 
dung der Abteilung gab zu Weihnachten 1896 die Schenkung einer nam- 
haften Summe für diesen Zweck seitens einiger Herren aus der Industrie. 
Es waren dies die Herren Dr. v. Böttinger in Elberfeld, Professor Dr. 
C. V. Linde in München und Kommerzienrat Krauß in München. 
Der Plan wurde alsbald wesentlich gefordert durch die von der Re- 
gierung bereitwillig erteilte Erlaubnis, den maschinellen Teil der bereits 
genehmigten elektrischen Beleuchtungsanlage für die königliche Bibliothek 
dem geplanten Laboratorium einzuordnen. 

Zur gleichen Zeit war es, unter Angliederung eines Lehrauftrags 
für landwirtschaftliche Maschinenlehre, ermöglicht worden, für die 
Stelle des Laboratoriumleiters eine außerordentliche Professur zu be- 
gründen; auch die Stelle eines Assistenten und eines Maschinisten 
wurde von der Regierung bewilligt. 

Die Professur wurde zu Ostern 1897 dem Privatdozenten R. Mollier 
in München übertragen, der jedoch schon im Herbst 1897 wieder aus- 
schied, um als Nachfolger Zeuners an die technische Hochschule 
Dresden überzusiedeln. 

Unter Molliers Leitung hatte man mit dem Bau eines ersten 
Pavillons (die Räume Bl, 2 und 3 des Planes auf Seite 269) auf dem 
Grundstück des physikalischen Instituts begonnen, und es waren ein 
der erwähnten, Beleuchtungsanlage dienender 10 pferdiger Gasmotor, 
sowie eine 15 pferdige Dampfmaschine mit Kesselanlage bestellt worden. 

Nach dem Weggange von Mollier wurde Eugen Meyer, Dozent 
der technischen Hochschule Hannover, .zunächst kommissarisch mit 
dem Ausbau der Anlage betraut, erst ein Semester später (Ostern 1898) 
siedelte er endgültig nach Göttingen über und übernahm zugleich mit 
der Professur auch das Direktorat des inzwischen zu einer selbständigen 
Abteilung für technische Physik^* erhobenen Instituts. Das erste 
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Praktikum war bereits im Wintersemester zustande gekommen , indem 
im November die Gasmaschine und Anfang Januar die Dampfmaschine 
in Betrieb gekommen waren. 

Dank der kräftigen Beihilfe der inzwischen gegrQndeten ^«Göttinger 
VereiniguHg*^ konnte schon jetzt an einen weiteren Ausbau gedacht 
werden^ zu dessen Ausfahrung der Staat einen namhaften Beitrag 
leistete. Es entstand im Frühjahr und Sommer 1898 ein Anbau, die 
Räume 4 und 5 des Planes auf Seite 269 enthaltend; darin gelangten 
zur Aufstellung eine Kältemaschinenanlage mit Kohlensäurebetrieb und 
eine Generatorgasanlage; im großen Maschinensaal wurden zur gleichen 
Zeit eine löpferdige Dampfmaschine, System deLaval, ein 2pferdiger 
Petroleummotor (Geschenk des Herrn Kommerzienrat Kuhn iu Stutt- 
gart), sowie ein 20pferdiger Dieselmotor — das Prunkstück und zu- 
gleich Schmerzenskind des Laboratoriums — aufgestellt. Nachdem 
noch im Anfang des Jahres 1899 für die beiden Dampfmaschinen ein 
Oberflächenkondensator in dem jetzt mit dem Maschinensaal vereinigten 
früheren Hofraum l* aufgestellt war, war eine innerhalb der gezogenen 
Grenzen sehr vielseitige Einrichtung für das gesamte Lehrgebiet der 
Wärmekraftmaschinen erreicht. Es begann nun eine an Forschungs- 
ergebnissen reiche Zeit. Besonders bekannt geworden sind die Unter- 
suchungen am Gasmotor und an der Gasgeneratoranli^e , die den 
speziellen Neigungen Meyers am meisten entsprachen. 

Als Eugen Meyer im Sommer 1900 einen Ruf an die technische 
Hochschule Charlotten bürg annahm, wurde H. Lorenz, bis dahin 
außerordentlicher Professor in Halle, für die Stelle gewonnen. Unter 
seiner Leitung hnt das Institut einen weiteren wichtigen Schritt vor- 
wärts getan. Um in ähnlicher Weise, wie es für die Thermodynamik 
geschehen war, auch für Festigkeitslehre und Hydraulik Einrichtungen 
zu gewinnen, beschloß die „Göttinger Vereinigung*', die inzwischen 
durcli Gewinnung neuer Mitglieder zu einer stattlichen Gesellschaft 
erstarkt war, einen weiteren Neubau an die bisherigen Räume anzu- 
gliedern, mit dem nun ein gewisser Abschluß erreicht werden sollte. 
Der Bau, der im Herbst 1901 begonnen und im darauffolgenden Herbst 
bezogen wurde, wurde nicht wie die bisherigen Räum/e in Fachwerk, 
sondern in massiver Bauweise ausgeführt. Er erhielt auch ein Ober- 
geschoß, in dem neben einigen anderen Räumen eine Dienstwohnung 
für den Maschinisten Platz fand. 

Die innere Einrichtung dieses Baues wurde Tom Staat über- 
nommen. In dem Hauptsaale kamen Ende des Jahres 1902 eine 
Zerreißmaschine und eine Torsionsmaschine, sowie eine elektrisch an- 
getriebene Pumpe mit Windkessel zur Aufstellung. Später (1905) ist 
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Institut für angewandte Mathematik und Mechanik 
Erkläriu^g der Bezeichnungen: 

A. Abteilung ffir angewandte 



ILatliematik. 

1—5. R&ane ttt Oeodtoie. 

6 — 9, IS. Bünine für namerische und graphiBche 
tTbongen. 

10. Zimmer des Dimkton. 

11. Werkatfttte. 

lt. Photographiaeliea Zimmer. 

B. Abteilang fflr angewandte Mechanik. 

1. WlrmekraftmaschineniaaL 

3. Kcitelranm. 

?. ArbeitMimmer. 

4. Kältemaachinenraam. 
h. CiMgeneratjrranm. 

9. Treppenhaus. 



7. Maachinensaal fttr Festigkeitslehre und Hy- 
dranlik. 

8. Azbeitsximmer. 

9. Mechanische Werkstätte. 

10 — 14. Wohnung des Maschinenmeisters. 

15. Meterologisches Zimmer. 

16. Photographisches Zimmer. 

17. Zimmer des Direktort. 

18. u. 19. Arbeitsr&ume für einfachere mechanische 
und thermische Untersuchungen. 

20—82. Arbeitsräume für mikroskopische und 

chemische Untersuchungen. 
S8. Yorlesungssammiung (and Aerodynamik). 

C. Gemeinsame Räume. 
1. Hörsaal. 
8. Lesesimmer. 
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die Einrichtung noch durch eine Peltontnrbine und eine hydraulische 
Presse yenroUstandigt worden. 

Lorenz schied Ostern. 1904 aus dem Amte, um an der neo- 
gegründeten technischen Hochschule in Danzig den Lehrstuhl für 
Mechanik einzunehmen. Nach einem Interregnum von einem Semester^ 
in dem E. Riecke das Institut verwaltete, wurde zum Herbst L. Prandtl^ 
bis dahin Professor an der technischen Hochschule Hannover, zum 
Direktor der Abteilung berufen. 

Das Jahr 1905 brachte einen letzten sehr erfreulichen Fortschritt 
für das Institut. Nach dem Umzüge des physikalischen Instituts in 
das neue Haus an der Bunsenstraße wurden die alten Räume an die 
y^angewandte Mathematik*^ und die ^^technische Physik" verteilt, so 
zwar, daß die an das Maschinenlaboratorium angrenzenden Räume am 
Leinekanal den Zwecken der technischen Physik ^ die an der Prinzen- 
straße denen der angewandten Mathematik überwiesen wurden; beiden 
Instituten gemeinsam ist ein Hörsaal und ein Lesezimmer. 

Die Zusammengehörigkeit der beiden Institute, die ja keinesw^ 
eine bloß äußerliche ist, ist bald nachher durch die gemeinsame Be- 
zeichnung als fjlnstitut für angewandte MaÜtemaiik und Mechanik' zum 
Ausdruck gekommen.^) 

Beschreibung der Institutseinriohtangen« 

Was die Verteilung der Räume der Abteilimg A betrifft (ver- 
gleiche den Plan Seite 269), so ist die Sammlung der feineren geo- 
dätischen und nautischen Instrumente im Erdgeschoß in dem auf dem 
Plane mit AI bezeichneten Räume untergebracht — vergleiche die 
Abbildung 3, die eine Auswahl der bemerkenswertesten Instrumente 
zur Anschauung bringt, von denen zwei Phototheodoliten, ein Zeiß- 
sches Telemeter (im Hintergrund), sowie ein vollständiger Schiffskompaß 
(links) besonders hervorgehoben werden mögen. Die Sammlung be- 
sitzt auch einen Ze iß sehen Stereokomparator, för den die Göttinger 
Vereinigung die Mittel zur Verfügung gestellt hat. Die übrigen 
Zimmer des Erdgeschosses (Plan A2, :), 4, 5) enthalten eine Samm- 
lung von einfacheren geodätischen Geräten und sind auch für den 
geodätischen Unterricht bestimmt. In der ersten Etage dienen fönf 
Räume (^Plan A 6, 7, 8, 9, 13) als Zeichensäle. Es sind hier etwa 

1) Der bisherige Name „technische Physik** ist aufgegeben worden, um 
das Arbeitsgebiet des Instituts von der angewandten Elektrizitätslehre wirksam 
zu unterscheiden , die auch zur technischen Physik gerechnet werden kann. Der 
Begriff Mechanik ist dabei in seinem weitesten Sinne, auch die Thermodynaniik 
umfassend, genommen. 
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60 Zeichentische so aufgestellt, daß sie bei Tage ausreichend durch 
das Tageslicht beleuchtet sind. Zugleich ist för künstliche Beleuch- 
tung durch Nernstlampen und Auerbrenner Sorge getragen. In dem 
Räume 13 ist ein geeigneter Waschtisch zum Aufspannen der Zeichen- 
bogen vorgesehen. Raum Nr. 10 ist Direktorzimmer, Nr. 12 als 
Dunkelkammer und Nr. 11 als Werkstatt eingerichtet. In dem Dach- 
geschoß befindet sich die Wohnung fiir den Hausverwalter. 

Fig. 3. 




Geodätische Instrumente. 



Eine etwas ausftihrlichere Beschreibung verlangen die Einrichtungen 
der Abteilung B: ein Rundgang durch die Räume mag den augenblick- 
lichen Stand des Laboratoriums vor Augen fähren.^) 

Wir beginnen mit dem Wärmekraftmaschinensaal (1), der 1905 
durch Hinzunahme des früheren Durchganges (1*) vergrößert worden 
ist (Abb. 4). Er enthält die 15 pferdige Dampfmaschine (a) (eine Ein- 
zylinderschiebermaschine von Knoevenagel in Hannover), die mit 
einem Einspritzkondensator (b) und einem Oberflächenkondensator (c) 

1) Die im Text beigefügten Ziffern und Buchstaben beziehen sich auf den 
Plan (Seite 269), in den die Maschinen sowie die sonstigen festaufgestellten Ein- 
richtungen eingetragen sind. 
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ausgerüstet ist; als Hilfsvorrichtung zur Messung Ton Kondensat und 
Kühlwasser dient ein Behälter (d) auf einer Dezimalwage und ein Meft- 
gefaß (e). An die gleichen Leitungen wie die Dampfmaschine ist an- 
geschlossen eine de Lavalsche Dampfturbine (/*) der Maschinenbau- 
anstdt Humboldt in Kalk bei Köhi, welche bei 24000 Umdrehungen 
pro Minute die gleiche Leistung entwickelt wie die Dampfmaschine bei 
135 Umdrehungen. 

Die 10 pferdige Gasmaschine (g) der Gasmotorenfabrik Deutz ist 
die normale Betriebsmaschine des Maschinenlaboratoriums; sie treibt 
unter Zwischenschaltung eines Riemendjnamometers (A) von Fischinger, 
das die durchgeleitete Arbeitsleistung zu messen gestattet, die Trans- 
missionswelle (i) an der Westmauer des Saales, Ton der aus die Kälte- 
maschine (4 a), sowie die Kondensatpumpe des Oberflächenkondensators 
betrieben wird. 

Von der Gasmaschine wird femer die Universaldynamo (i)' der 
Allgemeinen Elektrizitatsgesellschaft in Berlin angetrieben, die neben 
Gleichstrom von 80 Volt auch Ein-, Zwei- und Dreiphasenstrom liefern 
kann; sie diente zusammen mit einer im Keller aufgestellten Batterie 
Ton 100 Ampere-Stunden-Kapazität, früher, wie schon erwähnt, zur Be- 
leuchtung der königlichen Bibliothek, außerdem als Hilüsmaschine für 
das elektrotechnische Laboratorium; jetzt versorgt sie nur mehr däs 
Institut mit Strom. 

Die Mitte des Saales wird eingenommen von einem 20 pfer- 
digen Dieselmotor (l) der Maschinenbaugesellschaft Nürnberg, der 
größten Maschine des Laboratoriums. Für die thermodynamische 
Untersuchung der Gasmaschine und des Dieselmotors dient neben den 
Einrichtungen zur Messung der Gas- bezw. Petroleumzufuhr ein großer 
Gasmesser (m) von Elster in Berlin zur Messung der angesaugten 
Verbrennungsluft; die Gefäße n dienen zur Messung des Kühlwassers 
beider Maschinen. 

An allen Yorgenannten Kraftmaschinen befinden sich Bremsen und 
Indiziervorrichtungen zur Ermittlung der Maschinenleistung, femer voll- 
ständige Einrichtungen zur Aufstellung der Wärmebilanz. 

Ein kleiner Petroleummotor (o) von Kuhn in Stuttgart vervoll- 
ständigt die Sammlung von Wärmekraftmaschinen, in der freilich der 
modernste Typ, der Automobilmotor, bis jetzt noch fehlt. 

Im Raum 2 finden wir den Dampfkessel (a) für die Dampf- 
maschinen anläge, einen stehenden Siederohrkessel von 20,3 qm Heiz- 
fläche, geliefert von Knoevenagel in Hannover, hierzu gehörig ein 
Brunnen (6) zur Speisewassermessung. Der abgetrennte Teil des 
Raumes dient als Magazin; in einer Ecke befindet sich ein Schmiedefeuer. 
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Raum 3 ist das Arbeitszimmer des Assistenten und Ausgabestelle 
der Meßinstrumente. Hier wird auch die Besprechung und Berechnung 
der Praktikums- Versuche vorgenommen. 

In Raum 4 befindet sich eine Kohlensäure-Kälteanlage von 8000 W.-E. 
pro Stunde Kälteleistung, geliefert von der Maschinenfabrik L. A. 
Riedinger in Augsburg; a ist der Kompressor, 6 der Verdampfer, in 
dem die flüssige Kohlensäure verdampft und dadurch die zirkulierende 

Flg. 4. 




Wärmekraftmaschinensaal. 



Salzlösung kühlt; c ist der Kondensator, in dem die Kohlensäure wieder 
mit Hilfe von Kühlwasser verflüssigt wird. 

Raum 5 enthält eine Generatorgasanlage (Dowsongas) von der 
Gasmotorenfabrik Deutz, die 200 cbm Gas pro Stunde liefern kann. 
a ist der Generator, h der Dampfkessel, c und d Reinigungsapparate. 
Im Hof befinden sich zwei Meßgasometer (c) zur abwechselnden 
Füllung und Entleerung, sowie ein Sammel-Gasometer (/") von größerem 
Inhalt. Von dort führt auch eine Leitung zum Gasmotor, der, eigent- 
lich für Leuchtgas gebaut, auch den Betrieb mit Generatorgas zuläßt. 
Neuerdings hat hier ein elektrisch betriebener Ventilator zu aerodyna- 
mischen Versuchen Aufstellung gefunden. 
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Wir g«^hait nun Über den Hausflor f€), von dem aus eine Trepp 
iD die Lm eniten Stock befindliclie Maschinisten wolinung [10 — 15) führt, 
und gelangen m m den Hasch inensaal für Festigkeitslehre und Hydraulik 
(7) (Abb. 5 L Es findet sich hier eine elektrisch angetriebene Zerrnß- 
WQ»dtine (a) von Mohr ^ Fe der baff in Mannheim, mit der neben 
ZugFersucfaen auch Dmck-^ Biege- und Scherrersuche mit nicht s^u 
f^tarken Probekörpem auj^geführt werden können; ihre größte Kraft- 
leistiing ist 15<HMJ kg. Ferner ist eine Torsirnwinasehhte (b) Tön 
AmsIerLaffon in Schaffliausen rMa:xiniaOeistnng IMl mkg) vmi 
eine hydmuhsrhe Presse (c) fon IbOOiM) kg. Maximalkmtitr gelieftjri^^ 
L¥on der ^f^cbinenbaugesell^-haft Xümlierg, rorhanden. Auf letxteivr 
rVaschine können Stücke bis zu 1,^> m Hohe göd rockt werden, so daß 
sie auch ßr Knickversuche verwendbar ist." Zur FormandernngS' 
mes^mg dienen Martenssehe Spiegelajj parate, für feinere KraftmeB- 
tiungen an der Preise dient eine Meß dose für 4CHXM} kg. Maximalla^it 
gebaut von der Manch ine nbauge^Uschaft Nürnberg. 

An hTdrauIischen Einrichtungen ist bis jetzt folgendes ^orhand^: 
eine I)f/feri'ntiai*Ktflheiipumpt Uli niit versl;pll barem Hub und atl*i' 
W^ seibaren Kolbim ton vers^i^lenen Durdimessem , iur^ 10 Atsl<>* 
Sphären Maxitnaldruck, geliefert von A. Knoerlbnagel in tiannoTiir: 
4ie wird durch einen löpferdigen Elektromotor iri mit Hilfe ^ines Vor- 
geleges angetrieben, und zwar ist die Einrichtung getroffen, durch elek- 
triBehe Schdtung und auswechselbare Riemen seh eiben jede Tourenstahl 
^.wischen 60 uüd4< M.i Umdrehungen pro Minute einzuatelleB. yermittels einer 
einfachen Hilfsei nricbtung kann niÄ die Pumpe auch als Luttkompre^sor 
laufen la^Seo. iftt der Pumpe 8teht in Verbindung ein Wnidkessel i (} 
von iß cbm Inhalt und Einricfahnigen zu A^u^HutiferSuchen mit Luft 
und Wasser. Als Saugbehalter dient ein gemauerter Brunnen* fi?) ^oii 
ftwa 7 cbm Inhalt. Als Vertreter der hvdraulischen KraftmaschiDeB 
ist einstweilen ein öpferdiges Pelkmrmf [h'\ von Breuer & Co. in 
Höchst a, M* vorhanden, das sein Kraftwasser von der Pumpe erhält ■ 
und ey behufs Messimg der verbrauchten Menge in einen Behalter mit 
geaichten Austlußniündungen ausgießt Zur VervollBtandigung der 
hydraulischen Einrichtungen ist projektiert eine Zentrifugalpumpe und 
eine von ihr getriebene Vollturbine. — Die in diesem Räume als Be- 
triebsmittel verwendete Elektrizität wird dem stadtischen Netz (Drei— — 
leiter mit ± 220 Volti entnommem 

Daä an den Maschinenraum angrenzende Zimmer (8) dient 9Ü^^s 
Sammlungsraum für Instrumente und Festigkeitsproben, sowie währen-^tz/ 
des Praktikums als Vortrag?^ und Hechemdmmer; hier hat auch eine YO^m 
Krupp in Essen dem Institut geschenkte Sammlung von Schieüprobe*^ 
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(Panzerplatten und Geschosse), sowie Festigkeitsproben Aufstellung ge- 
funden. Raum 9 ist eine mechanische Werkstätte, enthaltend eine 
größere Leitspindeldrehbank (n) mit elektrischem Antrieb; eine kleinere 
Supportdrehbank (6) mit Fußbetrieb, sowie eine Fräsmaschine (c). 

Gehen wir nun durch das ganze Haus zurück und durch eine Tür 
im Maschinenraum einige Stufen hinauf zu den 1905 hinzugekommenen 
Räumen. Dort befindet sich das photographische Dunkelzimmer 16, 
daneben das Zimmer (17), das dem Direktor der Abteilung zum Arbeits- 

Fig. 5. 




Maschinensaal für Festigkeitslehre und Hydraulik. 



zimmer dient. Raum IH ist für hydrodynamische Untersuchungen be- 
stimmt und hat zu diesem Zweck einen wasserdichten Fußboden mit 
Ablauf erhalten. Bis jetzt ist ein der Vollendung entgegengehender 
hydrodynamischer Universalapparat^) aufgestellt, in dem sich ein durch 
eine Zentrifugalpumpe betriebener Wasserumlauf befindet; Leitvorrich- 
tungen und Siebe sorgen für eine geordnete Bewegung; durch Einbau 
verschiedener Gerinne in den Apparat lassen sich Strömungen um Hinder- 

1; Vgl. hierzu L. Prandtl, Über Fliissigkeitsbewegung bei sehr kleiner 
Reibung, Verhandlungen des Internationalen Mathematikerkongresnes zu Heidel- 
berg 1904; Leipzig 1905, S. 484. 

18* 
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fiisße, Überfälle j fliehende Wellen, Fließen in geraden otid kruaiiiieii 
Gerinnen studieren. 

RHiira 19 ist für eiofachere Uutersuchniigeu über Mechanik und 
Wärmelehre hestimnit. 

Durch das Treppenhaus gelangt man zu den UHumeii 20—22, Tan 
denen 20 und 21 för mikroskopische und metaHographische Unter* 
jpuchungen vorgesiehen sind^ während 22 als chemischefi Ziniiner ein- 
geriL*htet ist. Der Saal 22 enthält neben einer Vorle^^iingSÄamniluuj^ 
für Mechanik einen Rnndlauf für Aneniameteruutersuchnng und simslige 
aerodynamische Versufhe, 

Den Jmämt AhkUunffen gemeinsam ist, wie scliun erwähnt, der 
Hörsaal <C1 im Plan S. 269) und das Lesezimmer \V2u Der Hür- 
mal (der frühere physikalische Hörsaal! hat 70 Sitzplätze, die treppen- 
fiirmig aufsteigen. An der Vorder wand befindet .si^h eine die gaii/,e 
Breite einnehntende feste Wandtafel, über der henibklappbar ein 
großer Rechenschieber ron 2,5 m Länge (ein Geschenk der Firma 
A. W, Faber) schwebt Vor der Wandtafel hat ein Vorlesnngstiiärh 
mit Einrichtung xum Auf bauen einfacher mechanischer VenBUche AmF- 
Stellung gefunden. Ein lichtstarker Projektionsapparat, der auch die 
Abbildung von undurchsichtigen OegenstUndeu erlaubt, rervollstandigt 
die Einrichtung. Die Mittel hierzu sind von der Göttinger Yereinigunir 
Äur VrrPugung gestellt worden* 

Li deua l4('$f':uifm'r ist vorerst nur die Handbibliothek der Ah- 
teiluug für angewandte Mechanik zur :\ufstellung gelangt, doch ist 
beabsiclitigt, im Laufe der Zeit die Bibliothek so zu erweitern, daß in 
ihr die wichtigste Literatur auf dem Gesaiutgebiet der angewandteu 
Mathematik und Mechanik zugänglich gemacht werden wird. 

ITnterrichtsbetrieb. 

Man kann die allgemeine Aufgabe des Instittiis für auffewmKifr 
Mathmtatikf wi« sie sieh jetzt entwickelt hat^ so formulieren, daß die 
Mathematik in ihren Bezielmngeii zu den experimentellen Wissen- 
schaften gelehrt werden soll^ so zwar, daß die Studierenden nicht nur 
die mathematischen Theorien kennen lernen, sondern auch die numerische 
und grapliiiHche l^urchfiibriing der Probleme. Zu dem Zwecke muß 
der Unterricht ähnlich gestaltet werden wie die in den experimentellea 
Wissenschaften schcm pteit langem üblichen praktischen Übungen. Die 
Studierenden arbeiten einzeln an den ihnen gestellten Aufgaben und 
werden dabei von dem Professor und seinem Assisteuten beraten. Sie 
sollen zugleich die nötigen Fertigkeiten im Zeichnen und iu der Haud- 
hahung geodätischer und mathematischer Apparate (Rechenschieber^ 
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Rechenmaschine, Planimeter etc.) erlernen, sowie auch die Kunst^ eine 
Rechnung geeignet anzuordnen und zu kontrollieren. 

Auch für die grundlegenden Elementarvorlesungen des mathe- 
matischen Gesanitbetriebs werden solche Übungen eingerichtet. Es lassen 
sich die Aufgaben so wählen, daß sie sich auf wirkliche Dinge be- 
ziehen, ohne daß es doch nötig wäre, zu viel Zeit mit der Auseinander 
Setzung der Aufgaben zu verlieren. Dabei ist immer Gewicht darauf 
gelegt, daß der Studierende den Ansatz, d. h. die mathematische Fomiu- 
lierung des Problems- zu machen hnt. Die matheraati che Ausführung, 
nachdem der Ansatz gefunden ist, bildet in vielen Fällen den geringereu 
Teil der Aufgabe. Die Erfahrung lehrt, daß von dem Verständnis der 
mathematischen Beweise bis zu der Fähigkeit, sich der mathematischen 
Hilfsmittel zur Erforschung oder Beschreibung wirklicher Verhältnisse 
zu bedienen, noch ein weiter Schritt ist. Durch Vorlesungen allein 
wird diese Fähigkeit nicht genügend gepflegt. 

Der individuelle Unterricht bei den Übungen hat zugleich den 
großen Vorzug, daß er auf die Auffassung des Einzelnen eingehen, 
seine Einwände widerlegen, seine Mißvei-ständnisse beseitigen und eigene 
Gedankenbildungen des Schülers ermutigen und vertiefen kann. 

In dieser Weise ist im Sommer 1905 und im Winter 1905/06 die 
Differential- und Integralrechnung, im Sommer 1906 die Theorie der 
Differentialgleichungen behandelt worden. Daneben stehen Spezial- 
Torlesungen. Im Winter 1905/06 wurden Vorlesungen und Übungen 
über die gl-aphisehen Methoden» der Physik und Mechanik abgehalten. 

Alle zwei Jahre findet eine Vorlesung über darstellende Geometrie 
statt, verbunden mit den nötigen Übungen. In der Geodäsie erteilte 
E. Wiechert einen regelmäßigen Unterricht durch Vorlesungen und 
Übungen, dessen Kursus zwei Semester umfaßt. Die Vorlesungen be- 
handeln niedere und höhere Geodäsie, Nautik, Markscheidekunst und 
verwandte Gebiete, wobei auch die Rechnungsmethoden -besprochen 
werden. In den Übungen wird gelehrt, wie mau mit den geodätischen, 
nautischen und Markscheideinstrumenten umgeht, wie man sie justiert 
und wie man ihre Fehler bestimmt. Dazu kommen praktische Ver- 
messungsübungen im freien Felde, bestehend in einer Triangulation, 
einer Kleinvermessung, einer Nivellierung, einer barometrischen Höhen- 
messung und Aufnahmen mit tachymetrischen Instrumenten und Meß- 
tisch. Die Ergebnisse der Messung werden teils durch Rechnung, teils 
durch Zeichnung verarbeitet. 

Die Wahrscheinlichkeitsrechnung wird gewöhnlich ab selbständige 
Vorlesung gelesen entsprechend dem allgemeinen Interesse, welches 
diese Disziplin fiir die verschiedensten Gebiete nicht nur des natur- 
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wissenschaftlichen Studiums besitzt (z. B. für das Versicherungs- 
wesen). 

Der Unterricht in der Abteilung für angetjcandte Mechanik gliedert 
sich in Vortrage (z. T. mit Übungen), in Praktika, sowie in Anleitung 
zu wissenschaftlichen Arbeiten. Die Einrichtungen des Instituts dienen 
dabei als Anschauungsmaterial bei den Vorträgen, hauptsachlich aber 
als Versuchsobjekte beim Praktikum und bei experimentellen For- 
schungen. 

Das Praktikum wurde bisher in zwei Abteilungen von je einein 
Semester abgehalten. Die erste und am meisten besuchte*) Ab- 
teilung umfaßt die Untersuchungen an den Wärmekraftmaschinen, ein- 
schließlich der Kältemaschine. Es werden dabei hauptsächlich die- 
jenigen Messungen gemacht, die zur Ermittlung der indizierten und 
effektiven Leistung, sowie zum Nachweis der thermodynamischen Ge- 
setze dienen: Aufnahme von Indikatordiagrammen (und Planimetrierung', 
Messung der Umdrehzahi, des Bremsmoments, der zugefuhrten Menge 
des Arbeitsmittels, Heizwertbestimmung, Messung der abgeführten 
Wärmemengen usw. In der anderen, von der ersten unabhängigen Ab- 
teilung werden die wichtigsten Versuche -auf dem Gebiete der Festig- 
keitslehre und Hydraulik gemacht: Zug, Druck, Biegung, Scherung, 
Torsion, Knickung, an charakteristischen Materialien, unter Messung der 
feinen und groben Form Veränderung; Untersuchung der Pumpe und 
des Peltonrades, Ausfluß von Wasser und Luft. 

Die Zusammensetzung des Teilnehmermaterials ist — besonders 
beim Wärmemaschinenpraktikum — ziemlich bunt; hauptsächlich sind 
es Mathematiker und Physiker, sowie Chemiker, aus höheren und 
niederen Semestern. Eine systematische Vorbereitung auf das Praktikum 
(durch vorhergegangene Vorträge über Maschinenwesen, Wärmelehre 
usw.) ist bei den wenigsten vorhanden. Da man so ungeübte Leute mit 
einer Maschine nicht allein lassen darf, wo doch durch einen einzigen 
falschen Handgriff leicht die ganze Messung verdorben, wenn nicht gar 
ein Unglück herbeigeftlhrt werden könnte, so muß das Praktikum im 
großen und ganzen als ein Demonstrationspraktikum abgehalten werden, 
bei dem nach einem einleitenden Vortrage die Einzelaufga})en der 
Messung an die Studenten verteilt werden, und dann der Versuch unter 
Leitung des Vortragenden vorgenommen wird; die Auswertung des 
Resultats geschieht in gemeinsamer Arbeit; hierauf erfolgt eine Be- 
sprechung der Ergebnisse, besonders Vergleich mit der Theorie und 
mit anderen Versuchsresultaten. 

1) Die größte Teilnehmerzahl war bisher 22; die Gesamtfrequenz seit der 
Gründung beträgt augenblicklich 210 Teilnehmer. 
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Da die selbständige Betätigung der Studierenden auf diese Weise 
wenig zur Ausbildung gelangt^ ist aufier dem bisherigen Praktikum die 
Einrichtung eines Anfängerpraltihunis geplant, welches einfachere Auf- 
^ben aus der Mechanik der starren Körper, sowie aus der Festigkeits- 
lehre und Hydraulik umfassea und so Gelegenheit geben soll, mit 
verhältnismäßig bescheidenen (und daher auch an Schulen beschaffbaren) 
Mitteln die wichtigsten mechanischen Messunigen kennen und ausführen 
«u lernen. 

Zu selbständigen wissenschafüichen Arbeiten steht die ganze Labora- 
toriumseinrichtung den sich Meldenden offen. Allerdings muß eine 
gewisse Vertrautheit mit der Behandlung der Maschinen vorausgesetzt 
werden; doch steht dabei sachkundige Hilfe von seiten des Personals 
zur Verfügung. Größere Experiraentalarbeiten sind bis jetzt vor- 
genommen worden am Gasmotor ^)^) und der Generatorgasanlage ^), an 
der Dampfturbine*), am Dieselmotor*) und an den Festigkeitsmaschinen^)'), 
.femer Versuche über die spezifische Wärme des Wasserdampfes. '^) Neben- 
her gingen einige theoretische Arbeiten.®)^)*.^) Augenblicklich in Arbeit 
oder Vorbereitung sind Versuche über Ausströmen von Druckluft"), 

1) Eugen Meyer, Untersachungen am Gasmotor. Zeitacbritlt des Vereins 
deutscher rngenieore Bd. 45 (1901), S. 1297 und 1341, Bd. 46 (1902), S. 945, 996, 
1308 und 1S91; Mitteilungen über Forschungsarbeiten, herausgegebon vom Verein 
deutscher Ingenieure. Heft :^ (1901), S, 1 und Heft « (1903), S. 55. 

2. G. Horovitz, Über die Wärmeausnutzung in der Grasmaschiue. Disser- 
lation 1902. 

3) E. H. Schutz, Die Ausnutzung des Dampfes in den Lavalturbinen. Disser- 
tation 1001. . ' 

4) W. Luyken, Über den Verbrennungsprozeß im Dieselmotor. Disser- 
tation 1904. 

5) H. Hort, Über die Wärmevorgänge beim Zerreißversuch. Dissertation 1906. 

6) S. Berliner, Das elastische Verhalten von Gußeisen bei langsamen Be- 
lastungswechseln. Dissertation 1906. 

7) H. Lorenz, Die spezifische Wärme des überhitzten Wasserdampfe^. 
Zeitachr. des Vereins deutscher Ingenieure 1904, S. 698. 

8; W. Hort, Die Entwicklung de^ Problems der stetigen Kraftmaschinen- 
regelung. Dissertation 1904. 

9) K. Giebel, über den Einfluß der Hemmung auf den Gang der ühr. 
Dissertation 1905. 

10) S. Timoschcnko, Über die Stabilität der Biegung eines I- Trägers bei 
Belastung in Richtung der größten Steifigkeit. St. Petersburg 1906. 

11) L. Prandtl, Neue Untersuchungen über die strömiende Bewegung der 
Gase und Dämpfe, Physikalische Zeitschrift 8 (1907) S. 28. Vgl. hierzu auch 
L. Prandtl, Beitrage zur Theorie der Dampfströmung durch Dflsen, Zeitschr. des 
Vereine deutsch. Ing. 48 (1904), S. 348; Über die stationären Wellen in einem 
Gasstrahl, Physikal. Zeitschr. 5 (1904), S. 599; femer Encjklopädie der math. Wiss. 
B«!. V, 5b (Strömende Bewegung der Gase und Dämpfe). 
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über die elastischen Eigenschaften von Gußeisen und Steinen^ sowie 
Versuche mit den hydrodynamischen und aerodynamischen Apparaten. 

Um das vorstehend entworfene Bild des Unterrichtsbetriebes zu 
vervollständigen, mag hier ein Verzeichnis der von den bisherigen 
Direktoren gehaltenen Vorlesungen folgeit^ wiederholt gehaltene Vor- 
trage sind dabei nur einmal aufgeführt. 

Allgemeine Maschinenlehre, Maschinentechnik , Technologie (für 
Hörer aller Fakultäten, insbesondere Juristen); landwirtschaftliche Ma- 
schinenlehre; Einführung in die Mechanik, Mechanik der Punktsysteme 
und starren Körper, technische Mechanik, dynamische Aufgaben der 
Technik, Festigkeitslehre, Hydromechanik, Hydraulik nnd Gnsdyiiamik, 
Thermodynamik, technische Wärmelehre, Wärmemotoren, Theorie der 
mechanischen Meßinstrumente, technisches Zeichnen. 

Die beiden Abteilungen des Instituts vereinigen sich im Ssminar- 
iinterricht. Es werden hier von den Teilnehmern Vortrage gehalten, 
die ein Thema aus den technischen Wissenschaften behandeln. Dieser 
UnteiTicht bildet die Fortsetzung einer Reihe von Seminaren, die 
F. Klein seit 1899 gehalten hat.*) Die Vorträge werden in gemein- 
samen Besprechungen vorbereitet und diskutiert. Die technischen 
Wissenschaften sind reich an Kapiteln, deren volles Verständnis eine 
tiefe mathematische Bildung erfordert. Der Unterricht setzt sich zum 
Ziel, die Entwicklung der mathematischen Methoden zu vereinigen 
mit dem vollen Verständnis der praktischen Probleme in dem Umfang 
und in der Fassung, wie sie sich dem ausübenden Ingenieur darbieten. 

~ ~ ~ • p »» .1 ,» 

1) Die Gegenstände der Klein sehen Seminare waren: 

Winter 1899—1900: Theorie des Schiffes. Sommer 1900: Technische An- 
wendungen der Ela8tizitiU)<theorie (zusammen mit Abraham). Winter 1900—1901: 
Anwendungen der projektiven Geometrie. Sommer 1901: Geodäsie. Winter 1901 
bis 1902: Technische Mechanik. Sommer 1902: Elementare Aufgaben der himm- 
lischen Mechanik (zusammen mit Schwarzschild). Winter 1902— 190S: Prinzipien 
der Mechanik (zusammen mit Schwarzschild). Sommer 1903: Graphische Statik 
mit Festigkeitslehre (zusammen mit Schwarzschild). Winter 19D3— 1904: Aus- 
gewählte Kapitel der Hydrodynamik (zusammed mit Schwarzschild). Sommer 
1904: Wahrscheinlichkeitsrechnung (zusammen mit Brendel, Caratheodory and 
Schwarz Schild). Winter 1904—1006: Elastizitätslehre (zusammen mit Prandtl, 
Hunge und Voigt). Sommer 1905: Elektrotechnik (zusammen mit Prandtl» 
Runge und Simon). Die Elektrotechnik wurde zusammen mit Simon von 
Prandtl und Runge im Winter 1905— 1906 fortgesetzt. Im Sommer 1906 hielten 
Prand tl und Runge ein Seminar über graphische Statik, im Winter 1906 -1907 über 
Anwendungen der partiellen Differentialgleichungen (gemeinsam mit M. Abraham). 
Im Sommer 1907 sollen ausgewählte Probleme der Mechanik zur Behandlung 
gelangen. 
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Einleitung. 

Zu der vorliegenden Arbeit gewann ich die äußere Anregung von 
den 18 kinematischen Modellen zur Verzahnungstheorie, die ich zugleich 
mit den ihrer Theorie gewidmeten Arbeiten in den Jahren 1899 und 
1904 herausgegeben habe.*) Schon Herr Klein hat in seiner Vor- 
lesung „Einleitung in die höhere Geometrie'*^) darauf hingewiesen, daß die 
Konstruktion der Zahnräder in enger Beziehung zur Theorie der Be- 
ruhrungstransformationen steht. Diesen Zusammenhang im einzelnen so- 
i«rohl analytisch durch Aufstellung der Transform ationsfoi mein wie geo- 
metrisch anschaulich zu entwickeln, soll in erster Linie meine Aufgabe 
sein. Es wird sich zeigen, daß die gewöhnliche Bewegung in der 
Ebene ein vorzügliches Beispiel für die Veranschaulichung der grund- 
legenden Sätze ist, die Lie in seiner Theorie der Berührungstran sfor- 

1) Diese Modelle sind im Verlage von Martin Schilling in Halle a./S 
erschienen als Serie XXIV Nr. 1—7 und Serie XXXI Nr. 1—11, die Arbeiten dagegen 
„Tfber neue kinematische Modelle sowie eine neue Einführung in die Theorie der 
zyklischen Kurven'' in der Zeitschrift für Mathematik und Physik, Bd. 44, 181i9, 
S. 214 — 227) und „Über neue kinematische Modelle zur Verzahnungstheorie nebst einer 
geometrischen Einführung in dieses Gebiet*' ebenda Bd. 51, 1904, S. 1—29 (beide dann 
auch im Separatabzug bei obigem Modell verlag^i 

Vgl. auch meinen Hamburger Vortrag: „Neue kinematische Modelle zur Ver- 
zahnungstheorie und ihre Beziehung zur Theorie der Berührungtirans formet tonen", 
Jahresbericht der Deutschen Mathematiker- Vereinigung, Bd. XI, S. 267—269 (1902), 

2) Autographiertes Vorlesungsheft, ausgearbeitet von Fr. Schilling, Bd. I, 
Leipzig 1893, S.551--564. 

Vgl. auch Lie und Scheffers, Geometrie der Berühr ungstr ans formaiionen, 
Leipzig 1896, S.06— 67. 
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mationeu entwickelt hat^ usd die in seinen bekannten Theoremen 1 
nnd 2 gipfeln,^) Doch ist hierzu nötig, dieses Theorem 1 zunächst 
in einer allgemeineren Form aufzustellen, als es von Lie selbst geschehen 
ist, nämlich es auf den Fall auszudehnen, daß ztm charakteristische 
Gleichungen mit einem Parameter t gegeben sind. 

Darüber hinaus werden wir noch den Nachweis führen, daß äner- 
seits die Savarysche Formel, die ja eine sehr einfache Beziehung zwischen 
den Krümmungsradien einer Kurve und der £inhüllenden aller ihrer 
Lagen bei der gegebenen Bewegung in der Ebene darstellt, andrer- 
seits die Formel, welche die der Bewegung entsprechende Berührongs- 
transformation zur „erweiterten" Berührungstransformation (Oskulations- 
transformation) erhebt, dieselbe Beziehung darstellen. Hiermit ist zugleich 
ein neuer strenger Beweis der Savary sehen Formel geliefert, und zwar in 
der allgemeinsten Form, d. h. auch für nicht reelle Krümmungselemente. 

Den Schluß der Arbeit bildet die Besprechung der kinematischen 
Modelle grade im Hinblick auf ihre Beziehung zur Theorie der Be- 
rührungstransformationen. Man wird erkennen, daß sie aufs beste ge- 
eignet sind, die verschiedenen Sätze für die Grundlegung dieser Theorie 
in vielseitigster Weise zu veranschaulichen. 

§1. 
Aufstellung der charakteristischen Gleichungen für die Ereisbewegnsg. 

Die kinematische Theorie der ebenen Bewegung baut sich auf dem 
(von Ghasles zuerst aufgestellten) Satze auf: 

1. Jede Bewegung eines ebenen Systefns Z^ in der festen Ebene L 
laß sich (von der gewöhnlichen Translation und überhaupt jeder PardM- 
bewegung abgesehen) dadurch erzeugen, daß auf einer festen Polbahn k 
eine mit Z^ unveränderlich verbundene Polbahn l\ ohne Gleiten abrollt. ^) 

Wir wollen unsre folgende Betrachtung, um zugleich volle An- 
schaulichkeit zu gewinnen, vorerst an den einfachsten speziellen Fall 
anlehnen, daß die beiden Polbahnen sich äußerlich berührende Kreise 
l'^ und kf^ mit den Radien a, b sind; die ebene Bewegung der Systeme 
2.^ 2J^ wollen wir demgemäß kurz als „äußere Kreisbewegung^ bezeichnen 
(Fig. 1). Wir wissen, bei der Abrollung dieser beiden Polbahnen auf- 
einander beschreibt jeder Punkt des einen der Systeme S und £^ im 
andern eine verschlungene, gespitzte oder gestreckte Epitroehoide, je 

1) Vgl. Lie und Scheffers, 1. c. Kap. 1—3, insbesondere S. 54 and 73. 

2) Enzyklopädie der mathematischen Wissenschaften, Bd. IV, 1. S. 210 (Kine- 
matik von Schoenflies und Grübler). 
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Fig. 1. 




nachdem der Punkt außerhalb, auf oder innerhalb des Polkreises seines 
Systems gelegen ist. Die Gleichungen dieser Kurven in den beiden 
Systemen gilt es zunächst aufzustellen. Wir denken zu dem Zweck 
in der Anfangslage der beiden Polkreise zueinander die positive Rich- 
tung der gemeinsamen Tangente des Berührungspunktes ausgezeichnet — 
diese positive Richtung möge auf dem 
Kreise k^ einen positiven*), auf Ar^ also 
einen negativen Umlaufungssinn ergeben 
— und in S und 27^ gleichsinnige recht- 
winklige Koordinatensysteme (x, y) und 
(^i; Vi) festgelegt, deren Anfangspunkte 
die Kreismittelpunkte A^ B sind und 
deren positive Ordinatenachsen in der 
Anfangslage der positiven Tangenten- 
richtung der Polkreise parallel sind (Fig. 1). Ein beliebiger Punkt des 
Systems £ oder 2J^ sei dann bezw. durch die komplexe Variable z=^x + iy^ 
Zi^ x^ + iy^ bezeichnet. 

Anstatt allein das System 21^^ sich im System E durch Abrollung 
von A'^ auf A*^ bewegen zu lassen, kann man auch, da es ja nur auf 
die relative Lage der beiden Systeme zueinander ankommt, beide Systeme 
bezw. um ihren festen Mittelpunkt A oder B mit den konstanten Winkel- 
geschwindigkeiten — CD und (o^ sich drehen lassen, wobei 

(1) (9 : (D^ 7» 6 : a 

ist Demgemäß kann die Endlage des Systems E^ im festgehaltenen 
System Z nach Verlauf der beliebigen Zeit t auch durch zwei Drehungen 
herbeigeführt werden, nämlich durch die Drehung des Systems E^ um 
die Anfangslage des Pimktes B durch den Winkel (o^t und die darauf 
folgende Drehung um den Punkt A durch den Winkel (ot. Hiemach 
nimmt ein gegebener Punkt z^ des Systems Z'^ im System E nach der 
ersten Drehung die Lage 

z*^(a + })) + z^'^^^^ 
und Dach der zweiten Drehung die Endlage 

oder 

(2) 



z^{a + b)^^' + jer^e''^''' +*"»)' 



1) Positiv sei stets die Drehung oder die Winkelgeschwindigkeit gewählt, 
die dem Uhneigeniinne entgegengesetzt ist. 
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ein. Indem wir jetzt t als Variable ansehen, stellt diese Gleicliuiig 
die Bahnkurve eines gegebenen Punktes ^, im System E dar. Wenn 
wir noch nach der Gleichung (1) 

wählen, da ja nur das Verhältnis dieser Größen wesentlich ist, so 

ergibt die Gleichung (2) 

(3) z-e-'^'-x^^^'^a + h. 

Diese Gleichung (3) stellt zugleich auch die Bahnkurve eines gegebeuen 
Punktes z im System Z^ dar, wenn man in ihr z^ als abhängige Variable 
in Beziehung zum Parameter t ansieht. Wenn man die beiden Seiten der 
Gleichung (3) in die reellen und imaginären Teile zerlegt, so folgt 
schließlich: 

X cos ht + y sin ht — Xj cos a^ + y, sin a/ — (a + 6) = 

^ ' ^ -- xnxviht + yco^ht-— x^sinat --- y^Go^at=--0. 

Wir haben so das allgemeine Resultat gewonnen: 

2. Die Bahnkurven y die hei Abrollnng der beiden Polkreise ««/*- 
einander oder bei der äußeren Kreisbewegung, wie tcir kurz sagen 
wollten y von jedem Punkt z^ im System 27 und von jedem Punkt z im 
System I\ beschrieben werden, sind durch diesdbe Gleichung (3) oder 
durch die entsprechenden Gleichungen (4a, b) mit dem Parameter t gegeben^ 
je nacMem man in ihnen z und x, y als abJiängige Variable und z^ und 
x^, y^ als Konstante, oder umgekehrt, ansieht 

§2. 

Die Verallgemeinening des Theorems 1 von Lie. 

In seiner „Geometrie der Berührungstransformationenf^^) hat Lie die 
folgenden Sätze aufgestellt: 

„Jede Berührungstransformation in x, y, y', die nidU bloß eine ex- 
weiterte Punkttransformation ist, ordnet den oo* Punkten (x, y) der Ebene 
cc* verschiedene Kurven zu, die durch eine Gleichung von der Form 

Sl{oc, y, x,, yi) = 

in den laufenden Koordinaten x^, y^ definiert werden. Umgekehrt defmert 

jede solche Gleichung ^ , \ r. 

^ *^ Sl{x,y,x,,y,)^0, 

die oo* verschiedene Kurven in x^, y^ darstdU, sobald x, y als Paror 
meter betrachtet werden, eine bestimmte Berührungstransformatiofi in der 
corhergdienden Weise,*^ 

1) 1. c. Bd. I, Satz (7) und (8), S. 60 und 51, 
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„Ordnet die Gleichung Sl{Xy y, x^, y^) = den cx)* Punkten (x, y) 
oo* voneinander verscfiiedene Kurven in x^y y^ zu, so ordnet sie auch den 
oo* Punkten {x^, yj oo* voneinander verschiedene Kurven in x, y zu.^^ 

An die Stelle der einen Gleichung Sl {x, y,. x^, y^) = sind bei 
uns die 2 Grleichungen (4a,b) mit dem Parameter t getreten^ was an 
sich keinen Unterschied macht. Wir wissen ferner schou aus unsrer 
geometrischen Betrachtung, daß in unserm Falle durch die Gleichungen 
(4a, b) in der Tat den oo* Punkten (x, y) des Systems 27 oo* Kurven 
im System 2J^ und umgekehrt den oo- Punkten (x^, y^) des Systems 
£^ oo* Kurven im System 2J zugeordnet werden. Folglich können wir 
sogleich den Satz aufstellen: 

3. Durch die Gleichuvgen (4a, b), rf. h, durch die äußere Kreisbeweyuru/j 
iöt zwisctien den ebenen Systemen 2J und E^ eine Berührungstramformation 
festgelegt, „die Berührungstransfqrmation der äußeren Kreisbewegung^' y wie 
wir sie kurz nennen wollen. 

Diese Berührungstransformation wollen wir nun in ihrer Eigenart 
im einzelnen studieren. Sie soll uns eben als Beispiel dienen, um an 
ihr die allgemeinen Satze der Berührungstransformationen im Anschluß 
an die genannte Darstellung von Lie und Scheffers selbst zu veran- 
schaulichen. Der Eigenart der Gleichungen (4a, b) entsprechend werden 
wir in diesem Paragraphen zunächst zu einer formalen Verallgemeinerung 
der Lieschen Sätze geführt. 

Lies analytische Untersuchung zur Bestimmung aller Berührungs- 
transformationen in der Ebene gipfelt in seinem Theorem 1:^) 

,fJede Berührungstransformation der Ebene y die nicht bloß die Er- 
weiterung einer Punkttransformation ist, wird bestimmt durch ein Gleichungs- 
system vofi der Form: 

(oa,b,c) Sl{x,y,x„y,)^0, ^-+i>^ — 0, ^+^,,^-- = 0. 

Die Gleichung Ä « ist dabei nur der einen Bedingung unterworfen, 
daß die Determinante 



z/ = 







da c^ 

dx dy 



dx^ dxcxi cydx^ \ 

\da a*ß^ a*a I 

\dy^ cxdy^ dydy^ 

nicht infolge von ß = verschwinden darf^\^) 

1) 1. c. S. 64. 

2) Die Determinante dieses Satzes ist, wie Lie I.e. nicht unmittelbar angibt 
(Tgl. Lie und Scheffers S. 52 und 63, insbesondere Satz 10 daselbst), mit dem 
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Wir werfen die Frage auf, wie dieses wichtige Theorem sich ßr 
die formale Verallgemeinerung ausspridit, daß an Stelle der einen Gleichung 
Ä = ^ Gleichungen mit einen} Parameter t, wiß in unserm BeispieJy 
gegeben sind. Diese zwei Gleichungen seien allgemein in der Form ge- 
geben: 

^i{^, y, ^i, Vi, = 0, 

(6*'b) W,(x,y,a:„y„0»O. 

Besonders interessiert natürlich der Fall, daß diese Gleichungen nicht 
explicite die Variable t aus ihnen zu eliminieren gestatten, um so un- 
mittelbar die Liesche Gleichung ß = wiederzugewinnen. Andererseits 
setzen wir als selbstverständlich voraus, daß die Funktionen A| und 9.^ 
analytische Funktionen ihrer Argumente sind und sich innerhalb der 
in Betracht zu ziehenden Bereiche regulär verhalten.^) 

Von vornherein werden wir fordern müssen, daß nicht gleichzeitige 

- * =0 und '. * = vermöge der Gleichungen (6a, b) ist (d.h. daß in 

den Potenzentwicklungen der Funktionen 

Sl, = «, + a, (^ - Q + «2 (^ - t^y + ■ . . 

^2 = /^O + A (^- ^o) + ß2{t-t,Y + . . . 

nicht gleichzeitig «,. ^ und ß^ = (für i = 1, 2 . . .) ist vermöge ßj = 
und ^2 = 0)- Dßiiß anderenfalls wurden die gegebenen Gleichungen (Ca,b) 
die Variable t überhaupt nicht enthalten, oder aber es würde aus ihnen 
doch nicht die Variable t sich als Funktion der übrigen ausdröckett 

Faktor . : ^ (bezw. ^ : -f-] multipliziert, die Funktionaldeterminante der 
cy cyi \ öy^ Cyl 

3 Funktionen auf den linken Seiten der Gleichungen (oa,b,c) genommen nach den 
Variablen x,y,p (bezw. ar.,y,,p.). Denn, wenn wir -^- =Ä , ^ ^ = ß ußw. 



• -^1 i^f jr \ —ii^iiiri 








i?« " 


dxcy '^ 


setzen, so ist z. B die erste Funktionaldeterminante 




Ä, ß. 


; 


Äx 


^y 


Äx^+l'^xs, ^., + P^,, 


^. 


= 


-ß. 


^..,+P^^.y. 


Ä..,+^»f... 


^..,+P^^r„ Ä,..+ÄÄ.,. 











oder, da j9, = — ' ist, 










.^. 


Vi 


^..^ 




-z- 



1) Vgl. Lie und Scheffers, I.e. S. 14 oben und S.44 Anm. 1. 
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lassen, so daß auf jeden Fall die Einführung der Variablen t zweck- 
los wäre.^) 

Wir wollen hiernach die Anncthme machen, was unser Problem 
nicht spezialisiert, daß auch vermöge Ä^ = 0, Äj = 

(7) f; * 

sei. Dann gestattet die Gleichung (6b), die Variable t als Punktion 
der übrigen auszudrücken. Betrachtet man demgemäß in der Gleichung (6a) 
die Variable t als Funktion der übrigen, so kann man nun die Glei- 
chung (6a) der Gleichung (5a) des Theorems 1 entsprechen lassen und 
aus ihr analog den Gleichungen (5b, c) die folgenden Gleichungen ent- 
wickeln * 

W Ua; + Tt" äi; +^'Uy + "äF • dy) - "' 

<^) b^ + -^t ■ dxj + P^ \Fy, + dt • dyj = ^' 

oder, da nach Gleichung (6 b) 

et ex 

et 
usf. ist, 

^"^ ^ \cx 'et dx ' dt) '^ ^\ ey ' et dy ' et)"^' 

^^ ^ \ex, ' et dx, ' dt')'^^^ \cy, 'dt dy,' et ) ~ ^' 
Wir wollen nun fernerhin 

ex 1' exey * 

usw. setzen und für die linken Seiten der Gleichungen (8') und (9') 
die Abkürzungen £1^ und .ß^, für die Ausdrücke in den Klammern aber 
folgende Abkürzungen einführen: 

und 

(1^"'^) da 

1) Hierdurch ist beispielsweise der Fall, dafi die Funktion Sl, die Variable t 
nicht enthält und Sl^ = t' Sl, ist, ausget^chlossen. 
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Dann lauten die Gleichungen (S') und (O") also einÜEU^her: 
(8") a, = ^+i)B = 0, 

(9") Sl, = A,+p,B, = 0. 

In onserm Fall sind demnach an die Stelle der 3 Gleichungen ( 5a,b;C) 
die 4 Gleichungen (6a, b), (8") und (9'0 getreten. Auf ihn übertragt 
sich daher der im Lieschen Theorem 1 ausgesprochene Inhalt zunächst 
unmittelbar durch folgenden Satz (vgl. Satz 10, S. 52 bei Lie und 
Scheffers und unsere Anm. 2 S. 285): 

4. Die Gleichungen £1^ = (für i == 1, 2, 3, 4) bestimmen stets dann 

und nur dann eine Berührungstransfarmationy wenn die 3 Gleichungen 

Äj = 0, Äj = 0, A4 = ebensowohl nach Xy y, p wie nach a\, y,, }\ 

auflösbar sind, tvobei t als Funktion der übrigen Variablen Xy p, x^, }j^ 

vermöge Ä, == 0, Ä^ ^ anzusehen ist. Diese Bedingung für dir 

Auflösbarkeit nach x, y,p beztv, x^,y^,p^ wird aber durch das NichU 

verschwinden der beiden Funktionoldeterminanten gegeben: 

dSl^ rfßj dÄj ' da, dO^ dÄ, 

dx dy dp I \dxi dy^ dp^ 

dÄj dÄj dß, ' , dÄj rffl, rfß. 



dx dy dp idx^ dy^ dp^ 

da^ da^ dSt^ i dß^ da^ da,^ 

dx dy dp I rfxj dy^ dp^ 



aa. 



1 • 1 "A T> d^x cSl, , cSl, dt T dt dx . , 

WO hier wie auch ^ater z,B, »- = -»+ -^ . ~ und > = — i^ «f. 
^ dx ex ^ et dx ex dSli 



Die erste dieser Funktionaldeterminanten ist nun 

da, da, qI 

dx dy 

dÄ , dB dÄ , dB ^ 

= dx+Pd^ dy +^dy ^ 

dx ^^^ dx dy +^1 dy ^ 

da, da, 

dx dy 



et 



^-B 
oder, da nach den Gleichungen (^lla,b) und (9") 



tA, dB, dÄ, dB, 

dx "^^1 dx dy "^^1 dy 



JA, , dB, 


,IS\ V/y, 


Jxi/x, 


ix. 




JÄ, V.*y, 


rf«Ä, 

Jyrfx, 


dÄ, 
rfx, 



dxdyj' 
_rf»Äj^\ 



-'y, 
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ist: 






dx 






dy^ dxdxi dXi dxdy^ dy^ dydx^ dx^dydy^^ 



also ebenso wie in der Anmerkung 2 S. 285 und 286: 



dO^ 
dyi 



^ 



dx 



dxy^ 
dO^ 
dy. 



dxdxi 
dxdyi 



da^ 

dy 
d*a^ 



dydx^ 

d^Sl^ 

dydy^ 






J*, 



d. h. es ist schließlich 



(12) 



WO 



(13) 



dfß, dßj dSl^ 

dx dy dp 

dfl, dÄ, dÄg 

dy djp" 

d^ dÄ^ dÄ^j 

dx dy dp I 



da; d*i /Ä« — V'*^ R ^ » 



B 



^* 







d^, dA, 
dx dy 

dÄ, d^, d^ 

da?| dxdxi dydXi 

dSl^ d*Ä, d*^fl, 

dy, dxdyj dydy^ 



ist. 



Analoges ergibt sich für die zweite Funktionaldeterminante; und da 
^* verschwindet, wenn -j-^ =- oder ^* »= ist, so ist die Bedingung 

des Nichtrerschwindens beider Funktionaldeterminanten wieder durch 
die des Nichtrerschwindens ron ^* zu ersetzen. Demnach ergibt sich 
dem Theorem 1 Ton Lie analog der Satz: 

5. Die Gleichungen Ä^ =- {% « 1, 2, 3, 4) bestimmen stets dann und 
nur dann eine Berührungstransformation, wenn die Determinante 



J* 





dSLy 
dX| 
d^ 

dyx 



dÄ, 
dx 

d«Äi 
dxdxi 

d«Ä, 
dxdy^ 



da, 

dy 
d^Sl , 

dydXi 
d»Ä, 

dydy[ 



nicht infolge von Sl^^ » 0^ i2, » 0, wo Sl*^^0 ist, verschivindet 

Z«iUelirift f. lUthematik n. Physik. 54. Band. 1906. S. Heft. 19 



290 



Die Bewegung in der Ebene als Bezfihrongstransfonnation. 



Doch diese Satze 4 und 5 können uns nicht befriedigen, da in 
ihnen, insbesondere in der Form der Determinante ^* die Fonktionea 
Sl^ und Sl^ nicht symmetrisch auftreten.^) Wir wollen daher an ihre 
Stelle sogleich einfachere Sätze treten lassen, die diesen Nachteil 
rermeiden. 

Gemäß der Annahme J2^ ^ ist ja aus der Gleichung A^ =» die 
Variable t als Funktion der übrigen x, y, x^, y^ auszudrücken. Folglich 
können wir dem Satze 4 auch die folgende Form geben, wobei wir 
unsere ursprüngliche Voraussetzung nicht besonders auszudrücken 
brauchen, dafi nämlich nicht gleichzeitig J2| = und ß^ = sein soIL 

6. Die gegebenen Gleidiungen ß^ » und J2| = bestimmen stäs 
dann und nur dann eine Berührungstransformation^ wenn die A Gleidwngen 
Ä< — (i «= 1, 2, 3, 4) souH)hl nach ar, y, p, i wie nach x^, y^Pi, i auf- 
lösbar sind. 

Nun gilt bezüglich für die beiden Funktionaldeterminanteu, da 
Äf=Äj'=Äf=0 ist: 



(14) 









Äj. 









und 



<15) 



8(fl.,a„a„fl,) 
^(«i»y..j»i.«) 






-Äf 






,« ! 



g(fl..fl.,fl,: 

° -"i" ate ii..t! ' 



a(x„y,.«i 



d. b. 



7. Damit die 4 Gldchutigen i2,. = sowohl nach, x, y,p, t wie noA 
Xp jfi, Pi, t außösbar sind, ist notwendig und hinreichend, daß die i Größe» 

B, B„ ^-^^f*\ ^^^'-^'^^ nicht verschwinden. 

' *' d{x,y,t) ' d{x^,y^,t) 



1) In extenso geschrieben führen auch die totalen Differentialqnotienten in 
J* SU nicht sehr abersichtlichen und daher fnr die Anwendung nicht brauchbaren 
Formeln. Ist doch z. B. 

+ßfÄj'(Ä','Äi-Äj'Äi)]- 
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Die Vergleichung der Fanktionaldetenninanten dieses Satzes mit 
der Determinante jJ* des Satzes 5 wird uns dazu f&hren, die Be- 



dingungen des letzten Satzes noch zu vereinfachen. 






(Äi)* 



Äjßi 



Ä:.«i 



Ä'.ß', 



Es ist nämlich 






oder, wenn man die mit Sl\ (bez. Sl\) multiplizierten Elemente der 
dritten Kolonne ron der ersten (bez. zweiten) subtrahiert: 

a« 

4 Ä^Äi-ÄjÄ« 



(ai)' 



n» 



ÄjÄi 



= -ä; 



rix 
dx 



oder, da ja 



iSty 









dp 



0, 



B 



dp 

dSl^ 
dx 

da^ 
dx 
da^ 

dx 



dy 

da, 

dy 



dp 



dp 
dSl, 
dp 
dfl« 
dp 



oder nach der Gleichung (12) 

(16) 

Ebenso ergibt sich 

(17) 






a(ß,,Ä„a,) 



d(x,,y,,t) 



(ßi)» 



(Äi)» 






^ 
5 



Weiß man daher, daß Ä * und ^-%i^*^^ ^ ist, so folgt aus 

Gleichung (16), daß auch ^* ^0 ist. Dann aber muß auch B^O 
sein, da ja für JB ^ auch d* = ist. So werden wir zu dem 
folgenden ein&chen Satze geführt, der hier an die Stelle des Theorems 1 
Ton Lie tritt: 

19* 



^ 
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8. Die Gleichungen S\^0 und ß^^O bestimmen susammen mit 
den aus ihnen abgdeüeten Gleichungen 52^ — und Sl^^O stets dann 
und nur dann eine Berührungstransformation, wenn das Produkt 

^l•^'^^-^=--B-S*'^'5^ ^icht vermöge Ä, - identisch ver^ 

schunndet. 

Aus den Gleichungen (14) und (15) in Verbindung mit (16) und 
(17) folgt endlich die später uns noch interessierende Beziehung 

Zusaiz 1. Die ausfuhrliche Ausrechnung des ersten Produkts des 
Satzes 8 ergibt, wenn wir noch den Gleichungen (lOa^ b) und (lla^b) 
die Abkürzungen 

(19», b) C-ÄjÄj-Ä'Ät, 

hinzufügen: 



Bi 



a (fl,.a,.a «) 



B, 



oder, da pj « — p- ist: 

I ßr 



Ät ßj «l 

Sil ai si{ 

Al + p,Bl A\+p,B[ A\+p,B[ 






ÄJ 
Äi 



A^i). 



\ B^Al-A^Bl B^A* -A,B[ B^A[- A^B^ 

= - AiB,A{ - A,B^,) + B(B,Al - A,Bl) - C(B,A[ 
oder, da 

B,A', - A.Bl - - A,(Sl'/'Sl', - ä7'ä;) + B,{Sll'^Sl[ - «J'-äJ) 

-c,iiirsi',-sii'si[) 

ist und analoge Fonneln für (BiA* — Aj^J) und (BiA[ — ^BJ) gd*«"' 
80 wird Bchlie&Iich: 

(20) B, . ^^^i^ - 

A[Ai(af ä; - Ä|;*"a',) - J?,(Är'a; - ß;-a;)+ ^^(Äj'ßi-iJj'ßDJ 

- B[Ji(ß^'"Ä; - Äj'"Ä;)-J?,(Ät"Äi - Sll'^Sl[)+C^iSl','Sl',-S^'Sl\)] 

+ c[Ai(Ä?'' Ä;-Ä5;''Ä;)-B,(ß;^-'a;-ßj''Ä;)+Ci(Ä;'a;-Ä;'.Q;)]- 
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Diese neue Form des Produkts enthält dann nur die Funktionen ^2^, Sl^ 
und ilure partiellen ersten und zweiten Ableitungen; sie ist dem- 
entsprechend auch sowohl inhessug auf Sl^^ Sl^ wie auf (x, y), (a;„ yj 
symmetrisch gebaut Zu demselben Ausdruck würde uns daher auch 
das zweite Produkt des Satzes 8 geführt haben. 

9. Die in dem Satz 8 genannten einander gleichen Produkte führen 
in extenso geschrieben zu dem übersichtlichen Ausdruck der Formel (20)j 
der in seinen 18 Gliedern 18 partieUe zweite Differentiaiquotienten 
der Funktionen Ä^ und Ä, enthält und dessen Nichtverschwinden daher 
auch die Form für die Bedingung der Berührungstransformaüoti darstellt 

Zusatz 2. Durch unsere bisherige Untersuchui^ ist im Anschluß 
an die Darstellung yon Lie und Scheffers ja der Beweis bereits 
erbracht, daß wirklich eine Beruhrungstransformaiion vorliegt, wenn 
nur die Gleichungen J2^ » (i » 1, 2, 3, 4) überhaupt eine Trans- 
formation zwischen den Variablen x^yyp und x^y^jp^ bestimmen, d. h. 
wenn diese Gleichungen sowohl nach Xjy,p,ty wie nach x^,y^,p^jt 
auflösbar sind. Ich möchte jedoch, um eine unmittelbare Einsicht in 
diese Verhältnisse zu gewähren, den direkten Beweis (nach Analogie 
Yon Lie und Scheffers 1. c. S. 52) nachträglich hier noch hinzufügen. 

Diesem Beweis liegt die allgemeine Definition der Berührungs- 
transformation zugrunde: 

Eine Transformation der Veränderlichen x^y^p: 

x^ - X{x, y,p), y^ = Y(x, y,p\ p, = P(a?, y,p) 

heifit dann und nur dann eine Berührungstransformc^ion^ wenn vermöge 
der Transformation eine Belaüon von der Form 

dyx -Piäx^ - Q{^y y^P) ' {dy -pdx) 
besteht. (Lie und Scheffers 1. c. S. 44, vgl. auch daselbst Satz 4, S. 45). 
Es sei also jetzt vorausgesetzt, daß die Gleichungen ^^ = 
(i« 1, 2, 3,4) eine Transformation der Variablen {Xy y,p) und {x^y^^Pi) 
bestimmen gemäß der Bedingung des Satzes 8. Aus i2^ » und 
Si^^O folgt nun: 

aldx + Äjrfy + al'dxi + Sl\'dy^ + Sl\dt - 0. 
Hldx + Sl\dy + Sl\'dx^ + Sl\'dy^ + Sl[dt « 0. 

Unter der Annahme A^ ^ können wir aus der zweiten dieser 
Gleichungen den Wert ^ dt m die erste einsetzen. Es ergibt sich dann-* 

(Ä^Äj - si\si\)dx + (ÄjÄi - ßjÄO^y 
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oder 

Adx + Bd^ + ^irfrci + B^dy^ - 0, 

oder, wenn wir wegen der Gleichungen 52^ » und A^ » 

A --p B, 

^\ JPi ^1 

setzen: 

B{dy-Tßdx) B^idy^ -Piäx^), 

d. h. also 

wo 

(21) p--|*0 

ist«), d. h. 

10. Der Faktor q in der allgemeinen Differentialgleichung einer 
BerührungsiransfamKUian ist in unserm FaUe, too die charaJUeristisdien 

JB s£ qL S^ Sl^ 

Gleichungen Äj =» 0, ßj = gegd)en sind, gleich — ^ = — -^-^ t-L , 

Dafi übrigens unsere allgemeinere Form des Theorems 1 auch den 
von L ie behandelten Fall um&St, daß nur eine Oleichung Sl{Xj y, x^y y^ » 
(ohne den Parameter f) gegeben ist, ersieht man leicht folgendermaßen: 
Man kann eine solche Gleichung als die Gleichung J2| = wählen 
und dazu einfach ßj«^ — const.«0 (oder auch H^^t—fiXjyjX^yy^^O) 
hinzunehmen, wo dann J2[ » 0, J2^ = 1 ist. Für solche zwei Gleichungen 
«$2^ » 0, 52| » gehen dann unsere obigen Säiase und die zugehörigen 
Formeln unmittelbar in die speziellen von Lie über (z. B. der Ausdruck 
(20) in den Ausdruck J S. 285). 

§3. 

Die Berfilmmgstransformation der änßerea Kreisbewegung als Beispiel 
für das Theorem 1; Entwicklung ihrer geometrischen Eigenschaften. 

Wir wenden uns nun zu unserem Beispiel zurück, wo die Gleichungen 
Äi - 0, Äi =. durch die Formeln S. 284. 

(4a, b) Äj =- a: cos 6^ + y sin ht — Xy^ cos at + y^ sin a< — (a + 6) =» 0, 
iö| = — a; sin 6^ + y cos 6f — a*i sin at — y^ cos at^O 



1) Also ist nach der Gleichung (18) auch 
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gegeben sindy und wollen dazu übergehen, die allgemeinen Sätze des 
Torigen Paragraphen an ihm zu veranschaulichen und dann yor allem 
die geometrischen Eigenschaften unseres Beispiels zu entwickeln. 

Indem wir die Oleichungen (4a^ b) selbst zur Vereinfachung der 
folgenden Rechnui^ benutzen, ergibt sich aus ihnen zunächst: 

(22a) Sl[^ — xb sin ht + yh cos bt + x^a sin at + Vi^ cos at 

« (a + b)'\x^ vmat + f/i cosa^] = (a + &)•[— ^ sin 6^ + y cos6<], 

(22b) ÄJ =■ — a?6 cos bt — yb sin bt — x^a cos at + y^a sin at 

= (a + 6) • [— x^ cos at + y^ sin a^ — 6] 

« (a + 6) • [— a; cos 6^ — y sin 6^ + «] 
und 

(23) ß* « cos bt, Hl - sin bty Ä'* =- - cos at, ßj^« sinaf, 
Äj — - sin 6^, Hl = cos 6^, Äj* = — sin a/, ßj» =- cosa^. 

Hieraus aber folgt, wenn wir der Einfachheit halber von dem Faktor 
(a + &) bei den folgenden OröBen absehen, nach den Gleichungen 
(10a, b) und (lla,b) S. 287: 

(24a) X — — rr + a cos 6*, und (24b) -Ij == jr^ + 6 cos af , 

B^ — y + awnbt B^^y^—bsm at, 

und hierdurch sind dann auch die Gleichungen 

(25a, b) Sl,^A + Bp^O, 

Ä^ = ^ + B^p, - 
bestimmt. 

Nach diesen Vorbereitungen ergibt sich nun ftLr das Produkt des 
(8): 

Äj Äj ß/ 






-B, 



oder, da jPi — — -p^ ist: 



ßj ß; ßi 
ßj ßj ß^' 

cos 6^ sin bt 
— sin 6^ cos bt ß^ 

— a6 (sin at -\fp^ cos a ^) 



ß/ 



— — a6 (Sj sin at — .4.^ cos at), 
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d. h. 

(26) B,-^-^-f^~ab.ix,coBat-if,smat + b). 

Ebenso ergibt sich: 

(26a) B • -^If" ^^ -ab(xeoBht + yembt- a). 

Wir sehen also: 

a) Ein Blick auf die Formel (4 a) bestätigt zunächst die Gleichheit 
dieser beiden Produkte.^) 

b) Unsere Formeln zeigen unmittelbar, daß diese Produkte nidit 
identisch vermöge Ä^ = 0, fi, « yersehwinden (ebensowenig andi 
Sl[ und Sl^ in den Gleichungen (22 a, b)); nach dem Satz 8 ist also durek 
die Gleichungen 52} — 0^ iQ| » eine Berührungstransformation bestimmt 
(was wir natürlich schon nach Satz 3 S. 285 aus geometrischen Üb^- 
legungen wissen). 

c) Nach der Formel (21) ist in unserm Beispiel 

(27) p»!-««»?-.' 

(ygL auch die Formeln (18) und (21a)). 

Unser Beispid erweist sich daher in der Tai als sehr geeignet, die 
von uns entwickelten allgemeinen Sät$e der Theorie der Berährungs- 
transfortnationen eu veranschaalicJiefL 

Jetzt gehen wir sogleich dazu über, die geometrischen Eigenschaften 
unserer ,,Berührungstransformation der Kreisbew^ping^' anschaulich zu 
entwickeln. 

Wir substituieren 

(28a, b, c) y = asinX + l slu (A + fi) 9 

J> = -COtg(A + fi), 

und 

a?i = — & cos Xi + h cos {Xi + ffi) , 

(29a, b, c) 2/1 = — 6 sin Xi + h sin (Xi + tu) , 

jp,=— COtg(Al+(ll). 

1) Auch die direkte Ausrechnung des Ausdruckes auf der rechten Seite der 
Formel (20) ergibt den oben gefundenen Wert für das Produkt, da C» C| » — 1 ist. 
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Es ist nnn die Funktionaldeterminaiite 





dx 


ex 


dx 




dl 


df, 


dl 


S(.ie,y,p) 

3(1,1»,«) 


di 


dy 


dy 
di 




dp 


dp 


dp 




dl 


dv 


dl 



— a sin A — i sin (X + ;t) 
a cos A + i cos (A + fi) 
1 



Bm»(i + f*) 



oder 
(30a) 
ebenso 
(30b) 






— l sin (A + /i) 

Z cos (A + i^) 
1 



8iitt«~(r+~iö ' 

h cos fi, 

"8in»(i|+fh)' 



cos (A + fi) 
sin (A + fi) 





Da diese Ausdrücke nicht identisch yerschwinden, so stellen die 
Gleichungen (28a, b, c) und (29 a, b, c) bez. eine Transformation der 
OröSen x, y, p durch A, f^ i und der Größen ^i, y^, p^ durch Aj, fi^, i^ 
dar, d. h. diese Gleichungen sind bez. auch nach A, ft, 2 und A^, ft^, {^ 
auflösbar. 

Die zu gegebenen Werten x^y^p gehörigen Werte Xyii^l^ z. B. 
(die wir gleichsam als neue Koordinaten des Lbienelementes {x,y,p) 
ansehen können) berechnet man bequem nach folgenden aus den 
Gleichungen (28a, b, c) sich ergebenden Formeln: 

A + i«* ™ WTC cotg (— jp), 

i = a; cos (A + ft) + y sin (A + fi) 

^) 



(31a, b, c, d) 



bos A 

sin A •• 



±l/[a;co8(A + i^) + ysin(A + /i)P + (a«-a;'* 
= a? cos (A + fi) + y sin (A + /i) 

± Ya* — [x sin (A + jli) — y cos (Ä + n)Y, 

X — t C08 (1 -f ^) 



y--|8in_(y-ji),iN 



1) Man kann auch zunächst X bestimmen aus der Gleichung 
»lO X — ac08A = — |)(y — a sin A), 
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Wir werden sogleich fiber die eindentige Auswahl ftLr A + f^ unter 
den Werten Yon arc ootg (— p) ond entsprechend auch fOr k und p, 
selbst nähere Festsetzongen treffen, nnd zwar an der Hand der geometrisAen 
Deuhing der Größen Ijftjl, zu der wir uns jetzt wenden wollen. 

Es sei ein beliebiges (reeües) Linienelemmt 
(x, ff, p) im Punkte D des Systems 27 gegeben 
(Fig. 2). 

Unter dem Winkd A + fi verMdten wir 
der Gleichung (28 c) enisprediend eindeutig den 
Winkd, durch den man die positive z-Achse 
um den Koordinatenanfangspunkt drehen muß, 
bis sie zum ersten Male der Normalen des 
Liniendements paraUd wird. Die durch diesen 
Winkel X + ft bestimmte Richtung der Nor- 
malen soll dementsprechend auch als ihre po- 
sitive Richtung gewählt werden. Es gelten also die Ungleichungen 

(32) 0^k + i^<n, 

denen entsprechend auch die Gleichung (31 ä) eindeutig den Winkel 
A + fi bestimmt. Die Größe 1 + fi ist für reeUe Liniendemenie stets 
redl.^) 

Femer verstehen tvir unter l der zweiten Gleichung (31) und ihrem 
doppdien Vorzeichen entsprechend den Wert der Strecken S'D^V 
oder S"ß = V\ wo 8', S" die Schnittpunkte der Normalen mit dem Pol- 
kreise k^ bedeuten. Diese Werte T, l" sind reell oder komplex, je nach- 
dem die Normale des Linienelements den Polkreis reell schneidet oder 
nicht, d h. je nachdem 

. X sin (A + fi) — y cos (X H- /ti) ^ a oder > a 
die für ig - quadratisch ist, und darauf /, ft aus den Gleichungen 



2 



/« = (X — a cos 1)« + (y — a sin X)\ 
X — a cos 1 



cos (X -f fi) — j 

. /• . V y — asinl 
sin(I-t-fi)-?^ j , 

wo das Voneichen von l sich durch die Ungleichungen (SS) des Textes 

bostimmt. 

1) Für ein Linienelement {pe^ y, p) mit komplexem Werte p sollen diese Ua- 
Ifloichungen (8S) fOr die leeUen Teile I + f» der Größen I, fk gelten. (Die GrOfie 
Ji f fi kann übrigens auch für nicht reelle Linienelemente reell sein.) 
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ist. In dem Falle, daB Vy l" reell Bind, ist dann V (bez. l") positiv oder 
negativ y je nachdem die Richtung S'D (bez. S"D) mit der positiven 
Richtung der Normalen des Linienelements übereinstimmt oder nicht. 
Jedem der Werte Vy V gehört den Formeln (31c, d) gemäß ein 
bestimmter Wert X' bez. X" zu, indem wir noch die Ungleichungen 

(33) -«<!', r^Ä 

hinzunehmen, wo X', k" die reellen Teile von X\ k" bedeuten- Diese 
Worte X', k" sind reell, wenn T, l" reell sind, und jeder von den Werten 
X'y k" bedeutet dann den Winkel ^ durch den man (in positivem oder 
negativem Sinne den Ungleichungen (33) entsprechend) die positive x-Achse 
treffen muß, bis sie eum ersten Male mit der positiven Normalenrichtung 
im Punkte S' bee. S" des PoOareises zusammenfällt (Fig. 2), wobei als 
positive NormalenricMung diejenige angesehen istj die zur positiven Tangenten- 
richtung (vgl 8. 283) liegt wie die positive x-Achse zur positiven y-Achse. 
Den beiden Werten k\ k" entsprechen endlich bez. eindeutig die 
beiden Werte ^i, ^' der Größe ft, deren geometrische Bedeutung aus 
dem Vorstehenden von selbst sich ergibt. Es gelten stets die Gleichungen: 

11. Jedem Linienelement {x, y, p) entsprechen also zwei (im aU- 
gemeinen verschiedene) Wertetripel {k\ ^i, /') und (k", [i", l"). 

Um noch die zunschen diesen beiden Wertetripeln bestehenden Be- 
ziehungen abzuleiten, von denen wir sogleich Gebrauch zu machen haben, 
gehen wir zunächst aus von der Gleichung (31b): 

V + l" - 2x cos(X + i«*) + 2y sin(i + ft). 

Setzen wir hier nach den Gleichungen (28 a, b): 

a? - a cos i' + r cos {k' + fi'), 

y = a sinX' + r sin(A' + ^0; 
so folgt 

(35) r = r + 2a cos i^'. 



1) Die reellen Teile ^\ Jl" der Größen ft,\ y!' genügen den Ungleichungen 

denn f&r jeden Wert l-f*!^ ergibt aich der höchste mögliche Wert von /l, wenn 
die OiOße X möglichst klein, und der niedrigste mögliehe Wert von fi, wenn I 
möglichst grofi (gleich sr) ist. Genauer gilt nach den Ungleichungen (32), daß für 
jeden Wert I der Wert f» nur noch beliebig in dem durch folgende Ungleichungen 
bestimmten Intervall liegen kann: 

— I<fi<Ä — f. 
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Femer ist nach der Gleichung (31c) and der Gleichung (34): 

a a 

oder nach der Gleichung (35): 

C08A" = co8(A' + 2^' — 3f). 
Ebenso ergibt die Gleichung (31 d): 

sinil" = 8in(Jl' + 2^' — x). 
Hieraus aber folgt: 

(36) A"-A' + 2^' + (2i- l)jr 

und gemäß der Gleichung (;U): 

(37) ii"^-fi' + {1^2k)7c, 

wo k eine ganze Zahl ist^ die sich durch die Ungleichungen (33) 
- 3t<i" ^x bestimmt. *) 

12. Zu dem einen Wertet tipel l\ ^', V eines Linietielemmts (x, tf, p) 
findet man also das entsprechmdc ziceite Wefietripei k'\ (i'\ V nach den 
Gleichungen (35), (36), (37). 

Die analogen Betrachtungen^ wie wir sie hier für die Grdßen (x, ^,p) 
und (A, /*, V) durchgeführt haben^ gelten natürlich auch für di<* Großeii 
(a?j, yj, ft) und (Ij,' /ij, ij). Doch wollen wir ausdrucldich hervorheben^ 
daß die positive Nünnalenriditunff eines Punktf^ 
*' des Pulkreises l\ stets nach dem Punlt B hin 

geridif'f *<^* im Gegensatz zu d^in System I, 
unserer Festsetzung auf S. 283 entsprechend, wo- 
nach der Pol gleichzeitig den Kreis l'^ in posi- 
tivem, den Kreis kf, in negativem Sinne umläuft.') 
V (Fig. 3). - 

Wir steUen uns nun die Aufgabe, für ein 

gegebenes (reelles) Liniendement {x, y, p) des 

Systems Z alle die (reeUen) Linienelemente {x^, y^ jPj) 

£u finden, die jenem im System 27^ durdi unsere BerührungstransfarmaHon 

der Kreisheicegting , d. h. durch die Gleichungen Ä^ = (i* — 1, 2, 3, 4), 

zugeordnet sifui, 

1) Es gelten stete die üngleichongen : 

und 68 ist im Texte 

jt= + l, wenn — «^r + 2tt'^0, 

i= 0, wenn 0<i' + 2fi' ^ 2« , 

it = — 1, wenn 2x<i' + 2^' <3% 
ist. 

2 An die Stelle von X, fi, 1 könnte man zur nenen Bestimmung des gegebenen 
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Von Yomherein wissen wir nach Satz (41), daß dem Linienelement 
(ar, y, p) 2 Wertetripel {k'y fi', l') und (Jl", ft", l") zugehören. Doch 
wollen wir diese in der folgenden Rechnung noch zunächst gemeinsam 
mit (A, ft, V) bezeichnen. Durch die Substitutionen (28) und (29) 
nehmen die 4 Gleichungen Sl^ » (die Gleichungen (4 a, b) und (25 a, b) 
S. 294 imd 295) folgende Form an: 

a cos (A — 6^) + 6 cos {k^ -^ at) -{- 1 cos (A + f* — ht) 

— \ cos (Ai + fCi + af) — a + h, 

1. j\ ^ ^^° ('^ — 60 + * ^'i^ (^ + a^ + i sin (A + jti — 6f) 
^^^"'^'"'^^ -?,sin(>l, + ,», + «<) = 0. 

sinjLi = 8in(A + p ~ ^0 
sinfij — 8m(Ai -f /ttj + öjO-^) 



Linienelementa {x, y, p) auch drei andere Größen A^ M, X wählen, für welche 
die den Gleichungen (28a, b, c) ganz gleichen Formeln gelten: 

X ^ a COB A -{- L COB {A -{- M) 
(28' a, b, c) y^asinA + L sin {A + M) 

I? = — cotg {A -{- M). 

Die Größe A seil mit l identisch sein nnd ist also durch die der Gleichung (Sl') 

(Anm. 8. 297) analoge Gleichung zweideutig in Bücksicht auf die Ungleichungen (83) 

bestimmt. Die Definition der Größen M und L sei zunächst geometrisch für den 

Fall gegeben, daß das Linienelement {x, y, p) reell 

ist. (Fig. 2 a.) Unter M soll dann der (positive oder ^e 2»- 

negative) Winkel M' (bez. M") verstanden sein, durch 4 „jO 

den man den Ungleichungen ' ■ 



tt- 




entsprechend in positivem oder negativem Sinne die 
durch r (bez. 1") gegebene Richtung (d. h. für 
reelle Werte X die positive Normalenrichtung der 
Polbahn) drehen muß, bis sie zum ersten Male 
mit der Normalenrichtung des Linienelements zu- 
sammenfällt. Die hierdurch bestimmte Normalenrichtung des Linienelementa 
soll dann wieder als die positive gelten und dementsprechend die Größe L auch 
dem Vorzeichen nach durch S' D (bez. S*' D) gegeben sein, wo wieder S\S'* die 
(reellen oder konjugiert-komplexen) Schnittpunkte mit dem Polkreis bedeuten (vgl. 
das Beispiel der Figur). Die eindeutige Definition der Größen M und L durch 
die analytischen Formeln auch für nicht reelle Linienelemente ergibt sich dann 
hieraus von selbst. Doch schien mir die Einführung der Größen 1, ft, l des Textes 
für die ganze Untersuchung übersichtlicher, da dann bei einem reellen Linien- 
element auch für nicht reelle Punkte^', S'' noch immer die Größe l-\- (l anschaulich 
gegeben ist. 

1) Bei der Ableitung der letzten beiden Gleichungen ist beiderseits mit 
em{X-{- n) bez. 8in(Jl| -f/^) multipliziert; wir können diese Faktoren von ver- 
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Aus den letzten beiden Oleichmigen folgen je die beiden Möglichkeit^: 

(39a^b) bt^l + 2nx und 6^ - A + 2/it + (2n — 1)«, 

(40a, b) at A, - 2niÄ und at -^i — 2^ - (2ifj - !>, 

wo Hf n^ beliebige (positive oder negative) ganze Zahlen bedeuten. 
Man sieht nun, im Hinblick auf die Oleichung (36) und ihre 

analoge 

A'«A"+2ft" + (2*-l)«, 

daß die Gleichungen (39 a, b) — mögen bei gegebenen Werten {x, y, p) 
für (A, (i, l) von vornherein die Werte {k\ (i\ V) oder (X", fi", l") ge- 
wählt sein — stets in die beiden folgenden übergehen: 

(39'a, b) ht^X' + 2nn und 6/-A" + 2n«, 

d. h. 

(39"a,b) t^^^-""^ und =^-±l!^. 

JFiVV gegebene Werte (rr, y, p) hat also die Variable t alle die ver- 
schiedenen Werky weiche durch diese Gleichungen angegeben sind, wo n eine 
beliebige ganze Zahl und k\ k" die beiden m (x, y, p) gekorenden 
Werte bezeichnen. 

Wir setzen nun die Werte fQr ^ in die Gleichungen (40a, b) ein und 
wollen der Substitution (39" a) bez. (39" b) entsprechend die Größe i^ 
in der Gleichung (40a) mit k[ bez. A,", in der Gleichung (40b) 
mit k'^ bez. k[ bezeichnen, was offenbar erlaubt ist. Dann werden wir 
wieder im Hinblick auf die der Gleichung (36) analogen Gleichungen 
\k'; = A; + 2^; + (2* - l)n und k[ - a; + 2^; + (2* - 1)«] zu den 
folgenden Resultaten^) geführt: 



schieden Toranssetzen, da dies im anderen Fall sich wieder dnicb Ändenug des 
KoordinatensjstemB erreichen ließe. 

1) An sich würde z. B., wie wir doch noch ausdrücklich bemerken wollen, 
dem Tripel l\ f*', V außer dem Tripel X^, fi{, 2^ das sich ans den Gleichungen 
(41a) und (46 a, b) oder (47a,b, c) für jeden bestimmten Wert n ergibt, auch noch 
das Tripel (vgl. Satz 12) 

ii'«ii + 2fii + (2Ä:-l),r, 

f*r = — f*i + (l-2Ä;)«, 
Zi'«=Zi — 26co8f4i 

entsprechen. In der Tat überzeugt man sich leicht, daß auch diese beiden Werte- 
tripel (X', ft', V) und (Xj', fiC, /(') die Gleichungen (88a, b, c, d) befriedigen. Doch 
da diese Werte (Xj', fi^', V{) zu demselben Linienelement (äj, y^, p^), auf d« es 
uns doch allein ankommt, führen wie die Werte {l[^ (i^, if), kGnnen wir sie so- 
gleich außer acht lassen und demgemäß die Rechnung des Textes vereinfachen, 
wie es geschehen ist. 



(41a, b) 
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a; - - J(A' + 2nn;) - 2n^x, 
K-- S(^" + 2n%) - 2fC^n, 



wo fBr jede ganze Zahl n in jeder dieser Formeln for sich diejenige 
ganze Zahl n^ zu wählen ist, daß entsprechend (33) die Ungleichungen 

(42) -^<^;, K^^ 

erfüllt sind. 

Unseren Festsetzungen entsprechend gelten also jetzt gleichzeitig 
die beiden Formeln: 

l[ ^-^ai- 2n^n 



(43a, b) 
oder 



(44a, b) 



k" ^ht — 2nxy 

Setzen wir nun in die Gleichungen (38 a^ b) f&r X und X^ ihre 
Werte nach den Formeln (43a, b) ein, so kommt 

V cos /i' — l[ cos fti = 
und 

V sin fi' — l[ sin jtij = 0. 

Hieraus folgt zunächt formal: 

wo m eine beliebige ganze Zahl seiu kann. Durch die zu erfüllenden 
Ungleichungen 

(46) o^i;+K<^ 

(ygl. (32) und die zugehörige Anm. S. 298) ist jedoch diese ganze 
Zahl m eindeutig bestimmt. Analog yerlauft die Rechnung, wenn wir 
in die Gleichungen (38 a, b) für X und X^ ihre Werte nach den 
Formeln (44a, b) einsetzen. Wir gewinnen daher zusammenfassend ala 
Endresultat den Satz: 

13. Die Beriihrungstransformation der äußeren Kreisbewegung ist 
analytisch durch die Gleichungen (28a, b, c), (29a, b, c) S. 296 und 

;ii = — I (A + 2n^) — 2ti|Ä 

(47a, b, c) 
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besHmmtf wo für (A, ii, l) sowohl {X\ fi', l') wie {X", ii', V) mu sAm 

isty femer n eine bdiebige (positive oder negative) ganze Zähl bedettld 

und jedesmal für nj, m solche ganzen Zahlen zu setzen sind, daß ik 

Ungleichungen 

(42) -x<i,^x 

(32) 0^l, + ]i,<7t 

erfmU sind. 

13a. Alle einem gegebenen Linienelement {x, y, p) des System E 
entsprechenden Liniendemente {x^, y^y p^ des Systems 27^ gewinnt tim 
daher wie folgt: 

Man bestimmt zunächst nach dem Satze (11) S. 299 und den Formdn 
(31a, b, c, d) S. 297 die beiden zu {x,yyp) gehörenden Wertetripd (i', f*', Tj 
und {k"y fi", l") und berechnet dann die verschiedenen Werte Jlu h)\ 
nach den Formdn (47 a, b, c). Endlich setzt man die so gefundem 
Werte Aj, /i^, l^ in die Formdn (29a, b, c) S. 296 ein. 

In Rücksicht darauf, daß in den Formeln (29 a, b, c) indes nur die 
trigonometrischen Funktionen der Winkel Jl^ und §1^ yorkommen, können 
wir schließlich diesen Satz 13 a noch einfacher aussprechen in der 
folgenden Form: 

13 b. Bei der Berührungstransformation der äußeren Kreisbewegung 
erhalt man alle dem Liniendement {Xy y, p) des Systems 27 entspredmdm 
Linienelemente {x^, y^, p^) des Systems 27^ une folgt: 

Nachdem man die beiden zu (x^ y, p) gehörenden Wertetripd {l\ f*', /') 
und {k"y /i", V) nach den Formdn (31a, b, c, d) bestimmt hat, setzt mn 
in die Gleichungen 

a?! — — 6 cos Aj + ?, cos {k^ + /Aj) 

(29a, b, c) yi =» — 6 sin Aj + ?! sin (A, + fij) 

Pi cotg(Ai + /Ai) 

an die Stdle von A^, /i^, l^ gemäß den Formdn (47 a, b, c) bez. die {ihnen 

nicht gleichen) Größen — v (A + 2««), (i, l ein, wählt dann für A, f*, l 

sowohl A' jLi', r wie A", fi", V und nimmt 

n =- 0, ±1, ±2 •' ' ±oo für ein irrationales Verhältnis a : 6, 
bez. n =» 0, 1, 2 . . . j8 — 1 für ein rationales Verhältnis aib^tuß, 
wo a und ß teilerfremde positive ganze Zahlen sind. 

Analog bestimmen sich natürlich für jedes Linienelement (XifVifPi) 
alle entsprechenden Linienelemente (x,y,p). 

13c. Je nachdem a : b irrational oder rational gleich aiß ist, ent- 
sprechen also jedem gegebenen Liniendement des Systems Z (bez. 2^) 
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allgemein im andern System oo vide oder 2ß (bez. 2 a) Linienelemente ^ 
(die jedoch in dem spegieUen Fall zu je zweien zusammenfallen ^ wenn 
die Normale des gegebenen Linienelementes seinen Polkreis berührt). 

Auf den Fall des rationalen Verhältnisses a : h werden wir sogleich 
noch näher eingehen. Vorerst wollen wir jedoch das gefundene analytische 
BesuUat anschaulich geometrisdi diskutieren, soweit reeüe Linienelemente 
in Betracht kommen. 

Gemäß den Formeln (28 c) und (29 c) S. 296 (vgl. S. 298) entspricht 
einem reellen Linienelement (x, y, p) oder (x^, y^, p^) stets ein reeUer 
Wert X + ^ oder A^ + /tj. Aus den Formeln (47 a, b) folgt aber 

^1 + f»! = (^ + ft) - ^ (f + l) - (f • 2» + 2«^ + »«)«. 

Dem reellen Linienelement {x, y, p) entspricht also nur dann wieder 
ein reelles Linienelement (Xj, y^, p^), wenn l (d. h. k\ X") reell ist. 
Da femer, wenn bei einem redien Linienelement (x, y, p) X reell ist, 
auch alle nach dem Satze (13) entsprechenden Größen {k^, fi^, ZJ und 
damit alle entsprechenden Linienelemente {x^, y^, p^) reell sind, so 
ergibt sich: 

14. Stets dann und nur dann entsprechen einem reellen Liniendement 
{Xy y, p) wieder reelle Linienelemente (x^, y^, p^), wenn X reell ist, d. h. 
wenn (vgl S, 299) die Normale des Linienelements 

(x, y, p) den PoUcreis k^ reell schneidet (oder berührt), 
und zwar sind dann auch alle entsprechenden Linien- 
demente (x^, y^, |),) redl. 

14 a. Betrachten wir alle Linienelemente des- 
selben Trägers {x, y) (einen „Punktdementenverein^^), 
so entspredien also ihnen allen nur dann wieder 
reelle Liniendemetite, wenn der Punkt (x, y) inner- 
luüb oder auf dem Pdkreise k^ liegt, im andern FaU 
dagegen nur der Oesamfheit von ihnen, deren Normalen den Polkreis 
redl treffen, (Fig. 4.) 

Femer ergibt die Gleichung (47 a): 

b{l^ + 2n^n) =- — a(A + 2n3r); 

hierauB und aus den Gleichungen (47 b, c) folgt, wenn wir dem Satze (13) 
genuLB f&r n und damit fOr n^, m spezielle zulässige Werte gewählt denken: 

15. Das einzdne reelle Linienelement {x^, yi, Py), das einem ge- 
gdienen reellen Liniendement (x, y, p) für einen bestimmten Wert von 
n entspricht, kommt gerade dann mit letzterem zur Deckung, wenn von 
den beiden Pdkreisen k^ und \ die gleichen Bogen a{k + 2nx) und 
— 6(ili +2n^x) aufeinander abgerollt sind (Fig, 5). In diesem Moment 

ZeitMhrilt f. Mftthemfttik a. Physik. 54. Band. 1906. S. Heft. 20 
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gehen also die zusammeBgefalleneii Normalen der beiden Linieii' 
elemente {Xj y^ p) und (oTi, Vu P\) durch den Berühniugspankt der 

Pol kreise, den momentanen Pol der 
Bewegung. Und der Polkreis l'^ iet dann 
von der ursprünglich angenommenen 
AnfangBlage aus gerechnet , 
wenn i>0 iäst, n- oder (n — l)-mjdf 
je nachdem »i^O oder n<Ü ist, 
wenn A ^ ist, stets i«-m&l^ 

wenn A<0 ist^ n- oder (« — l)-mal, 
je nachdem it^O oder >0 ist, 
(entsprechend in posiÜTem oder ne- 
gativem Sinne) voUfitändig abgerollt 
außer dem eine volle Peripherie nicht mehr ausmachenden Eestbogen, 
Entsprechendes gilt fQr den Folkreis ^v (Fig. 5^ in ihr ist speziell 
a : 6 — 4 : 3; w ™ 0, A = ^ , ^ = - ^ / ^ 1,5 cm gewählt, woraus sich 

Wj — 0, m « 1, >li = — y > Pi "" 4 ^* ^1 =^ — ( ^ — 1^ cm ergibt). 
Der Satz 14a aber wird durch folgenden Satz fortgefiihrt: 
16. Bei der Bewegung der heidm Systtmv 2; Z^ ^^roüen^^ (jlmhum 

die Linienelemente {x, y, jp) desselben Trägers J) = {x, y) unkt dessen 

Gleitung auf seiner Bahnkurve ak 




Fig. 6». 




'-^ ^ 




Die Figuren 6 ab mit dem Radien Verhältnis a : 6 = 4 : 3 zeigen die 
durch einen Punkt D gehenden Linienelemente des Systems £ und die 
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ihnen entsprechende Bahnkurve^ eine verschlungene Epitrochoide^ im 
System Z^; in der Anfangslage sind beide Figaren so auf einander 
za legen, daß die Polkreise sich in Sq wie in Fig. 1 S. 283 be- 
rühren. 

Alle diese Betrachtungen führen schließlich zu dem Gesamt- 
resultat: 

17. Um geometrisch alle reellen Linienelemente {x^, y^, pj im 
Systeme Z^ su erhalten (Fig, 6a, b), die einem gegebenen reellen Linien- 
elemente {x, y, p) des Systems £ entsprechen, hat man zunächst die 
Schnittpunkte S', S" der Normalen des Linienelements {x, y, p) mit dem 
Pdkreis k^ zu konstruieren, die reell sein müssen, wenn überhaupt sich 
wieder reelle Linienelemente {x^, y,, ft) ergeben sollen; darauf hat der 

PoUcreis k„, wenn das BadienverhäUnis v irrational ist, im einen wie 
im andern Sinn auf dem PoUcreis k^, unetidlich oft, dagegen, wenn " 

rational und gleich " ist^ wo a und ß teilerfremde positive ganze Zählen 

sind, nur in einem Sinne ß-mal abzurollen. Jedestnal, wenn hierbei S' 
oder S" auf den Polkreis kf, fallt, ergibt die Lage des Linienelements {x, y, p) 
im System Z^ ein zugehöriges Linienelement {x^, y^, Pi) an. (Vgl. 
die Sätze 13a, b, c S. 304). 

In der Figur 6 b sind demgemäß, mit den Ziffern I — VI bezeichnet, 
die 6 Linienelemente besonders hervorgehoben, welche in Fig. 6 a dem 
Linienelement in D mit der Normalen ÄD entsprechen. 

Um nun im Falle eines rationalen Verhältnisses aib^ a: ß den 
algebraischen Charakter der Berührungstransformation noch klarer zum 
Ausdruck zu bringen, wollen wir folgende neuen Größen einführen: 

u^ l cos /i , u^ » /j cos 11^ , 

(48) v — i sin f* , (49) v^ = Z, sin /i^ , 

w'^tgj, ti;i«tg|. 

Durch diese Substitutionen gehen die Gleichungen (28 a, b, c) und 
(29a, b, c) S. 296 über in 

a(l — «7«) + u(l — tc*) — 2rM7 



X ' 



1 + tc« 



(28 a, b, c) y 1L^_^-.LX , 

m(1 — «•) — 2i?«7 

p 



20* 



1 



308 Die Bewegong in der Ebene mb BeiflhnmgBtiaiisfonnaiion. 

und 

^1 - l + wl 

(29'a, b, c) y, - "^'"'+V+";r""^'''"' - 

u,(l-tPf)-2p^ic^ 

Die Auflösung der Oleichungen (28 '% b, c) nach den QrdBen u, v, k 
gelingt dann am einfachsten^ wenn man zunächst aus der sich aus 
jenen ergebenden Gleichung (vgl. die Anm. S. 297) 

x(l+w*)- a(l - w«) p(y{l + lO - 2au;) 

die beiden Werte w\ w" berechnet und dann nach den Gleichungen 
1^28 'a, b) die zugehörigen Werte m', u" und v\ v'\ Es wird also 



"" « + «+py 



^ a + x + py ' 

-o(l+ir') + g(l -ir«) + 2yir 
^"" 1+tc« ' 

— 2xtr4-y(l— tc«) 
' " 1 + ir« 

Di» Gleichungen (47b,c) S. 303 endlich ergeben durch die Substitutionen 
i,48> und (49): 

VMa,M ••^-^^ 

wml ait> Gleichungen (47a), (43a, b) und (44a, b) S. 303, wenn 
uian ncK^h 

^1 - n «» h^ßxj tg*^* — T setzt: 

«•-tgV=tg(/»'i'), 

fr, --tgy--tg(oY) 

■^» ilMUt tJU» KuukUonen F^ und F, rationale gebrochene Fnnkboi'^ 
^y^>^iw* \J^MMi vom Grade ß und « sind. Ffir a : 6 — 4 : 3 ist <• B.: 



1 — 8»*' 

Wt « — 
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8t — T> 



1_ 6t« + t* 



Wir erhalten demgemäß analog den S&tzen (13 a^ b^ c) S. 304 das 
folgende SchliiBergebniSy bei dem es sich^ wie man unmittelbar erkennt^ 
nur nm die Auflösmig rationaler Gleiehnngen handelt: 

18. Ist a:b raiiana!, so gewinnt man alle einem gegebenen Liniett- 
dement (x, y, p) entsprechenden Linienelemente (x^^ y^, Pi) wie fdgi: 
Man bestimmt eunäehst nach den Formeln (50) die eu {x, y, p) ge- 
hörenden Wertetripei (u', v\ w') und (u", t?", w") und berechnet darauf 
nach der Fortnd (52a) die zu w\ w" gehörenden 2ß Werte x'^y t« 
(n — 0, 1, 2, . . ., ^ — 1).^) Die Formeln (51a, b) und (52b) ergd>en 
dann die entsprechenden 2ß Wertetripei (u^, v^, Wj) und die Gleichungen 
(29 'a, b, c) endlich aus ihnen die gesuchten 2ß Linienelemente {x^, y^ p,). 

§4. 

Die BernhningstransformatioB der Kreisbewegung in Beziehung znm 

Theorem 2 von Lie« 

Das dritte Kapitel in Lie nnd Scheffers Geometrie der Be- 
rührungstransformationen gruppiert sich um das Theorem 2 (S. 73 
daselbst): 

Die Gleichungen 

(53a, b, c) a?! - X{Xy y, p\ y^ = Y{Xy y, p\ p^ = P{Xy y, p) 

stellen dann und nur dann eine Berührungstransformation dar, wenn 

(54a, b,c) [XY]^0, [PXj^p, [PY]^(,P 

ist, wobei q irgend eine von Ntdl verschiedene Funktion von (x, y, p) 
sein darf. In^)esondere ist dann 

(55) dY-PdX = Q{dy- pdx). 

Dem Vorworte getreu, unsere Berühmngstransformation der Kreis- 
bewegung überhaupt als ein Beispiel für die allgemeine Theorie hin- 
zustellen, wollen wir jene jetzt auch hinsichtlich dieses zweiten Theorems 
niher diskutieren. Dies wird wesentlich darauf hinauskommen, die drei 
Klammerausdrücke [XY], [PX], [PY] in unserm Falle wirklich aus- 
zurechnen. 



1) nftmlich r^ = tg|^ = tgA±_J^ für n = 0, 1, 2, ..., ^ 
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An die Stelle der Gleichungen (53) sind jetzt die Gleichnngen 
(28a, b, c), (29a, b, c) S. 296 und (47a, b, c) S. 303 getreten, d. h. die 
Größen X|, y^, p^ sind hier nicht explicite als Funktionen von x, y, p 
g^eben, sondern mit Hilfe der aufeinander bezogenen Parameter A, /i, f 
und 1,, fij, /|, was ja an sich keinen wesentlichen Unterschied aus- 
macht. Wir haben femer jetzt die Berühmngstransformation nicht mehr 
in ihrem ganzen Verlaufe, sondern nur in der Umgebung zweier ent- 
sprechender Linienelemente (x, y^ p) und {x^, y^, p^) zu betrachten^ 
d. h. den Zahlen n, lij, und m der Gleichungen (47a,b, c) können wir 
ganz bestimmte Werte beigelegt denken. Wir wollen insbesondere, 
was bei zweckmäßiger Wahl der (x, y)- und (x^y yj)- Koordinaten- 
systeme immer möglich ist^), 

wählen; der Allgemeinheit unserer folgenden Betrachtung tut dies 
keinen Abbruch. Dann treten an die Stelle der Gleichungen (47 a, b, c) 
die einfacheren 

^ "" ■" 6 ^' 
(47'a, b, c) f*i = f*, 

Wir haben den Faktor q in der Identität (55) bereits oben in der 
Formel (27) S. 296 ausgerechnet: 

(21) o = y — ^^^^^K 

Setzen wir noch nach den Gleichungen (43) und (44) S. 303 
sin a^ » — sin A| , sin bt « sin A 

und fahren fttr y, yi ihre Werte nach den Gleichungen (28 b), (29b) 
S. 296 ein, so folgt 

(56) ^«a^-^V) 

V ^ ^ 8in(X, +^J 

Dieser Wert »f&r q muß sich nun auch aus den obigen Gleichungen 
(54 a, b, c) ergeben. 

Schon die symmetrische Form, welche die Gleichungen (53) in 
unserm Falle annehmen, zeigt nun unmittelbar — was wir natürlich 
längst von früher her wissen — , daß ebenso wie x^, y^ Pi Funkikmen 
von X, y, p sind, auch umgekehrt Xj y, p Funktionen von x^, y^, p^ 



1) Denn in der Umgebung von X =»= ist für n = auch n, => m »» 0. 

2) Für allgemeine Werte n, n^ und m ergibt sich entsprechend 

Bin {l + (i) 



e-(-ir 



8in(Zi+^j) 
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sind, d. h. daß wir in unsem Gleichungen es wirklich mit einer Tra/ns- 
formation zu tun haben. Im übrigen gilt für die Funktionaldeterminante 
der Funktionen x^y y^, p^ nach x, y^ p: 







»(*.,yi,i>.)_ d{i 


.,^,1,) a(X,^,l) 








d(-ii,y,p) 


d(je,y,p) 




Nun gelten 


die 


Gleichungen (30 a 


, b) S. 297, und es 


ist femer 


folglich ist 




2 (!,(», 


1.) a 
T) b' 




(57) 




^(«i.yi,i>i)_ 

d{x,y,p) 


BinVX+(t) , 




sin «(1, + ^,) *f • 





Dieses Resultat veranschaulicht in unserm Beispiel den allgemeingültigen 
(von Lie und Scheffers nicht erwähnten) Satz: 

19. Bei jeder durch die Gleichungen (53) gegebenen Beruhrungs- 
transformatian gut, daß die FuhkHonaldeterminante 

istf wo Q den charakteristischen Faktor der Berährungstransformution be- 
deutet^). 

1) Wir wollen zugleich auch noch auf die folgende allgemeingültige Be- 
ziehung hinweisen: 

/c- N ^(^11 yi »_Pi) _ d\x,y,p,t) 

8 (^1 , Vi , Pii 

die hier unmittelbar ans der Gleichung (21a) in der Anm. S. 294 folgt (vgl. auch 
die Formeln (14), (16) S. 290 und (21), (26), (26 a) S. 294 und 296 für nnser Beispiel). 
Diese Formel (67 a) ergibt sich auch aus dem Satze der Determinaiitentheorie (Baltser, 
Theorie und Amoendtmy der Determinanten, 5. Aufl. Leipzig 18S1, S. 146, § 12,5): 
Wenn n'P' m und zufolge von n Gleichungen 

^1 (Sh- 'Vn, «i...««)-»0, 



die Größen y implizite gegebene Funktionen der Größen x sind, so ist 

diF,...F„) 

g(yii y. • -^ym) ^ , ..m ^ (^i^i' -^m^ Vm + l' " Vn) 

^ (yi . • • yn) 

In unserm Falle sind die Gleichungen F,- = 0, die Variablen y, und X/^ durch 
die Gleichungen fl;=sO(t = 1, 2, 8, 4), die Variablen (aj^, yi, Pi, t) und («, y, p) 
gegeben (m = 8, « = 4). 



312 IHe Bcwcgag in der Ebene mls BerfihnmgstrmiisfoTmation. 

Nach diesen Yorbemerkniigen wenden wir uns nun zur Beredmung 
der KlammerausdruAe [x^, jf,], [a, xj und LPi, yj in unserm Bei- 
spieL Hierbei werden wir ron folgendem Theorem der Determiittniett- 
iheorie Gebrauch machen: 

Es sei 

(58) Ä-yi(^i,x„-r,), »t^-Pti-^f^ti^j !fz-»s(^u^7^) 
vmd 

sodaß die Gieidmngen cmck nach den Größen x^y x^, x^ aufVkbar sind: 

(58') «i=:Ki(yi, y,,»,), ^i-^i(»i,yi,ys), ^« = ^«(^1, »i,ä). 

Dann gtU: 

(59) yj» . 3\i + yj. - a:J.' + yj« • xj' - 1 0^«^ <>, 

j^nocA^fem » — i oder i-^h isty wobei die parHdlefi Differentialquotienlen 
yV ^ ^ flf« den Gleichungen (58) und aij» = ^ aus den GleidiUftgen (58') 
zu nehmen sind. 

Der Beweis folgt direkt aus der Relation a:f' = ~- , wo -^..^ die 
zum Element der i*^ Zeile und k^^ Kolonne der Determinante ^ ge- 
hörende Subdeterminante^ die ,^djunkte'^ zum Element ^, bezeichnet^); 
denn die Relationen (59) sind hiemach identisch mit den folgenden: 
Vk^Ai + yt^^ii + Pk^iz = ^ • 1 oder ^ • 0. 

In unsrer Anwendung sind die Größen y^, y,, y,; Xj^^ x^^ x, durch 
^9 Vj P] ^i> Ih) h ^^^ ^^ Gleichungen (58); (58 ') durch die Gleichun- 
gen (28 a, b, c) S. 296 und ihre Umkehrungen in Verbindung mit den 
Gleichungen (47 'a, b, c) S. 310 gegeben; es ist also z. B. 



^59') 


ex 


dx, dx a^ dx ci, - 


(69") 
wo 




8Xt , ry gft, dy gl, ^ 

■ 'dx ■*■ d^' dx^ dk ■ a« ~ "' 

dx dx dX b dx 
8l^~ di ~d\ ~ a dl' 

dx b dx 



1) Man sehe Baltzer, 1. c. S. 142, § 12,2 No. II. Die Relationen (59) selbst 
sind bei Balteer nicht gegeben. 
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Fflr die Unken Seiten dieser Gleichungen (59') und (69") wollen 
wir die Abkflrzongen ^ ~ °d<1 ^ ^^^ entsprechend analoge benutzen. 

I. Der erste Klammerausdruck ist jetzt (Lie und Scheffers, 
L c S. 69): 



[«I, »i] 



«f «f XP 




*f 


a> 






«f 


yj y? y? = 


yf 


y? 


yf 


-p 1 






Pdy^ dy 


Pdp^ dp 


4^ 


^' 


4 




9« 


a« a« 


yi' 


yf« 


yS- 


• 


ay 


ay ay 


-|(-p^. 


fy^) 


-pxi'+r 


-l>:r' + y' 




a7 


aji. ai. 
dp dp 



Der iruTetfe Faktor ist ersichtlich gleich 

a 1 sin «(X-f ^) 






5 COBfi 



*o 



(ygl. Formel (30a) S. 297); der erste dagegen ist nach den Gleichungen 
(28a, b) and (29a, b) S. 296 gleich: 

6 sin Xi — li sin (A^ + f*i) — h sin (ij + ii^) cos (A^ + f*i) 

— feco8Ai + ZiCOs(Ai + fii) ^i cos (Aj + /*i) sin(Xi + /ii) 

— 6(p8in A + cos A) — jjcos(A+tt) + sin(A + f*) 

oder unter Benutzung der Gleichung (28 c) S. 296: 
sin Aj — sin (A^ + fi^) cos (A^ + f*i) 

" iSTT+To "" ^^^ ^* ^''^^ ■•■ ^^ ^'^ ^^ + ***) 

— sin fi 1 

— - . ' , r (sin li — sin tf,) = 

Bin (i + 1*) 

nach der Gleichung (47 'b) S. 310. 
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H Ffir den twdtem Kiammermisdnidc gilt ferner in analoger Weise: 



bi«»] 



PI Pi Pi 

-p 1 o| 

I ^ 



1 









"" "^6BmIi-i8iii(li+/Ai) — ?i8in(Xi+fii) cos (A^ + fi^) 

I — 6(p8inA + co8A) — i>C08(X+fi)+8iii(X+fi) 

1 



6008fl 



sin (I + ft) 



Bin X | 4- Bin ft CQg (Z^ + f^^) ain (Z + ft) 

"" ^Dosi* ' Bin«(Xi +|ii) "" 8in(Zi +/ij 



6co8|*.8in«(X,+ji,) 
Bin(X + ft) ^ 



[PiSi] - 



nach der Gleichung (56) S. 310. 

ni. Der driUe Klammerausdruck endlich ist 



PI PiPl 

-p 1 



-^i-P^+y) 



PI' 
yf' 

paf' + y 



yi' 
-i»«'+y'' 



a 

" b 



iin«(Xj+^) Bin«(l,+^0 I 

— feco8Ai+W8(^+f*i) ^iC08(Ii+/ii) sin(Ai + ft) | 
— b(p sin A + cos A) — pcos(A+f*)+sin(A+/i)' 

1 Ol 

-fecosA, hcos{X,+ II,) sin(A, + f^i) ' fecaaMn't^^fH) 

— 6 sin /i 1 

__ o oa >tt — sin ft sin (Xt + ft ,) ^ sin (I + ft) 
^ ' 008 IL "Bin'CZj+fiJ 

ain (X + (i) 



8in'(14fj 

6C08fl 



cotg (Ai + fii) 



=-JPiP- 



Bin (Xj + ft,) 

iZti«»^. Wir wollen noch ein Beispiel für die Anwendung der 
Formeln unserer Berührungstransformation (28 a, b, c), (29 a, b, c) S. 296 
und (47 'a, b, c) S. 310 hinzufügen, welche ganz auf den Anschauungen 
ilnr Lieschen Theorie fußt: 
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Wir gehen ans von der Gleichung im System 2J 

(60) y-0 

nnd fassen sie als eine Differentialgleichung im Lieschen Sinne auf 
(vgl. Lie und Scheffers, 1. c. S. 41). Sie umfaßt, geometrisch aus- 
gesprochen, alle Linienelemente, deren Träger die Punkte der ^-Achse 
sind; ihre „Integralgebilde'' (Elementvereine, Lie imd Scheffers S. 38) 
sind diese einzelnen Punkte selbst, so daß ihre „Enveloppe'' oder das 
„singulare Integralgebilde'' die 2;- Achse selbst ist. Welches sind nun 
die entsprechenden Litegralgebilde im System 27^? 

Den einzelnen Punkten x ^ C der 2;- Achse entsprechen, wie wir 
wissen, gestreckte, gespitzte oder verschlungene Epitrochoiden als ihre 
Bahnkurven im System 22^ (vgl. Satz 16 S. 306), den beiden Schnitt- 
punkten Sq, S^ der o^-Achse mit dem Polkreis h^ außerdem die 
Elementvereine, die durch die Spitzen der von Sq, S^ beschriebenen 
Epicykloiden getragen werden. Die Gleichungen dieser Epitrochoiden 
gewinnen wir so: 

Aus den Gleichungen (60) und (28b) S. 296 ergibt sich: 
a sin X -f i sin (A + ft) = 
oder nach den Gleichungen (47 'a, b, c) S. 310: 

(6O0 _ a sin ^ + Z^ sin (- ^ + ^1) - 

oder 

(60") ?! sin /*! • cos — — Zj cos (i^ • sin — ■ == a sin — ^ • 

Für a: « C folgt weiter nach der Gleichung (28a) S 296: 

a cos - + ?! cos ( ^1 + /*i) =• ^ 

oder 

(61) l^sin (ii ' sin — ^ + Zj cos ft^ • cos — ^ == C — a cos -^ • 

Diese Qleichungen (60") und (61) aber ergeben: 
^1 sm f*i = G sm — - , 

Zj cos fi^ = C cos — ^ — a- 

Setzt man dann f&r I^ sin ^i^ und l[ cos fi^ die hiemach ihnen gleichen 
Werte in die Gleichungen (29a, b) S. 296 ein, so erhalt man endlich: 

— rr. — (a + 6) cos A^ — C cos ( —t. x\ 
(62a, b) ^^^^ ^ 

— yi - (a + ft) sin Ai — C sin (^- Ai) , 
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d. h. die Gleichungen fOr die Bahnknireii der Punkte x^Cj y « 0, 
die Epitrochoiden^ im System 2^1-^) Sie sind die Integnilgebilde der 
entsprechenden Differentialgleichung im System 2\ mit der Integrations- 
konstante C (vgl Fig. 6a, b S. 306). 

Zu den Gleichungen (62 a, b) tritt schließlich noch als dritte 
Gleichung hinzu: 

^^ , aco.Z,-Ccos(" + *0 

/62c) f> ^±^-??L^ \ a ^J . 

^* ' ^ atinZj - Cwmi — ' — \\ 

Das singulare Integralgebilde im System 2\ geht ans den Unien- 
elementen der o;- Achse selbst hervor (Fig. 7 a). Für diese gilt außer 
der Gleichung (60) oder (60') noch p — oder A + ;* — y* ^ ^• 

und folglich nach der Gleichung (60'): 

i. «= a sm — ^ • 
^ a 

Aus den beiden letzten Gleichungen ergibt sich dann 

«1 cos (Xj + ft) ^ ö 8in (^ i,) sin^, 

/i sin {X^ + fii) - a cos i^^ X^ «i^^» 
also nach den Gleichungen (29 a, b) S. 296: 

— Xj — 6 cos Aj + ö sia { — '-- Ajj sm — '- , 

— yi — 6 sin Ai — a cos (^-~— ^) sin — 
oder 

(63a, b) — Xi = (fe + g) cos Ai — I cos 

- yi - (& + 2) 8^^ ^ - 1 s"^ 



1) Vgl. z. B. meine Arbeit: Über neue kinematische Modelle, sowie eine neue 
Einfuhmng in die Theorie der zyklischen Kurven, Zeitschrift fCbr Math, il Physik, 
Bd. 44, 1899, S. 223 Formel (IIa), (Separatabzug S. 11). — Die Gleichungen (62», b) 
folgen natürlich unmittelbar auch ans den Gleichimgen (4 a, b) S. 284 för x«^» 
y = 0, at« — Xi (Formehl (43b) und (44b) S. 808.) 
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Diese Gleichungen stellen aber eine Epuftfkloide im System H^ dar.^) 
Zu ihnen tritt wieder als dritte Gleichung nach (29c) S. 296 hinzu: 

(Ö3c) Ä - tg («4-' X,) • 

Wir gewinnen somit als Resultat den Satz: 

20. Bollt ein Kreis h^ auf einem ihn äußerlich berührenden Kreis A;^ 
ab und achtet man hierbei auf die gestrecJcten, gespitzten und verschlunge- 
nen Eiritrochoideny wdche von aUen Punkten einer Durchmessergeraden 
von k^ im andern System beschrieben werden, so haben nur die gestreck- 
ten Epitrochoiden eine reelle Enveioppe, nämlich als solche ebenfalls 
eine Epicykloide des Kreises kf,. Letztere wird durch gleichzeitige äußere 
Abroüung eines Hilfskreises h mit dem Radius ^ auf dem Kreise k^, im 
System Z^ beschrieben und zwar von demjenigen Peripheriepunkte von hy 



Fig. 7 a. 



Fig. 7 b. 




^X 




der in der Anfangslage mit dem Berührungspunkte Sq der Pclkreise k^ und A;^ 
zusammenfallt (Fig, 7b). Die Spiizen der Envdoppenzykloide fallen also 
mit den Spitzen der beiden Bahnkurvenzykloiden zusammeny wddie von 
den Bndpunkten S^^ S^ des Durehmessers von k^ beschrieben werden. 

Die Durchmessergerade des Kreises k^ berührt also während der 
beschriebenen gleichzeitigen Abrollung Ton k^ und h auf A:^ stets die 
Enyeloppenzykloide, d. h. 

21. Die EpizykloidCy welche die Enveloppe der Schar von Epitrochoiden 
darstellt, ist zugleich die Enveloppe aller Lagen der Durchmessergeraden 
im System 2\ bei der Bewegung. 

Hiermit gewinnen wir den engsten Anschluß an die Dissertation 

des Herrn Engel: Zur Theorie der Berührungstransformcttionen^), worauf 

näher einzugehen wir uns indes yersagen wollen. 
_ - ^ 

1) Fig. 7 b zeigt für das Badienverhältnis a : 6 = 4 : 8 außer dieser Epizykloide 
noch die Bahnkurve von A, den Kreis um B mit a-|-^ als Badius. 

2) Math. Ann. Bd.Sd, S. 1 (1SS4); vgl. auch Lie und Schef f ers 1. c. S. 66 und 67. 

(Schlufi folgt.) 
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Nachtrag nnd Berichügniig zn der Abhandlnng: Über die 
Knicksicherlieit der Stege von Walzwerkprofllen.^) 

Von A. Sommerfeld in München. 

Herr Reiliner hat mich freundlichst darauf aufmerksam gemacht^ 
daB das in der zit. Arbeit behandelte elastische Problem wesentlich 
yerwickelter liegt als ich angenommen habe; infolgedessen liefert meine 
Untersuchung nicht den wahren Wert der betreffenden Knicklasten^ 
sondern nur eine untere Grenze derselben. Nach der hier folgenden 
berichtigten Formulierung des elastischen Problems scheint es kanni 
möglich; den genauen Wert der Knicklasten theoretisch zu gewinnen. 
Andrerseits genügt für die unmittelbare praktische Anwendung^ die icli 
im Auge hatte, bereits die Kenntnis einer unteren Grenze der Knick- 
last. Insbesondere bleibt das Sehlußresultat meiner Arbeit (vgl. den 
letzten Absatz auf S. 153) sowie die Diskussion der Beobachtungen 
ungeändert. Der Vergrößerungsfaktor, der an den von mir gefundenen 
Knicklasten anzubringen ist, wird durch Versuche festgestellt, die in 
Aachen ausgeführt werden. Noch möchte ich herrorheben, daß das 
von mir behandelte mathematische Randwertproblem in sich wider- 
spruchsfrei und richtig gelöst ist; nur entspricht es eben nicht den 
wahren elastischen Verhältnissen. 

Die berichtigte Differentialgleichung des Problems. 

In meiner Arbeit habe ich an Love*) 11 § 380 angeknüpft. Die 
von LoTe benutzten Zeichen bedeuten in der bei uns üblichen 
Schreibweise: 

Hierbei sind die 6 und r Normal- und Schubspannungen, gerechnet 
fQr ein Rechteck von der Seitenlange 1 in der x- oder ^-Richtung und 
von der Seitenlänge s (Plattendicke) in der j?-Richtung (Dimension: kg/cm). 
Die Überlegungen von Love liefern unter Vernachlässigung höherer 
Potenzen der transversalen Plattenausbiegung w die Differentialgleichung: 

(1) ^Jw + ff, ^^, + «, gj^. + 2r3-^-^-y = 0. 

1) Diese Zeitschr. Bd. 54, 1906, S. 113. 

2) A Treatise of the Mathem. Theory of Elasticitj, Cambridge 189S. Deutsche 
ÜbeiBetzang von A. Timpe, Leipzig 1907 § 387. 
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Fig. 1. 



-^'h 



Hier darf man unter tf,, tf^, x = t^^ die betr. Spannungen verstehen, 
die bei der aufgebrachten Belastung im ebenen Bleche (f&r u; = 0) 
entstehen. Ich habe nun (ygL Fig. 1) gesetzt 
(2) cJy = /? für ja;|<i/2 bez. -=0 für |a;|>Z/2, (^^ = r = 0. 

Dies ist aber kein möglicher elastischer Zustand^ da er an der Grenze 
des schraffierten Druckgebietes den Gleichgewichtsbedingungen der 
Spannungen widerspricht. (Die entsprechende Annahme in dem ein- 
facheren Loveschen Falle ist dagegen berechtigt.) Vielmehr werden 
die Spannungstrajektorien von der Druckstelle aus seitlich ausweichen 
und es wird nötig, zunächst das 
ebene Problem dieser Spannungs- 
yerteilung zu lösen; die so gefun- 
denen, schon nicht ganz einfachen 
Werte von 6^y 6^ und r sind in 
Gl. (1) einzutragen, welche somit 
variable Koeffizienten erhält. 

Nimmt man aber statt ihrer die 
konstanten oder, richtiger gesagt, 
sprungweise veränderlicben Werte(2), 
so konzentriert man die Spannungen 

und erleichtert dadurch das Aus- 

knicken. Die Lösung der Differential- 
gleichungen I und II meiner ur- 
sprünglichen Arbeit, die mit den Spannungen (2) gebildet waren, muß 
daher ein zu frühes Eintreten der Knickung, d. h. eine untere Grenze 
für die wirMidie Knicklast liefern. 

Das vorbereitende ebene Problem. 

Es handelt sich nun darum, statt der Werte (2) die wirkliche Ver- 
teilung der 6^y ö^y r in dem ebenen, noch nicht ausgeknickten Blech 
zu finden. Hierzu können direkt die Formeln meiner früheren Arbeit 
dienen. Dabei beschränke ich mich auf den Fall, der auch dort die 
Hauptrolle spielte, daß die Lasten p in eine Punktlast P zusammen- 
rücken. Das so entstehende Problem ähnelt dem Boussinesq-Gerutti- 
sehen, nur daß es sich bei uns nicht einfach um die Halbebene (Halb- 
raum), sondern um den Streifen handelt. 

Um den statischen Bedingungen zwischen den Spannungen zu 
genügen, führt man am besten eine Spannungsfunktion F^) ein, derart, daß 



■•---■ 



-y^O 



(3) 



<y,« 












dxdy 



1) Vgl. z. B. das zit. Werk von Love, Deutsche Obenetzung § 144. 
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I 



zn noterwerfeiL Die 0reiizb€dmguDgeii sind in Fig. ä emgetragen. 
Zu ihrer Erläotenrng diene folgendes. Auf den Rändern y = ^IJÄ ^ 
y = ft hat man wegen r»0 znnäcliBt rJ^/^y — canst; hierfür kann 
man ohne Beeinträchtigung der AUgenieinheit ^J^/^y = nebmeiL 
Wegen tf^ -= fßr 2: + und y ^ oder fi ergibt sieh auch cFjcx = const. 
^Ffdx erleidet aber für j: = einen Sprung von der Große ± P, mi 
daß die Konstante für x^O und jt < verschiedene Werte hat. Mao ^ 

kann ohne Beeintmeh-j 
^» * tignng der Allgemeia* 

heit die Konstante gleich 

j*\ ±Pf^ nehmen (wegen 

jr-.. ^ €^-a 1 J^- ^ *^- ^'- ö des Vorzeichens rgl. 

" ^' die Fig.) und dement- 
^IL sprechend F=4:xP/2 

f iJ/'-^ Torschreiben. Statt det ., 

^f^«^ ganzen Streifens kaiu] I 

^^ö man aber, was bequemer 



1 



^-'^'^- 



"^ ' ^^ '^ "^ ^^*^ ^'^'^ Halbstreifea 

ar > betrachten und 
II dafür auf x ^ geeig- 

nete GrenzbedingungBii 
einführen. Diese ergeben sich daraus^ daß nach Symmetrie die Linie 
X » eine Hauptspannungsrichtung wird (r = 0) und daß anf ihr 
der Druck 6^ ein Maximum wird {cö^/dx =^ 0). Man schließt hieraus 
för Fl 

dxdy ' dx^ 

Die erstere dieser Bedingungen kann durch Integration ersetzt werden 
durch dF/dx = const.^ wobei nach Symmetrie der Wert der Konstanten 
Null sein muß (man ygl. die rechte Hälfte des Bedingungsschemas in 
Fig. 2 mit der im Vorzeichen umgekehrten linken Hälfte). 

Lösung des ebenen Problems. 

Im Anschluß an § 3 Gleichung (11) meiner früheren Arbeit setzen 
wir jP in folgender Form an: 

(4) F=fdk j'duA (X, «) cos Xx f{y). 



^ 
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Hier möge ((ij) die Bedeutung aus der dortigen Gleichung (10) mit 
A^\y m«= 1 haben, so daß (s. die dortige Gleichung (8) und (9)) gilt: 

r(o)-r(Ä)-o, f(o)=-f{h). 

Es sei demnach 

Alsdann haben wir ersichtlich, was auch die Funktion Ä(kf a) he* 
deuten möge: 

far y-0 und y = Ä: |f = 0, F,^o^-F,^h- 

Es bleibt also nur noch die Grenzbedingung zu erf&llen: 
(6) för y-0 und a:>0: F^ — ^x. 



Wir genügen ihr nach der Theorie der Fourierschen Integrale durch 

P 

2 



Wahl von -4(A, a). Da aber das Integral för F = — ^x divergieren 



würde, ersetzen wir diese Bedingung zunächst durch 

unter h eine Zahl verstanden, die wir schließlich zu Null abnehmen 
lassen. Wir verlangen nun nach (4) und (6'): 

00 « 

— ^xe'^'^fdxCdaA{k, (x)coslxf(0) 

und machen dementsprechend, ahnlich wie in § 3 Gleichung (13) meiner 
früheren Arbeit: 

Aus (4) wird nun: 

oder, wenn wir die Integration nach a aosfOhren: 
(7) F-|/^Ai;^f.coBA4^>. 



Diese Funktion genügt allen Bedingungen des Problems, wobei nur (6') 
an Stelle von (6) getreten ist. 

Z«ltMhrill f. Mftthemfttik a. Plijrtfk. 64. Band. 1906. 9. H«ft 21 



-F=-^ /dA /daac-*«cosAa:cosAa^, 
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DiBkugioii der SpaimiuigsyertoilBiig. 

Gehen wir nun gemäß Gleichung (3) zu den Spannungen selbst 
über, so können wir z. B. in r direkt unter dem Integralzeichen k^O 
setzen, was in F unzulässig gewesen wäre: 



Wir wünschen diese Größe für kleine x anzunähern, d. h. genauer 
gesagt, für: 

X Mein gegen y und zugleich x klein gegen h — y. 

Man denke sich zu dem Zweck Ix^ ii eingeführt, so treten in 
4^(y) = L^ die nach Voraussetzung großen Verhältnisse y/x, {h — y)/x, 

h/x auf. Infolgedessen kann man 9(y) für alle nicht yerschwindenden 
Werte Ton ft dadurch yereinfachen, daß man alle mit rr » ex- 
ponentiell relativ yerschwindenden Terme fortläßt. Da sich aber für 
verschwindende (i der Integrand Ton r endlich und stetig verhält, so 
liefert die Umgebung von ft » nur einen verschwindenden Beitrag 
zu T und es darf die erwähnte Näherungsformel für das ganze Inte- 
grationsintervall benutzt werden. Dieselbe lautet, wenn man von ii 
wieder zu l zurückgeht: 

Die Integration nach A in (8) läßt sich jetzt ausführen und liefert 



n {x*+yy^ n {x' + {h^y)y 

Aus r gewinnt man nach den statischen Bedingungen durch Diffe- 
rentiation und Integration nach x oder y leicht die Spannungen 6^ 
und tfy, wobei man am bequemsten mit dem Verhältnis y/x operiert, 

nämlich 

2P x*y 2P X* {h — y) 



(9a) 



7t (x« + yr n (a:«+(Ä-y)V^ 



V^ ^^ °y « (x» + yy n (x' + (Ä - y)y 

In der unteren Hälfte y < %/2 unseres Streifens überwiegt der erste 
Term der rechten Seite von (9), (9 a) oder (9 b), in der oberen Hälfte 
y>Ä/2 der zweite Tenn; in der Nähe der Mitte y=»Ä/2 werden 
beide Terme von gleicher Größenordnung. Die ersten bez. zweiten 
Tttrme, für sich genommen, sind genau identisch mit der Lösung des 
Iloussinesq-Ceruttischen Problems für die durch y»0 bez. y^h 
littgrenzte Halbebene. 



Von A. SöXMSRFBLD. 
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Wir wollen noch den Maximalwert der Spannung (erste Hanpt- 
spannnng) nach der bekannten Formel 



.„.•4i.+y(SE^ 



sowie die Spannungstrajektorien aus ihrer Neigung 9 gegen die rr- Achse 
nach der Gleichung 



tg2g?- 



2t 



o 

y X 



berechnen. Dabei dürfen wir uns nach dem soeben Gesagten auf den 
ersten (zweiten) Term in (9) . . . beschranken, wenn es sich um die 




Nähe der unteren (oberen) Kante handelt und müssen beide Terme nur 
im mittleren Gebiet berücksichtigen. 

Auf solche Weise ergibt sich für die Nähe der unteren Kante 

Die Kurven tfnux =» const. sind also Kreise, vgl. P'ig. 3; die angeschriebene 
Ziffer, mit — P/xh multipliziert, bedeutet den auf dem betr. Kreise 
konstanten Wert Ton tfmut. Die Spannungstrajektorien femer sind in 
der Nähe der unteren Kante die Geraden y/x^ const] sie sind in 
Fig. 3 punktiert eingezeichnet. 

Auf der Mittellinie y ^h/2 des Streifens ist r » 0, daher 



9 nh 



('+mT 



für unsere Trajektorien ergibt sich 2q> ^ n\ die Ton dem einen Druck- 
punkt X ».y — ausstrahlenden Trajektorien biegen also an der Mittel- 



21" 
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Urne um und schneiden diese Benkreclit, um in den anderen Druckpuafc 
iP = Oj y — A einzamüuden Die größte Hauptspaimuug auf der Mittel- 
linie beträgt — 8 P/nJh Die in der Nähe der Druckpunkte kreisförmig 
verlaufenden Linien gleichen ^m^x erscheinen nach der Mittellinie hin- 
übergezogen. 

Ihrer Ableitung nach ist diese Figur nur in einer gewissen Um* 
gebung Yon x — zuverlässig, wir können mit Rücksicht auf die oben 
angegebenen genaueren Bedingungen etwa sagen: nur in dem Ton den 
puuktierteu Trajektorien überdeckten Rhombus der Fig, 3. 

In unserer Kiiieknngsgleiebuug (1) sind natürlich strenge genommen 
nicht die dieser Figur entsprechenden Näherungswerte (9l, sondern der 
allgemeingültige Wert (8) Ton t und die nach den statischen Be- 
dingungen damit zusammenhängenden Hllgenielngültigen Werte Ton tf^ 
und €F einzutragen. Die weitere Integration jener Gleichung dürfte 
aber selb^^t mit den Näheiimgswei'ten (9) undurchführbar sein, m da8 
man sich mit der Kenntnis der von mir früher ermittelten unteren 
Grenze der Enicklast wird begnügen müssen. 



Kleinere MitteiluiigeE, 



Ober einen S&ti aus der Statu. 

Im Archiv der il&tbematik und Phjsik (3) 2 (1902), S. 279 hat 
Herr Schubert analjtis*ih den Satz bewiesen: Wenn vier Krtfte. die auf 
eine stArre Gerade senkrecht lu ihr wirken, sich das Gleichgewicht halten, 
und man zieht durch eicen beliebigen Punkt Paranelen zu ihren Wirkungs* 
linien, so erhilt man vier Strahlen, die projektiv den Angriffspunkten der 
Krttfte sind. Als ich diesen Sat^ vor kurzem las, konnte ich för das Auf- 
treten des rech teil Winkels darin keinen Grund einsehe n und es schien mir, 
daE er noch gelten müsse, wenn die WirkungsHnien der vier Kräfle über* 
haupt einer und derselben Ebene parallel sind, einerlei ob diese Ebene xu 
der Geraden, auf welche die Kräfte wirken, senkrecht i^t oder nicht. Die 
folgende einfache Überlegung zeigt die Richtigkeit dieser Vermutung, 

Wenn die Wirkungslinien von vier Kitften, die sich an einem statreo 
Punktsystem das Gleichgewicht halten, wcnler in einer Ebene liegen noch 
durch einen Punkt gehen, so haben sie bekanntlich hjperboloidLsche Lage, 
d, 1l sie gehören einer und derselben Bchar von geraden Erzeugenden eines 
einschaligen Hyperboloids an. Die Gerade, auf die nach der Voraussetiung 
die vier KrSfle wirken, gehört lur anderen Schar von Erzeugenden de^ 
Bjperboloids. und es werden daher die Wirkungslinicn der vier Kräfte von 
Erzeugenden dieser anderen Schar in vier Punkten geschnitten , die 
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dasselbe DoppelverhUltnis haben, wie die Angriffspunkte der Kräfte. Hierin 
ist der Satz des Herrn Schubert samt der angedeuteten Verallgemeinerung 
als besonderer Fall enthalten. Denn sobald die Wirkungslinien der vier 
gegebenen Kräfte einer und derselben Ebene parallel sind, erhält man statt 
des erwähnten Hyperboloids ein hyperbolisches Paraboloid und die unendlich 
fernen Punkte der Wirkungslinien fallen in eine Gerade, bilden also eine 
Pnnktreihe projektiv zur Punktreihe der Angriffspunkte und werden folglich 
aus einem beliebigen endlichen Pankt durch einen Strahienbüschel projiziert, 
der zur Punktreihe der Angriffspunkte projektiv ist. Offenbar lassen sich 
diese Sätze in leicht zu erkennender Weise umkehren. R. Mehmke. 



Der Sehwerpunkt des dreigliedrigeiL Gelenksystems. 

Der folgende Satz, welcher auch für räumliche Systeme richtig ist, 
scheint nicht bekannt zu sein: 

Auf den Längsachsen der Bndglieder eines dreigliedrigen Gelenksystems 
gibt es feste Punkte, deren Verbindungsstrecke bei allen Stellungen des Systems 
den Schwerpunkt enthält und durdi denselben in konstantem Verhältnis geteilt 
wird. Voraussetzung ist dahei^ daß der Schwerpunkt des Mittelgliedes auf der 
Verbindungslinie der Gelenke liegt. 

Von einem zunächst beliebigen Anfangspunkt gehen zu den Gelenken G^ 
und G^ die Vektoren g^ und g^, bis zu dem Schwerpunkt des Mittelglieds 



der Vektor s^. Vom Gelenk G^ gehe weiter bis zum Schwerpunkt des 
einen Endglieds der dessen Längsachse bestimmende Vektor s^ und ebenso 
sei durch den von G^ ausgehenden Vektor 8^ der Schwerpunkt des anderen 
Endglieds bestimmt. Dann gilt fQr den Gesamtschwerpunkt: 

Wählt man jetzt den Anfangspunkt so, daß 

so wird, wenn noch zur Abkürzung die durch die Gesamtmasse dividierte 
Masse m^ mit ii^ bezeichnet wird: 

(2) « = f«i«i + ^«t. 
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im Gg hisz3tfvt; wob Herra O« Flieder 
am Ifittfil^lkdi g«B«icBt'f Die TfiJ» 
mkm G^G^ i^etfült itat«r der V4 
Miüelgljeda Mif ^^Gj [kgt, find fi« 

Attf d« Liafsadut dei n 
Toa ff, los der Victor jr^ gebe» in%e; 
T^lar J^ mdaft der Sckwe i ya lEt da xvc 
liegt WirvBtef«whee£pBe£^Vfen, 
auf J^i^ iMigt- ^ >Brti6 daBn ^te«: 

Die Gkkfamg ius befrw^tst werden« wen«: 




ifl, d k jl", oad j^i mOMen paimlld 
und ddi»^ «rof der A^feagüy Ü m 
Mittelgliedi »f do* Linie G^G^ Hefen. 'Fi 
gi^jefart reriMlteii wie die L&nfeii rem ff^ 
zeielivet «eia ndgen. S<» wiid: 

f^. . Ä^i^'>i+ft)lH«t 

Dmraas folgt, diB ^fX,^ dur^ den Eodpitakl t«« |i;|^#| g^^t. 

Divbt BIS0 dJU £W«ito ladglied« b» dewea iJfi^MEtae in die Rickma^ 
wm X^G^ m\i. v> li^ «r ^mm^ Um^ der 0«safii^ebw«-rpaiiH, ifi- 
Bcbwerptiiikt ^ ^""n ^id^eds tm<i ■ ^ bwer- 

punkt des Mittelglieds und des ersten Endglieds, welcber S^^ heißen soQ. 
Weil aber Si^ von der Drehung des zweiten Endglieds mimbhingig ist, so 
Hegt S^^ überhaopi immer auf X^G^-, ebenio liegt der Sdiwerpiuikt S^ des 
Mittelglieds imd zweiten Endglieds anf G^X^ 

um den Punkt X, zn finden, snehe man daher 5^^, rerbinde diesen 
Punkt mit (r„ so schneidet diese Linie die I^ngsacfase des eisten Glieds 
in Xj. Ist Xj und entsprechend X, gefund^i, so liefert die Teilung 
von XjX^ im Verhiltnis gi'-gf für jede Sjstemlage den Sdiwerpunkt 
Dieses VerfaHtnis ergibt sieh leicht aus (l) in der Form: 

wenn der Schwerpunkt des Mittelglieds die Strecke G^G^ in die Teile fj 
und r, zerlegt. 

Aber auch wenn der Schwerpunkt und damit der Hauptpunkt des 
^üttelglieds nicht auf G^G^ fWt, dnd die Punkte Xj und X, Ton Be- 
deutung. Teilt man nach (3) X^X« im Verhältnis gi^ff^, so findet man, 
daß Tom Schwerpunkt bis zu diesem Teilpimkt der Vektor 

__^____ 9i-r9t 

1 Vgl. diese Zeitschr. Bd. 47 (190«% S. 4S2. 
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geht. Trägt man ihn Tom Anfangspunkt aus ab, so teilt sein End- 
punkt GtiG^ im Verhältnis 9x*g^^ er wird also dargestellt durch die Mediane 
aus im Dreieck OG^G^. Vgl. Fig. 2. 

Von jetzt ab sei wieder auf G^G^ vorausgetzt: 

In dieser Zeitschrift Bd. 49 (1903), S. 48 hat Herr Somoff von dem 
Ei 8 eher sehen verschiedene Gelenkmechanismen angegeben, welche am 
3-gliedrigen Gelenksystem angebracht, bei jeder Sjstemlage den Schwer- 
punkt bestimmen. Sie beruhen darauf, daß der Schwerpunkt mit den 
Schwerpunkten der Teilsysteme 
und £inzelg[lieder eine Konfigu- 
ration bildet, welche zu sich 
selbst affin bleibt. 

Nach dem angegebenen Satze 
läßt sich dasselbe erreichen durch 
einen einzigen Pantographen, der 
in X^ und X^ gelenkig mit dem 
System verbunden ist und X^ X^ 
im Verhältnis g^ : g^ teilt. 

Die Tatsache, daß X^X, 
durch den Schwerpunkt geht, 
kann auch leicht durch ein Modell 

veranschaulicht werden. Wird das dreigliedrige GeleDksjstem an einem 
Faden aufgehängt, welcher durch X, geht und in Xj befestigt ist, so muß 
derselbe bei jeder Lage des Systems gradlinig und senkrecht bleiben. 

Für die Dynamik des dreigliedrigen Gelenksystems folgt aus unserem 
Satze: 

Sind die Hauptstrecken g^ imd g^ von Null verschieden, so bleibt der 
Oesamtschwerpunkt bei der Bewegung des Systems dann und nur dann in 
Buhe, wenn X^ und X^ stets Geschwindigkeiten haben, welche gleich oder 
entgegengesetzt gerichtet sind, wenn g^ und g^ gleich oder entgegengesetzt 
gerichtet sind, und deren Längen sich wie g^ig^ verhalten. Der wichtigste 
Fall wird der sein, wo X^ und X, festgehalten werden. 

Ist eine der Hauptstrecken des Mittelglieds, etwa g^^ gleich Null, so 
wird Xj ins Unendliche rücken; von Xj geht zum Schwerpunkt der 
Vektor u^s^. Der Schwerpunkt 8 bleibt also in Ruhe, wenn X^ einen 
Kreis um ihn beschreibt und das zweite Endglied zu X^S parallel bleibt 
Anwendung auf den Ausgleich des resultierenden Massendrucks beim Schub- 
kurbelgetriebe 8. 0. Fischer a. a. 0. 




Stuttgart. 
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Br. Wilhelm Fiedler: Die darstellende Geometrie in organlsolier 

Verbindung mit der (Geometrie der Iiage. 4. Auflage. L TeiL 

Die Methoden der darstellenden und die Elemente der projektirisdien 

Geometrie. Mit zahlreichen Figuren im Text und auf 2 Tafeln. Leipsig, 

B. G. Teubner 1904. JKXIV u. 431 S. Preis JH 10, geb. Jl 11. 

Die neuere und die darstellende Geometrie haben noch keine andere, 

gemeinsame Darstellung gefunden als in Fiedlers großartig angelegtem, 

dreibändigem Werke, das wir jetzt seit über 40 Jahren mit Stolx unser 

eigen nennen. Von dem 1. Teil ist nun eine vierte Auflage erschienen und 

diese soll im Interesse derjenigen, welche das Buch noch nicht kennen, hier 

kurz besprochen werden. 

Die neue Auflage ist gegen die letzte um etwa zwanzig Figuren im 
Text yermehrt, zwei lithographische Tafeln enthalten grOßere Figuren; eine 
eigene Erläuterung der Figuren ist dem Inhaltsrerzeichnis angefügt Das 
ganze Buch zerfällt in vier Abschnitte. Der erste A) ist betitelt: Die 
Zentralprojektion als Darstellungsmethode und nach ihren allgemeinen Ge- 
setzen. Er gibt in freier Perspektive eine Behandlung der Elemcntaraufgaben. 
Ausdrücklich wird betont, daß an Stelle der unendlich fernen Ebene auch 
irgend eine andere, nicht durch das Zentrum gehende, Fixebene treten kann. 
Daran schließt sich sofort die Betrachtung perspektiver und projektiver 
Grundgebilde erster Stufe, der Involution und endlich der kollinearen Systeme, 
.also der Grundgebilde zweiter Stufe. Im Abschnitt B: „Die konsünktive 
Theorie der Kegelschnitte als Kreisprojektionen'' werden die Kegelschnitte als 
Zentralprojektionen des Kreises definiert. Die beiden Sätze, daß alle Peripherie- 
winkel eines Kreises über dem gleichen Bogen gleich groß sind und daß das 
von zwei festen Tangenten eines Kreises begrenzte Stück einer beweglichen 
Tangente vom Mittelpunkt aus unter konstantem Winkel gesehen wird, 
liefern übertragen die fundamentalen Eigenschaften dieser Kurven: den 
Fascalschen und Brianchonschen Satz, sowie die Erzeugung aus projektiven 
Grundgebilden erster Stufe; zur Übertragung und AusfQhrung der Konstruktionen 
dient die zentrische KoUineatiou. Im Abschnitt C, der betitelt ist: „Die 
zentrische Kollineation räumlicher Systeme als Theorie der Modellienmgs- 
metboden'^ finden wir zunächst die Zentral-RoUineation behandelt als aJl- 
gemeiue Methode, um von einem räumlichen Gegenstand ein Modell herzu- 
stellen. Als Reliefperspektive dient diese Abbildung auch künstlerischen 
Zwecken; im speziellen Fall der Ähnlichkeit findet sie in der Technik 
allgemein Verwendung. Die Abbildung, wie sie die Perspektive liefert, 
ergibt sich als spezieller Fall eines Reliefs von verschwindender Tiefe. Die 
allgemeine räumliche Kollineation bildet den Schluß. Der letzte Abschnitt D) 
mit dem Titel: „Die Grundgesetze der orthogonalen Farallelprojektion, ihre 
Transformationen und die Axonometrie'* führt uns zur Darstellung in drei 
aufeinander senkrechten Tafeln; es werden die mathematischen Beziehungen, 
stets mit bezug auf die drei Tafeln, ausführlich erledigt Die Aufgaben 
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der Umlegung und Aufrichtung einer Ebene, der Drehung des Gegenstandes 
oder der Tafeln, die Schnitte von Ebenen mit Polyedern oder von Polyedern 
untereinander xl s. f. gelangen in großen Umrissen zur Behandlung. Die 
früheren Entwicklungen erlauben überall die mathematischen Eigenschaften 
hervorzuheben. Die orthogonale und schiefe Axonometrie beschließt diesen 
Abschnitt. Zahlreiche Beispiele sind überall eingefiochten; zusammenfassende 
Überblicke betonen die Hauptgesichtspunkte; die metrischen Eigenschaften 
sind in gleicher Weise wie die projektiven berücksichtigt Die Involution 
dient als Mittel, um aus projektiven Eigenschaften metrische zu erhalten, 
z. B. die Gesetze der Symmetrie. Endlich gibt der Verfasser in einer Reihe 
besonders bezeichneter Paragraphen eine Theorie der Zyklographie, der von 
ihm entdeckten Abbildung der Punkte des Baumes auf die Kreise der Ebene. 
Irgend einem Punkte wird der Kreis zugeordnet, der um seine Projektion 
in diese Ebene beschriebeix wird und zwar mit einem Radius gleich dem 
Abstand dieses Punktes von der Ebene. Diese Abbildung fährt zu den 
Systemen von Kreisen, den Kreisbüscheln u. s. f. Beispielsweise ist das 
Bild aller Kreise, die einen gegebenen Kreis unter festem Winkel scheiden, 
ein Rotationshyperboloid durch diesen Kreis. 

Das Buch ist nicht für Anfänger geschrieben; es werden vielmehr die 
Elemente der darstellenden Geometrie vorausgesetzt. Aber auch der schon 
Orientierte wird manchen Schwierigkeiten begegnen. Die oft schwerfllllig 
gebauten Sätze erschweren die Übersicht. Konzessionen, die im Interesse 
einer leichteren Verständlichkeit liegen, werden nicht gemacht, sondern stets 
die allgemeinen Betrachtungen vorausgeschickt; Sätze, die für den Zusammen- 
hang der allgemeinen Darstellung unbedingt notwendig sind, finden sich in 
den Beispielen. Daß femer bei einem so umfangreichen Werke der eine 
oder andere Punkt noch einer Verbesserung fähig erscheint, wii-d niemand 
als einen Tadel empfinden. So sind die Beweise fQr die ebene (S. 120) 
und raumliche (S. 294) Kollineation ungenügend. Die Konstruktion des 
Achsenkreuzes einer orthogonal-axonometrischen Darstellung aus den Ver- 
hältniszahlen e|, e,, 63, wie sie auf S. 369 gegeben vnrd oder die, welche 
aus dem Satze auf der folgenden Seite entnommen werden kann, sind beide 
unbequem und ungenau, und man wird besser eine Näherungsmethode be- 
nutzen. Im Anschluß an den Pohlkeschen Satz (S. 379) könnten auch 
neuere Lösungen (Schur) eine Stelle finden. Bequemer wäre es, die Figuren 
durchlaufend zu numerieren und manche Bezeichnungen nicht bloß in dem 
Inhaltsverzeichnis, sondern auch in dem Texte zu erwähnen. All das sind 
aber nur Kleinigkeiten einem Werke gegenüber, das in bezug auf Reich- 
haltigkeit der Methoden und der praktischen Bemerkungen, der Sätze und 
namentlich der Aufgaben geradezu als eine Fundgrube für jeden Mathematiker 
bezeichnet werden kann. 

München, Sept. 1906. Karl Doehlemann. 

J. Yonderlinil, Professor in Breslau: Sohattenkoiistxuktionen. Mit 

114 Figuren. Leipzig, 6. J. Göschensche Verlagshandlung, 1904. Sammlung 
Göschen Nr. 36. Preis 80 Pf. 
Auf 118 Seiten behandelt der Verfasser die Schattenkonstruktionen, 
indem er jeweils kurze theoretische Bemerkungen vorausschickt imd darauf 
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tlie eigentlichen Aufgaben und Beispiele folgen läßt. An di€ einfftchen 
Aufgaben^ %n denen dor Pankt^ die Gerade, die Pol jeder, Zylinder, Kegel 
und Kugel Veranlassung geben, reihen sich schwierigere über Rotationskörper, 
Gesimskörper, üb«r die Öehraubenlinie und die Schrauben- und Eöbreutläcbea. 
Die Darstellung ist einfach und verstÄndlich, die zahlreichen Figuren, welche 
alle Konstruktionen enthalten, sind iiber.?^iehtlich und gut angelegt. In erster 
Linie seheint der VeHasser die Beilurfnisse des Architekten ira Auge zu 
haben. Die Theorie ist nicht mehr, als unbedingt nötig, betont, was bei 
der Schwierigkeit der auftretenden Pr^>blenle gerechtfertigt erscheint. Ea 
ivird also z. B* lediglich auf die Ge^^tait der auftretenden Kuj-ren uud nicbl 
auf ihre Katur Rücksicht genomiuen. Die eine oder andere tbeoretische 
Bemerkung könnte aber wohl noch Platz finden; auf S. 24 fehlt z. B. eine 
prÄ*zise Regel, wie man das Streifpoljrgon (Selbg tschatten grenze) eines Polr- 
eders ermittelt* Mit Ausnahme der beiden Aufgaben auf 8. 44 und 45» 
welche in parallel -perspektivischer» bezw. zentral -perspektivisclier Darstellung 
durchgeführt sind, macht der Verfasser stets die Aonnahme, daß man parallele!» 
Licht hatj welches in der Diagonale des parallel zu den Tafeln orientierteo 
Würfels einfiiUt. Der Titel des Buches ist also eigentlich etwas zu allgemein. 
Ueferent würde es weiter für vorteilhaft halten, w^?nn wenigstens in der Ein- 
leitnng ganz allgemeine Annahmen über die Richtung des einfallenden Liehtes 
gentaebt würden und eventuell auch die Zentralbeleucbtung nebst einigen all- 
gemeinen Theör**men zur Sprache käme. Denn Sätze allgemein zu formulieren 
iist auch fiir den l'raktiker von Nuts^n, der ohnedies gern sich an die Schablone 
bält und leicht veri*ührt wird, Besultate und Konstruktionen, die nur unter 
speziellen Voraussetzungen gelten, auch auf den allgemeinen Fall %n über 
tragen. 

München^ Sept. 1906. K. Dokulemann. 



Siebenstellige IiO^ritlimeii und Antilogarithmeii aller eLnstelligen 

Zahlen und Mantissen von lOOO bis 9999, mit Rand -Index und Inter* 

polations* Einrichtung für vier- bis siebenstelliges Schnell - Rechnen. 

Ueransgegeben von 0, Biet rieb keit. Berlin 1903, Julias Springer. 

Geb. JC 3-00. 

Zunichst kommt die vorlic^gendf^ Tafel — wie auch im Vorwort ao- 

gegtbeii — filr einstelliges Rechnen in Betracht; sie verfallt in eine Tafel 

der Logaritlimen der Zahlen 1000 — 9999 und in eine solche der Numeri 

(„Antilogarithmen'') der Mantissen 00<X> — 9999, Zum rascheren Aufschlagen 

sind die Tafeln mit einem b^|uemen Rand- Index versehen. 

Um Verwechslangen beim Gebrauch von Antilogarithmen z\i vermeideo, 
itnterschied schon Büjgi die Logarithmen von den andern Zahlen dvmh 
rote Färbe; in neuester Zeit wurde di^er Gedanke bei den vierstelligen 
Tafeln und Gegentafeln von R Schubert i^ Sammlung Goschen, Leipzig 1898) 
wieder angewendete Per naheliegende Vorschlag von ß. Mehmke, jede Seite 
der Gegentafeln farbig xa umrtndem, ist — soweit bekannt — noch uichl 
befolgt worden. Bei der Torliefeciden Tafel wtiirde lur Cnters^heidimg der 
Tafel und Gegentafel vers^hieden^iyges Papier (gelb and blau) gewählt; 
der Eindruck, den die beiden Furb^ ackon jede fär sich und sodann beidifi 
\m abwechselnder BenQtxang auf dM Avge maeheii^ ist so mnmitgeiiehm, 
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daß die Tafel — wie die angeführten Schubertschen Tafeln — schwerlich 
Eingang in die Bechenpraxis finden wird. Der erwähnte Vorschlag yon 
Mehmke ließe sich bei der Tafel — unter Wegfall des farbigen Papiers — 
in einfachster Weise ansfuhren; ein Versuch würde bei der sonst zweck- 
mäßigen Anordnung sicher befriedigen. 

Die Tafel kommt auch als siebenstellige in Betracht, und zwar als 
sogenannte abgekürzte Logarithmentafel. Die Logarithmen und Anti- 
logarithmen sind nämlich siebenstellig angegeben. Der Grundgedanke, be- 
stehend in der Einführung von „Interpolationskonstanten'^, die bei der einen 
Tafel für je eine Sorte, bei der andern für die ganze Tafel konstant sind, wurde 
vom Herausgeber in Band 48, S. 457 dieser Zeitschriffc eingehend behandelt. 

Da aber einerseits genügend viele und zweckmäßig eingerichtete (un- 
gekürzte) siebenstellige Logarithmentafeln vorhanden sind, und andrerseits 
die Vorteile einer abgekürzten Tafel erst von etwa 10 Stellen an emstlieh 
in Betracht kommen, so darf der Nutzen der vorliegenden Tafel als sieben- 
stelliger als nicht groß bezeichnet werden. 

Stuttgart. P. Werkmeister. 

Vierstellige logarithmisch-trigonometriBChe Tafeln nebst einigen physi- 
kalischen und astronomischen Tafeln, für den Gebrauch an höheren 
Schulen zusammengestellt von G* Rohrbach^ Dr. phil., Direktor der 
städtischen Realschule zu Gotha. Vierte Auflage. Gotha 1904, £. F. 
Thienemann. Jl — .80. 

In bezug auf Anordnung, Druck und Beichhaltigkeit darf diese vier- 
stellige Logarithmentafel als mustergültig bezeichnet werden. 

An größeren Tafeln sind vorhanden: Gewöhnliche Logarithmen der 
natürlichen Zahlen; natürliche Werte der goniometrischen Funktionen, Kreis- 
bogen und Sehnen ; Logarithmen der trigonometrischen Funktionen; natürliche 
Logarithmen der natürlichen Zahlen und die Quadrate der Zahlen 1 bis 1000. 

Von den zahlreichen Hilfstafeln sei erwähnt die graphische Darstellung 
der goniometrischen Funktionen. 

Stuttgart. P. Werkmeister. 

Thennodyiiamisohe Rechentafel (für Dampfturbinen) von Dr. Ing. Boin- 
hold Proeil, Dipl.-Ing. Berlin 1904, Julius Springer. 1 Jl. 

In übersichtlicher Weise hat der Verfasser auf einem Blatt sieben 
Wechselbeziehungen zwischen je drei Zustandsgrößen des Dampfes dargestellt. 
Die Tafeln sind nach der Metiiode „des points alignes^ (nach d'Ocagne) oder 
Methode der ,,f luchtrechten Punkte" (nach Mehmke) entworfen. Die mancherlei 
Vorzüge dieser Art von graphischen Tafeln gegenüber den cartesischen treten 
auch bei der vorliegenden Anwendung klar hervor. 

Da die Tafel verschiedenen Maschineningenieuren ein willkommenes Rechen- 
hil&mittel sein wird, so dürfte sie dazu beitragen, daß die graphischen Tafeln 
im allgemeinen und solche nach der Methode der fluchtrechten Punkte im 
besonderen auch in Deutschland noch weitere Anwendungen in der Rechen- 
praxis finden. 

Stuttgart. ' P. Werkmeister. 
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Biems BeehentabeUen tui MultiplikAtlon. Hilfsbach fär Handel und 
(jewerbe mit einem Vorworte von Professor Dr. R. Kinkelin. Zweite 
Stereotjpaoflage. München 1901, Ernst Reinhardt Geb. 7,80 Ji. 

Als obere Grenze ist for den Mnltiplikator 100, för den Multiplikanden 
10000 gew&hlt, so daß der Tafel die Produkte von ein- nnd zweistelligen 
Zahlen mit einstelligen unmiäelbar entnommen werden können; durch Be- 
nutzung der in die Tafel aufgenonunenen Proporüonaltftfelchen können in 
einfachster Weise — ohne ümblftttem — die Produkte von zweistelligen 
Zahlen mit mehr als einstelligen bestimmt werden. Auch bei der Mulipli- 
kaüon von zwei vierstelligen Zahlen leistet die Tafel gute Dienste; ein 
einmaliges umwenden und die Addition zweier Zahlen föhrt zum ge- 
wünschten Ziele. 

Die Einridäung der Tafel ist folgende: Die einzelnen Seiten (Doppel- 
seiten) sind mit den Multiplikatoren 2 — 100 überschrieben. Ebenso wie 
die Multiplikanden sind die Produkte in drei Teile zerlegt; jede Tafelseite 
zerfUlt n&mlich in zwei H&lften, von denen die eine als horizontalen Ein- 
gang die Tausender and als vertikalen die Hunderter und Zehner des 
Multiplikanden enth< die andere Hälfte besitzt als horizontalen Eingang 
die Einer, als vertikalen — gemeinschaftlich mit der linken Hälfte — die 
Hunderter und Zehner. Der erste Teil — Hundert-, Zehn- und Eintausen- 
der — des zerlegten Produkts wird der ersten Tafelhälfte, der zweite (Hun- 
derter und Zehner) und dritte Teil (Einer) der zweiten Tafelhälfte entnommen. 

Der Nachteil, der in der Dreiteilung von Multiplikand und Produkt, 
gegenüber einer Zweiteilung bei den Crel leschen Tafeln, liegt, ist unbe- 
deutend im Blick auf das dadurch erreichte geringe Format (Kleinquart) 
und die geringe Seitenzahl (98 Doppelseiten) der Tafel. 

Auch bei der Division von sechsstelligen Zahlen durch zweistellige ist 
die Tafel brauchbar, obwohl hier — wie bei jeder Mulfiplikationstafel — die 
Anwendung nicht ganz so einfach sich gestaltet wie bei der Multiplikation. 

Vielseitige Anwendungsf&higkeit, geringer Preis, kleines Format und 
klarer, übersichtlicher Druck — es sind die alten englischen Ziffern in An- 
wendung gekommen — machen die Tafel zu einer empfehlenswerten for 
Multiplikationen, bei welchen der eine der beiden Faktoren in der Regel 
eine nur ^rfreistellige Zahl ist; andernfalls werden wohl die meisten Rechner 
zu einer Tafel greifen, welche die Produkte von zwei dreistelligen Faktoren 
direkt enthält. 

Stuttgart — — P. Werkmeister. 

Springende IiOgarithmen. Abgekürzte fünfstellige Logarithmentafel mit 
zunehmenden Grundzahl- Stufen. Zum Gebrauch fEbr technische Rechnungen 
bearbeitet von Emst A. Brauer^ Professor an der Technischen Hoch- 
schule in Karlsruhe. Karlsruhe 1901, G. Braunsche Hofbuchdruckerei. 
JC —.90. 
Bei den meisten Logarithmentafeln bilden die Logarithmanden eine 
arithmetische Reihe mit der Differenz eins. Dies erscheint nicht ganz ge- 
rechtfertigt, wenn den Rechnungen, für welche eine Logarithmentafel benutzt 
werden soll, Größen zugrunde liegen, die alle mit demselben relativen 
Fehler behaftet sind. Hat man z. B. eine Zahl a und eine nmal größere^ 
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so nift ein bei a und na gleich großer relativer Fehler einen nmal größe- 
ren absoluten Fehler bei der Zahl na hervor als bei der Zahl a. „Diese 
Ungleichm&ßigkeit ist durch das Genauigkeitsbedürfnis bei naturwissenschaft- 
lichen Rechnungen nicht begründet/' In der vorliegenden Tafel der „springen- 
den Logarithmen^' sind daher die Logarithmanden so angeordnet, daß 
zwischen 1000 und 2000 ihre Differenz 1 
„ 2000 „ 3000 „ „ 2 

„ 3000 „ 4000 „ „ 3 

beträgt usw. Hierdurch wird der Umfang der Tafel beträchtlich verringert, 
so daß die Logarithmen der Zahlen 1000 bis 10000 auf acht Seiten unter- 
gebracht sind. 

Die in der Tafel angegebenen Logarithmen -Differenzen, die sich auf 
die Logarithmandendifferenz 1 beziehen, dürften wohl in den meisten Fällen 
«ntbehrlich sein, wenn die Tafel bei technischen Rechnungen Anwendung 
findet, fOr die sie auch bestimmt ist. Mit Vorteil kann die Tafel an- 
gewendet werden, wenn einerseits die Rechnung mit einer gewöhnlichen 
fünüstelligen Tafel übertrieben genau wäre und man andrerseits eine größere 
Genauigkeit, als sie der Rechenschieber bietet, erreichen möchte. 

Ein „Wetteifern" der Tafel mit dem Rechenschieber dürfte jedoch in 
Bezug auf die Schnelligkeit sicher zugunsten des letzteren ausfallen. 

Stuttgart. _ P. Werkmeister. 

OraphiBOhe Tafel zur Berechnung gewalzter, genieteter und hölzerner Träger 
von Ing. T. Bieger, Brunn. K. 8,00. 
Bei der Bestimmung des Querschnitts von gleichmäßig belasteten, an 
ihren Enden unterstützten Trägem rechnet man nach den bekannten Glei- 
chungen: ^If JU 

Jtf«^, TT-y und e-cTT, 

in denen M das Maximalbiegungsmoment, g die Belastung in kg/m^ l die 
Länge des Trägers, W das Widerstandsmoment, k die zulässige Druck- 
spannung des benützten Materials, d das Trägheitsmoment des Querschnitts und e 
den Abstand der äußersten Faserschichte von der Neutralfaserschichte bedeutet. 

Für diese drei Gleichungen sind die beiden graphischen Tafeln ent- 
worfen, und zwar nach der Methode der fluchtrechten Fimkte. Eine An- 
nehmlichkeit dieser Methode, nämlich daß man in einfacher und übersichtlicher 
Weise an einer Skala verschiedene Bezifferungen anbringen kann, ist mehrfach 
angewendet; auch die Möglichkeit, eine, zwei Skalensjstemen gemeinschaftliche 
Skala nur einmal zu zeichnen; ist auf der einen Tafel ausgenützt worden. 

Für gewalzte und genietete Träger erhält man den Querschnitt auf der 
Skala des Trägheitsmomentes, welche als Nebenbezifferung die „Profil- 
nummer^^ (nach den Typen des österr. Ligenieur- und Architektenvereins) trägt. 

Für hölzerne Träger, bei denen gewöhnlich das Verhältnis der Breite 
zur Höhe des Querschnitts ein gewünschtes ist, wurde eine besondere Tafel 
entworfen, bei welcher die eine der auf den Querschnitt sich beziehenden 
Skalen zweierlei Bezifferung trägt. 

In bezug auf die Ausführung der Tafeln wäre zu wünschen, daß man 
statt der grauen Druckfarbe schwarze gewählt hätte. 

Stuttgart. P. Werkmeister. 
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Vierstellige Tafeln und Oegentafeln för logarithmisches und trigono* 
metrisches Rechnen, in zwei Farhen, zusammengestellt von Dr. Hermann 
Schubert, Professor an der Gelehrtenschule des Johanneums. 2. Auflage. 
Leipzig 1903, Sammlung Göschen. Geb. JL — .80. 
Außer einem Anhang, enthaltend die üblichen Hilfstafeln für Mathe- 
matik, Physik, Astronomie und Chemie enthalt das Werkchen die vier 
Tafeln: „Von der Zahl zum logl, von den Winkeln zu den Logarithmen der 
trigonometrischen Funktionen!, von den Logarithmen der trigonometrischen 
Funktionen zu den Winkeln! und von den Logarithmen der Zahlen zu den 
Zahlen selbst !^^ Durch die ganze Sammlung sind die Logarithmen braun^ 
die übrigen Zahlen blau gedruckt. 

Li bezug auf die Reihenfolge der einzelnen Tafeln wäre jedenfidls 
zu wünschen, daß die Gegentafel zu der Tafel „Von der Zahl zum logl'^ 
unmittelbar hinter dieser käme, ein Irrtum wäre wohl durch den zwei- 
farbigen Druck ausgeschlossen. Noch näher liegt aber der Wunsch nach 
einfarbigem schwarzen Diiicke, da der schädigende Einfluß des blau -roten 
Druckes auf das Auge so groß ist, daß die Tafeln für den praktischen Rechner 
in der vorliegenden AusfEihrung überhaupt nicht in Betracht kommen können. 
Der einzige Vorteil der Gegentafeln besteht in dem Wegfall der Lxter- 
polation; bei der ersten Tafel „Von der Zahl zum log^l" kann jedoch bei 
einer Logarithmendifferenz von höchstens vier Einheiten der 4. Dezimale 
von einer Interpolationsarbeit kaum die Rede sein, so daß für einen einiger- 
maßen geübten Rechner die Gegentafel überhaupt entbehrlich ist. Auch 
die Gegentafel zur Tafel der Logarithmen der trigonometrischen Funktionen 
kann entbehrt werden, denn nach Wegfall der Gegentafeln bliebe genug 
Raum, um die Litervalle des Winkels zu verkleinem, so daß auch hier der 
Vorteil der Gegentafel verschwindet gegenüber dem geringen Nachteil einer 
Interpolation mit nur eioziffrigen Zahlen. 

Stuttgart. P. Werkmeister. 

Die FolhÖhe von Fotsdam. IH Heft. Veröff. d. k. preuß. geod. Instit 
Neue Folge Nr. 20. 4^ 51 S. Berlin 1905. 

In diesem Heft berichtet Herr M. Schnauder über die abschließenden 
Beobachtungen der seit 1893 von den Herren 0. Hecker und M. Schnauder 
in Potsdam in einheitlicher Weise vorgenommenen I*olhöhenbestimmungen; 
in direktem Anschluß an Heft 11 (Veröflf. Neue Folge Nr. 1 ; Berlin 1900), 
das die Jahre 1894 bis 1897 enthielt, behandelt die Schrift den Zeitraum 
l898/ä9. Von dem Detail der Bearbeitung heben wir nur kurz einiges 
heraus: die Beobachtungen sind nach der Horrebow-Talcott-Methode 
angestellt, zu deren Ausübung ein vergleichsweise kleines Instrument (68 mm 
öfPnung, 87 cm Brennweite) diente. Das Programm, eingehend dargelegt 
im n. Heft, umfaßte 10 gut um den Himmel herum verteilte Stemgruppen 
mit je 6 Stempaaren. Für eine einzelne Polhöhe stellt sich der zufällige 
mittlere Fehler auf d:0,"l7, und es hat sich weder ein systematisch 
wirkender in Strumenteller noch ein persönlicher Fehler nachweisen lassen. 

Besonderes Interesse darf die im letzten Teil angebahnte homogene 
Bearbeitung des gesamten an demselben Instrument seit 1893 gewonnenen 
und aus 6537 Beobachtungen bestehenden Polhöhenmaterials beanspruchen. 
Die schon von dem Einfluß der nach Albrecht angenommenen Breiten- 
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yariationen befreiten Messungen zieht Sehn au der zu Monatsmitteln zusammen, 
die nun einen deutliclien Gang yon jährlicher Periode und 0/'06 Amplitude 
aufweisen. Das, was sich jetzt äußert, ist der Einfluß des durch den 
japanischen Astronomen H. Kimura (Astron. Nachr. Nr. 3783; 1902) ent- 
deckten von der Lage des Beobachtungsortes unabhängigen, yeränderT 
liehen sog. jT- Gliedes der Polhöhenschwankung, dessen Erklärung bis jetzt 
noch nicht zweifelsfrei gelang. Beachtenswert und plausibel sind die Aus- 
führungen, die Herr Schnauder dem Phänomen widmet; er neigt zu der 
Ansicht, daß das Kimura- Glied den großen Schwankungen zur Last fällt, 
denen die meteorologischen Verbältnisse im Jahre unterliegen. Sie ziehen ihrer- 
seits wieder eine jährliche Periode der astronomischen Strahlenbrechung nach 
sich, die aber nur unter besonders günstigen Umständen, wie sie u. a. die 
Potsdamer Beobachtungsreihe in ihrer Genauigkeit und der großen Zahl der 
Messungen darbietet, yon den yiel größeren zufälligen Schwankungen getrennt 
werden kann. 

Der yorläufige Endwert für die Polhöhe der großen Kuppel auf dem 
Hauptgebäude des Astrophjsikaliscben Obseryatoriums ergibt sich zu 

q>^ + 52<»22'55,"94 mittl. Fehler ± 0,"02. 

Straßburg i. E. __ Wirtz. 

A« Marense. Handbuoh der geographisohen Ortsbeatiminiing für 
Geographen und Forsohiingareisende. Mit 54 Abbildungen und 
2 Sternkarten. 8*^. X u. 342 S. Braunschweig, P. Vieweg & Sohn 1906. 

Schon yor drei Jahren brachte der gleiche Verlag (Vieweg) ein Buch^) 
über denselben Stoff yon ähnlichem Umfange heraus. In der Behandlung 
des Themas" weichen indes beide Bearbeitungen erheblich yon einander ab. 

Herrn Marcuses Schrift zerfallt in yier Hauptteile. Der erste befaßt 
sich mit den Grundbegriffen der astronomischen Geographie, die durch einen 
klar und einfach geschriebenen Text und einige gut gewählte Figuren er- 
läutert werden. Das Kapitel enthält alles das — und nur das — dessen 
der Geograph zum yoUen Verständnis der rechnerischen und manuellen 
Operationen bedarf, die ihm im weiteren Lehrgang des Werkes erwachsen. 
Durchweg yerzichtet der Verfasser auf eine strenge Entwicklung der Formeln; 
er begnügt sich yielmehr damit, teils die Herleitung anzudeuten, teils die 
Kelationen nur mitzuteilen oder plausibel zu machen. Der zweite Teil zählt 
die rechnerischen Hilfsmittel auf; hier begrüßt man insbesondere die orien- 
tierende Besprechung der astronomischen Ephemeriden, Tafelsammlungen, 
Logarithmentafeln und Rechentabellen, die fQr die Zwecke geographischer 
Forschung in Betracht kommen. Die Grundzüge der Interpolations- und 
Ausgleichungsrechnung erfahren eine zu Anwendungen einfacher Art hin- 
reichende Darlegung. 

Das engere Thema der Ortsbestimmung beginnt im dritten Teil mit 
den instrumenteilen Hilfsmitteln. Das Chronometer findet eingehende 
Würdigung, die sich auf Konstruktion, Verhalten und Behandlung erstreckt 
und die neuesten Untersuchungen berücksichtigt. Von den Instrumenten 
zur Winkelmessung werden nur zwei beschrieben: das Universal und der 

1) P. Qüßfeldt, Gmndzüge der astronomiBch-geographischen Ortebeetimmmig 
auf Forschungsreisen. Braunschweig 1902; vgl. diese Ztschr. Bd. 49, S. 283. 
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Butesschönsche Libellen quadrant Die andere a Spiegel! nstrumente iSex- 
tauten, Prismeakreise) verweist der Verfasser unter das astrononiische Bftst^ 
MfUg des Seefahrers; dagegen baben ^neue und vielseitige ErfahniiLgeD 
ergeben, daB ein zweckmäßig konstruiertes Universal das eigentliche '' Fak- 
totum' des Forschers auf Landrehen bildet^^ Demnach ist denn auf die 
Beschreibung des Uni Tersal Instrumentes^ seiner Handhabung und Thearie 
liebevolle Sorgfalt verwandt; mekrere Abbildungen einielner Teile und 
ganzer Instrumente unterstützen die Anscbaulichkeit des Vortrages, 

Die Methoden der geographischen Ortsbestimmung (4. Teil), die Herr 
Marcnse naher diskutiert^ sind naturgemiiß nur solche, die sich an einem 
kleineren Reise -Universal ausführen lassen. Für die Zeitbestimmung be- 
handelt er die eiD^elne Hühe am ersten Vertikal und korrespondiereode 
Höhen desselben Gestiras* Reicher bedenkt er die ßreitenbestimmuug: neben 
der einzelnen Höhe werden die Zirkuinmeridtauhoben, die Polarishöhe, einige 
Ersatsmetboden und die Gaußscbe Methode (Durchgänge dreier Sterne 
durch den gleichen Almukantarat ) erläutert. Di© Längen bestimmung hin- 
wiederum beschrfinkt sich auf Sternbedeckungen durch den Mond, Mond- 
höhen und CiironomctenibertraguDgen j die Vorausb^rechnung der Stem- 
bedeckungen wird in enger Anlehnung an 3teeberts Tafeln gelehrt; der 
Abdruck dreier kleiner Tafeln ermöglicht eine einfache Anwendung. 

Mit „besonderen Problemen der geographischen OrUbestimmuug" b©- 
iohäftigt sich der Anbang. Er setst die gen&herte Ortsbestimmung ohue 
winkelmessende Instrumente nach Harzer auseinander ^ der zwei Vertik&l' 
ebenen durch gespannte Sclmüre festlögt und Stern durcbgänge durch die 
BO filierten Azimute beobachtet. In Verbindutig mit der Ortsbestimmung 
im Luftballon gelangt dann die Auflosung sphärischer Dreiecke mittels 
der Merhatorfunktion zu ausführlicher und mit Recht befürwortender Dar- 
Stellung. Der Note S. 310» die den Wunsch nach einer Neuheransgabe der 
Börgenschen Tafeln der Merkatorfunktion (vielleicht in etwas auderei 
Redaktion) ausspricht, möchte auch Ref beipflichten. Für die aerouauüsclia' 
Astronomie erachtet Marcus e den Butenach ansehen Libellenquadrautett 
als das geeignetste Instrument zur Höh enm essung und die abgedruckte 
Karte der Ballonfahrt A, Wegeners von Berlin nach Beuthen gibt di 
Urteil Recht. Eine vierstellige Tafel der Merkatorfunktion, spesdeU för 
Gebrauch im Ballon gedacht, bildet den Schluß des Buches, in dessen' 
Rahmen llbrigens die beiden angehängten wenig befriedigenden 3tertikarto& 
nicht hineijipassen. 

Nach Anlage und Ausführung erreicht die Schrift, ihr Ziel, ein Haad- 
buch iilr den Geographen und Forschungsreisenden zu sein, durchaus; über 
dies wird sie dem Studierenden bei Beobachtungen am Universal Nutzen 
bringen. In keiner Weise kommt der Verfasser freilich dem Liebhaber der, 
Spiegelinstrumente entgegen, deren sieb J. Bobnenberger^) und W.Jordaa 
mit ebensoviel Bachkenntnis wie Wärme angenommen haben, 

Straßburg i. B, Wirtjb. 

l) J. G. F. Bohne nberger, Anleitung kut geographischen Orta bestimm ung 
vorzüglich mitteli des Spiegel Sextanten, Ööttingen 17116; 2. Aufl. Bearb, voö 
ö. Ä. Jahn, Göttingen Übt. 

3) W. Jordan^ GrundKUge der astronomischen Orti- und Zettbeatimmung» 
Berlin imb. 
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• Lehrbuch der Kristalloptik 

Ton Dp» f. Pockels 

ft. o. PtofNior tax Phydk an der ÜBirerfitAt Heidelberg 

Mit 168 Figazen im Text and 6 Doppeltafeln. 

[X a. 519 S.J gr. 8. 1906. In Leinwand geb. n. UK 16.— 

In dieeein Bncfa. boU in erster Linie den Physikern, aber auch den Mathe> 
matikem und Mineralogen, die sich nber die Probleme nnd Ergebnisse der Kristall- 
optik" näher zn nntemchten wünscl^en, eine möglichst vollständige Übersicht der 
gegenwärtigen Kenntnisse auf diesem Gebiete der Optik geboten werden. Um anch 
den mit der theoretischen Physik weniger vertrauten Lesern das Eindringen zu er- 
leichtem, werden die Gesetze der LichtfoHpflanzung in Kristallen zunächst aus Be- 
ohaohtongstatsachen mit Hilfe passender Verallgemeinerungen abgeleitet — ' also auf 
dem We^, der in der Hauptsache auch denenige der historischen Entwicklung 
gewesen ist — , und dann erst wird gezeigt, wie diese Gesetze sich aus den Diffe- 
rentialgleichungen der verschiedenen Lichttheorien ergeben. Von letzteren wird 
übrigens nach kurzer Charakterisierung der mechanischen Theorien weiterhin nur die 
elektromagnetische Theorie nebst ihren modernen, zur Erklärung der Dispersion, 
des Drehungs Vermögens und der Absorption notwendigen Erweiterungen herangezogen. 

Dem Zwecke des Buches entprechend finden auch die Beobachtungsmethoden 
sowie die Beobachtungsresultate eingehende Besprechung, während auf detaillierte 
Beschreibung de^ Instrumente allerdings verzichtet werden mußte, was aber um so 
eher angängig schien', als in dieser Hinsicht z. B. der „Grundriß der physikalischen 
Kristallographie" von Th. Liebisch alles Wünschenswerte bietet. 

Dank dem Entgegenkommen des Herrn Dr.W. Hauswaldt kozmten eine Anzahl 
von dessen vortrefiflichen photographischen Au&ahmen von Interferenz- und Absorptions- ^ 
erscheinungen reproduziert und so eine weit bessere Veranschaulichung '^dieser Er- 
scheinungen geboten werden, als es durch schematische Figuren allei»' mOglich ist 

Einleitung in die Funktiorientheorie. 

Von 

0. Stolzi und J. A. GmeEnePp 

welUndTProfeiior Professor 

AH der ünlTeraitil Innsbrnok wi der UniTenitAt InaBbniok. 

2.,' umgearbeitete und vermehrte Auflage der von den Verfassern in der „theoretischen 
Arithmetik** nicht berücksichti^n Abschnitte der „Vorlesungen über allgemeine 

Arithmetik" von 0. Stolz. 

2 Abteilungen in einen Band gebunden. [X u. 598 S.] gr. 8. 1906. geb. n. ^Ä lö.— 
Erste Abteilung. Mit 10 Figuren im Text JVI u. 242 S.] gr, 8. 1904. geb. n. JCJd.-- 
Zweite Abteilung. Mit 11 Fig. im Text. [VIIIu.S.243-698.J gr.8. 1905. geb.n.^9.— 

Sebon tn der „theoretiBohen Arithmetik^ wurde die eindeutige Funktion einer reellen YerftnderUohen 
einKefttlirt und rerwendet; Jedoch auf die Erklftrung der Stetigkeit einer solchen Punktion brauchte dort * 
nieht eingegangen su werden. Nunmehr tritt dieser Begriff in den Vordergrund. Dabei kann die nnab- 
h&ngige Yez&nderliche sowohl reell, als auch komplexe sein. Im Falle eines komplexen Argumentes ge- 
lingt es, Mna Klasse Ton Funktionen nt'bildeu, wofflr eine wirkliche Theorie geschaffen werden kann. 
Nach Weierstrafi sind dies die monogenen analTtischen Funktionen. 

unsere ,^inleitnng^ serfillt in die folgenden Abschnitte: L Die reelle Yerftnderliche und ihre 
reellen Funktionen. II. Reelle Funktionen von swei und mehr r^eUeA Yer&nderlichen. III. Komplexe 
YeriLnderliche und Funktionen. TV. Die gansen. rationalen Funktionen. Y. Die gannen Potenareihen. 
VL Krlteriez^ fttr KonTorgens und Divergens ron unendlichen Reihen. YII. Die monogene analytische 
Funktion einer Vertaderliche^ nach Weierstrafi. Vm. Die KreitfonktionexL IX. Die unendUohen Produkt«. 
X. Die endlichen und Xt. die unendlichen Kettenbrüohe. 

Vom IV. Abschnitte an wird, soweit dies nach der Natur der Sache möglich ist, ein Unterschied 
swischen reellen und komplexen Werten der Verftnderlichen nnd Eonstanten nicht mehr gemacht, wo- 
durdi eine wesentliche Vereinfachung der Darstellung erzielt wird. — Der VIX Abschnitt ist neue Zugabo 
cur ersten Bearbeitung der flbrigen Abschnitte in den „VorloBungen Aber allgemeine Arithmetik*' you 
Stols. Sämtliche Abschnitte sind mit augehörigen Übungen Teraehen. 
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Ableitung der Savarysclien Formel aus der erweiterten BerAlirangs- 

transformation. 

In folgender Figor 8 seien k und Jc^ beliebig, gegebene Pol- 
bahnen zweier Systeme 2J und 2^ mit dem momentanen Pol S ^ S^ 

Fig. 8. 




(▼gL § 6), e xmd c^ irgend zwei einander entsprechende Kurven, E 
und El ihre ErQmmungsmittelpunkte für ihren momentanen Berührungs- 
punkt D'^D^ und also 

r-^DE, r^^DE^ 

ZeitMhrilt L lUthemfttik n. Pbjiik. 64. Band. 1906. 4. Heft 22 



338 I>ie Bewegung in der Ebene als BerfihrongBtzansformation. 

die Krümmungsradien. Femer sei (zuiwchst von einer genaueren Vor- 
zeichenbestimmung abgesehen) 

und V gleich dem Winkdi zwischen der gemeinsamen Normalen der 
Kuryen c, c^ und der gemeinsamen momentanen Tangente der Polbahnen. 
Die Euler 'Savarysche Farmd lautet dann in der gewöhnlich gegebenen 
Form: 

(l^i)8in.;-C, 

wo C in jedem Momente eine Konstante ist Und zwar ist, da ja auch 
k und kl einander entsprechende Kurven sind, 

wo c* und Cj (wieder zunächst vom Vorzeichen abgesehen) die Krüm- 
mungsradien von k und k^ für den momentanen Pol sind. Die Kine- 
matik zeigt femer, daß auch 
(04) C-J 

ist, wo d die „momentane relative Winkdgeschwindigkeit des SyHems JS^ 
in 27", u die „momentane Wechsdgeschtmndigkeit des Pols S" bedeutet^) 

Die Savarysche Formel gibt also einen einfachen Zusammenhang 
an zwischen den Krümmungen irgend zweier entsprechenden Kurven der 
Systeme 27, Z^. 

Doch ist es notwendig, die Größen e, e^ und ebenso r, r^ auch 
hinsichtlich der Vorzeichen und analog die Größe v eindeutig zu defi- 
nieren, was bei der kinematischen Ableitung der Savary sehen Formel 
in den Lehrbüchern der Kinematik zumeist nicht geschieht. Wir be- 
trachten zunächst allein unseren speziellen Fall der äußeren Kreis- 
bewegung. 

Es seien auch hinsichtlich der Vorzeichen 



l'^SD, h^S^D^] 



r^e-l^ DE, r^^e^-l^-^ D^E^ 

1) Vgl. z. B. Burmester, Lehrbuch der Kinematik^ Leipzig 188S, S. 125 
oder Encykhpädie der mathematischen Wissenschaften, Bd. IV, 1 (Artikel Schoen- 
flies und Grübler, Kinematik) S. 214 (an der letzten Stelle ist indes durch einen 

U CD 

Druckfehler — statt — gesetzt.) 

CD U 
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WO je im Syslem JJ und U^ die positive Richtung der momentan aufeinander- 
gefallenen Normalen SD und S^D^ unabhängig von einander nach S. 298 
durch die Wirücd A + f* wwd k^ + ^ der Linienelemente in D, D^ fest- 
gelegt ist Diese beiden positiven Richtungen von SD und S^Di können 
(beim Zusammenfallen der Normalen) übereinstimmen oder nicht; je 
nachdem ist m eine grade oder eine ungrade Zahl (vgl. Gleichung (47 c) 
S. 303). Endlich sei 

oder 

sin v = cos fi = (— 1)" cos fi^, 

wo fi und f4 eindeutig die zum gemeinsamen Linienelement der Kurven 
Cj C| gehörenden Winkel in den Systemen £, £i sind (vgl S. 299 und 
die Gleichung (47b) S. 303). Entsprechend sind die Größen e% e^, r% r], 
^7 Kf ^*y 1^*7 Ih ^^ ^^® *^ ^^^ Stelle von c, c^ tretenden Kurven k, \ 
definiert (es ist hier aber stets ?* = /*-=■ 0, also r* = 6* und r{^e\^ 
und fi* «= oder ± sr, ebenso i** = oder ± «). 

Nach diesen Festsetzungen lautet die auch hinsichtlich der Vor- 
ecidien richtige Form der Savary'schen Formel: 

(65) ^^.tti^^^^c, 

WO 

(640 c^'^^'^^-^l 

istO 

Auf den Beweis dieser Formel^ wie ihn die Kinematik lehrt^ wollen 
wir natürlich hier nicht eingehen. Doch sei schon hier hervorgehoben, 
daß die Formel (65) ganz allgemein für beliebige Polbahnen gilt^ wie wir 
später noch näher sehen werden (S. 354), wenn wir auf letztere die ge- 

1) Bei Einfahrang der Größen A, M, L an Stelle von X, ^, l (vgl. Anm. S. 301) 
fallen die positiven Richtungen der Normalen SD und S^D^ steta zusammen, 
d. h. es ist stets 

M = Mj , cos M =* cos Mj 

(vgl. die Gleichung (47b) S. 308). Die Savorysche Formel lautet dann einfacher: 

(i-;)coBM-C, 

wo e^SE, «i=Äi^i ist. (Da nur cos M in dieser Formel vorkommt, könnte 
man auch eine beliebige unter den beiden Richtungen der Normalen des Linien- 
elements als die positive auszeichnen und unter M in der letzten Formel den — 
konkaven oder konvexen — Winkel dieser Richtung mit der durch A gegebenen 
Richtung, d. h. der positiven Normalenrichtung der Polbahn für reelles A^ ver- 
stehen.) 

22 • 
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Haue Definition der eingeffiluien Größen übertragen. Einstweilen aber 
bleiben wir bei onBerm speziellen Falle der äußeren Ereisbew^ping; 
f&r ihn ist insbesondere 

(64") 0^i + -a-^4i-^ 

d.h. 

22. Im Fatte der Kreisbewegung ist die Größe C nicht nur in 
jedem Momente, sondern überhaupt für den ganzen Verlauf der Bewegung 
eine Konstante. 

Unsere Aufgabe soll es nun sein^ die Beziehung der Savaryschen 
Formel (65) eu der y^rweiterten'^ BerührungstransformaHon oder der 
„OsJeuIaHcnstransformation" aufgudedcen. An die Spitze der Betrachtung 
tritt dabei die folgende Definition: 

Unier der „Erweiterung/^ einer gegd>enen Beriihrungstransformation 
(53a^b,c) a?i - X(x, y, jp), y^ « T{x, y, p), p^ = P(x, y, p) 

verstdU man die durch die Hineufügung der Gleichung 

aP , dP, dP 

(53d) «i-«(^.y.A«)-a^^-ST^S 

erweiterte TransfcrmaUon der Variablen (x, y, p, q) in die Variablen 
(^v »V Pv 9iy) 

Die wesentliche Eigenschaft der erweiterten Berfthrungstransfor- 
mation beruht in folgendem: 

Jeder j,Krümmungsdementverein^^ wird wieder in einen solchen über- 
geführt, eine Eigenschaft, die f&r das Bestehen der Transformation 
(53ayb,c,d) auch hinreichend ist (natürlich zusammen mit der Eigenschaft^ 
daß jeder Linienelementyerein wieder in einen LinienelementTerein über- 
geführt wird). 

Wir behaupten nun: 

23. Die Gleichung (53d) ist mit der Savaryschen Formet im Wesen 
identisch, d. h. die erweiterte Berährungstransformation findet geradeeu 
in der Savaryschen Formel ihren Ausdruck, 

Da die oben eingeführte Größe r » DE (abgesehen Tom Vorzeichen) 
gleich dem momentanen Krümmungsradius der Kurve c ist, so gilt zu- 
nächst: ,^ , ,.• 

*" 2 

1) Das Nähere gibt in kurzer Dardtellnng s. B. Lieb mann, Ijekrbueh der 
Differentialgleichungen, Leipzig 1901, §20, S. 104 ff. 

2) Liebmann, I.e. S. 106. 



Von Fbxkdbich Scbilldio. 
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oder nach der Gleichung (28c) S. 296: 
(ß6a) r -.-TT-r-x 

Man überzeugt sich mit Hilfe der Formel: 

<^P^ dcoig(X + ii) 
^ "* dx "* dx 

1 ,d(l + ii) 

ein* (i + rt ' da; 

leicht, daß diese Gleichung nun auch hinsichtlich des Vorzeichens stets 
richtig ist (Vgl als Beispiele die Fig. 9a^b). Analog gilt: 

1 



(66b) 



3 8in«(ii+/*i) 



Die Savarysche Formel (65) läßt sich daher in die folgende Form 

überfahren: 

(650 ^-'^- ^l\ C= i + 1 

die wir f&r den Nachweis unsrer obigen Behauptung zugrunde legen 
woUen. Und zwar wollen wir diesen Nachweis in doppelter Weise f&hren: 



Fig. 9 a. 



Fig. 9 b. 




>•» 



^>-<j»,r»o 




£*o, n^o 



I) indem wir mehr geometrisch- anschaulich gemäß der soeben 
iß. 340) angeführten wesentlichen Eigenschaft der Oskulationstransfor- 
mation direkt die Gleichung (65') ableiten, 

U) indem wir rein analytisch die Gleichung (53 d) in die Gleichung 
(65') überführen. 

L Von den drei Erümmungselementvereinen, die es überhaupt gibt ^), 
nämlich der Gesamtheit der Erümmungselemente desselben Linienele- 
ments (x^x^y^ »(»PTo), einer Knrve (y — /*(ir),p=-/^(a:), q^f{x)) 
oder eines Punktes {x^x^^ y ^tfof 2 "" <^; ,^ullkreis^Q kommen er- 



1) Liebmann, I.e. S. 105. 



i4S ifc 




irvaaeni Beweis m B^trachl*), mit- 

ir) Ib 8|ilw X mit ^mm Karwe ail ihreB KrflmmnngBelementeny 
im gjiiiM Z^ ttt ea^btfnAtBmiit Emrwe mit ikcm KiiiinmnngBelem«iten 



fi) nn gjiiiM ^ kl eis fmakk mit wmm LiBiendementeii, wobei 
OQ iriy md nn gjiiiM Z^ £e BihBl«ini ücm FbnkfaB mit ihien 

Punkt und in £ 




jedodi eine Besiehnng 

^Ti «1 + ^ «^ + i^ •• 



Karre P^j^ gut oder: 



Seilt HM Or p wmi ^ fvticila Difcmrtialqnatienten ihi« Werte 
aas dcft 6UdbiD«n (28a,Ke) Sl296 ein, so kUmmt: 

= '-eoB{l + m)[^aabkl—l9inl--mdl--lmil+ii)dii + coB(^^ 
oder 

f&i) asinmdl^-dl 

Ak 

Warn die dmnk die Gleitimmgen i'67; besHwaäe Sckar von oo^ Linien- 
demeiUen eine Kwrre büden sotleny müssen jene die Bedingung (68) erfüllen. 
Für die dareh die Gleicknngim 67) und (68) bestimmte Kuire 
im System 27 ist dann weiter: 



9 




dz 


H'' 




<•-^ 


'^" 


K'- 




<- + 


P' 














1 












sin' 


^+7 



— vrf i -*- t' « 



— a äin i — / sin i -|- « tf 1 — / sin > -^ ^) da 4- cos (1 -p f^) «'i 



1) Denn aas der Bedingung, daß einem Linienelement mit seinen Krümmungs- 
BBCnten im System £ wieder ein Linienelement mit seinen Krümmongselementen 
2^ entspricht, folflt keinerlei Beziehong zwischen den Größen q and q^. 
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odar nach der Oleichimg (68): 

8in»(A + fA)? = — 
Hieraus folgt 



dX + dii 



1 + 



(a CO» n + l) dX + Id II 
a cos iidX 



und 

(69a) 

Ebenso ergibt sich: 
(69b) 



gBin«(A + ft) 



dl + dii 



COflfA 



1 + 



— K'+S)- 



q Bin» (X + ii) 



COBft| 



h + 



+ J(' + S;) 



q sin* (X^+ IL,) 

Nun ist nach den Gleichungen (47ayb) S. 303: 



dX^ 



■ dl , rffii = dfi . 



Folglich ergibt sich schließlich durch Subtraktion der Gleichungen 
(69a,b) die Gleichung (650, d. h. 

Im ersten FaUe, wo in den Systemen S und S^ entsprechende Kurven 
vorliegen, befriedigen deren entsprechende Krümmungsdemente die Glei- 
chung (65'). 

ad ß). Im eweiten Falle sei im System Z ein Punkt x » x^y 
y = y^ mit g » oo und im System 2^ die entsprechende Kurve mit 
ihren Ejrümmungselementen gegeben. Es ist jetzt: 

dx^Q und rfy -=■ , 
oder 

a^dk + xf'dyi + ofdl-'-O, 

y^dl+y^dn + i^dl^O 
oder 



— (— i) : (I + a cos fi) : al sin fi 



dl .du: dl- 
oder 




i 


dl- 


• 


-Ida, 


-(-0 


(708, b, c) 


rffi — (1+ 'acosii)d6y 








rfi = 


' a 


laian 


d6. 



Nebenbei bemerkt gilt also auch hier die Gleichung (68), so daß sich 
der Satz ergibt: 

24 Die Gleichungen (67) stdlen in Verbindung mit den Gleichungen 
(28 a^ b, c) S. 296 stets dann und nur dann einen Liniendementverein dar, 
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wenn die Funktionen fp^ die Oleidmng (68) erßUen. Dies&r Linienelemen^ 
verein besteht Oberdies aus den lAniendementen dessdben Punktes, wenn 
noch die Gleichungen (70a, b) erßüt sind. 

Ans den Oleichiiiigeii (70a^ b) folgt aber weiter für 9 » cx) wie im 
Yorigen Falle die Oleichimg (69 a): 



COSfft 



i + 






j sin« (X + f*) 



d.h. 

Auch im gweiten FaOe, wo im System £ ein Nuttkreis, im System 
E^ die entsprediende Kurve vorliegt, befriedigen die entsprechenden Krüm- 
mungsdemente wieder die Gleichung (öö'). 

Hiermit ist dann nach der ersten Methode der Satz 23 bewiesen. 

U. Bei der in Aussicht genommenen jsweiten Methode fär diesen 
Beweis gehen wir ans von der Gleichung S. 340: 



(534)..:. 



«1 



Es genügt die Beschriüiknng auf die Umgebungen entsprechender Linien- 
elemente (x, y, p) und {x^, y^, p^); wir wählen daher der Einfachheit 
halber wieder n — n, = m = 0, was ja auch durch zweckmäßige Wahl 
der Koordinatensysteme sich stets erreichen läßt. (VgL S. 310, ins- 
besondere die Gldchungen (47 a, 'b, c) daselbst.) 

Es ist jetzt 

aar, dl^ dx^ dft^ 



^ dl^ dx^ diH dx ^ d\ 



Tx 



oder nach den Gleichungen (47 'a, b, c) 



dx^ 



dl ,dx^ 



dx "^ dl^ 



dx 



und femer 



cx 



D, 



11» 



dx' 



Dt9 usw., 



a» 



wo 



«* 


3f 


3* 


y" 


r 


y 


P" 


p" 


P 



dil^lhJ} 



(vgl. die GlÄchung (30a) S. 297) und D.^ die zugehörigen ünter- 
determinanten des Elementes der i^^ Zeile und k*^ Kolonne bedeuten.') 



1) Baltser l.Cr 8. US, §12,2.- 
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Also ist 
und 



■0-^--?-^'-»n+*f-Ai + «lA. 



+ »f LA« + pD„ + jD„] + 4 [As + i>A. + qD„l 

Wir setzen zur Abkürzung 

A-Ai+pAi + sAi, 

D, = D,^+pD„ + qD,„ 

D, = D,, + pD„ + qD„. 
Dann ist 

(71) 2) ^ («» + j»a? + «j?) - - Ja;}. • A + *5" • A + 4 • A 
und analog, da p^ = ist: 

(72) l>-(pH-|>P? + 31>?)--Jj>}'-A+l>fA- 
Nun ist nach den Gleichungen (28 a, b^ c) S. 296: 



A- 



1 «^ «» 




1» »^ y" 


- 


4 l>^ l»* 





A= 



A= 



x^ 1 ;r' 




tf'Pi^ 


— 


l 





«^ ay 1 




j^rj» 


- 


p^ jy g 





1 — Z sin (A + ii) C08(A + fi) 
p lcos(X + li) sin (A + (i) 
1 ^ 

« Bin«a + f*) ^ 

— asinA— /8in(A+f*) 1 co8(il+fi) 
aco8A + Zcos(A + fi) p 8in(il+fi) 

8in«(i + ^) « 

— asinA— ?sin(A+f*) — ?Bin(A+/i) 1 

aco8A + /co8(A + fi) Zco8(A + /i) jp 

1 1 



— gl- 



Bin«(Z+|A)' 



«gZ + jacoB/i- 



8in«(l + ^)' 



^qalBmii + 



asm II 



8in«(X + rt 



Bin« (X + f*) sin* (1 + ii) 

Also folgt hieraus und aus den Gleichungen (29 a, h, c) S. 296: 
(71-) D.(xj+pa;j + ga?) ^[ftsinA,-Z,8in(A,+^)]{-gr- ^.^.^^'^ J 

- Jjsin (Ai + ,*,) . [ji + jo cos ;* + ü^J-^J 

+ cos (A, + ^) . [gal sin /t + -^^^] 
= fjoi (sin Ai + sin fi cos (ili + /hO — joi, cos ft sin (i^ + f^) 
— qlli J sin (Aj + ^,) - g«i sin (A, + ^,)] 
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oder unter Benutzung der Gleichungen (47 "b^ c) S. 310: 

oder 

wo wie oben in der Gleichung (64") S. 340. 

ab 
ist. Analog ist 

^•0^+M + g-l>?)°-V ,in»(x'+M '[~g^~ »in'(X + >.)] 

oder 

(72") l>(K+P-P? + ?-l>?)-.i^+-^){0+^Si*^ 

Durch die Gleichungen (11") und (72'') geht dann die ursprüngliche 
Gleichung (53d) S. 344 über in 

„ , i \ ^gBin«(X + ft); ^ 



oder 



3iBin'(^ + f*i) 



' g sin* (A + f*) 



' q gm' (A -}- /t) ^ ^ ^ 

{^ + . ,,^ , -t) • C+ cos ,* 



oder (wieder im Hinblick auf die Gleichung (47 'c) S. 310): 
(53'd) J— « -^ + ^ 



'' + g,sin'(i, + f*i) '+«Bin»(Z + ,i) 

Hieraus folgt aber unmittelbar die Sayarysche Formel (65') S. 341, 
so daß damit der Satz 23 S. 340 auch nach der zvoüien Methode be- 
wiesen ist. 

Ausdrücklich wollen wir noch hervorheben, daß dieser neue Be- 
weis der Sayaryschen Formel sowohl für reelle wie f&r nicht reelle 
Krümmungselemente gültig ist und wegen dieser Allgem^einheit wesent- 
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liehen Vorzug Tor allen andern bekannten Beweisen der Kinematik 
besitzt. 

Unter Benutzung der Savary sehen Formel (65') ergibt sieh nun 
weiter sogleich der Satz: 

25. Die erweiterte Berührungstremsformation (oder die OshulaÜonS' 
transformation) der äußeren Kreisbewegung wird durch die früheren 
Gleichungen (28a,b,c), (29a,b,c) S, 296 und (47a,b,c) S. 303 unter Hin- 
zunahme der neueti Gleichungen 

_ 1 g 

* "" sin*(;i-f /«) ' cos /c—ffi' 

1 «1 

9 t 



(28 d) 



Flg. 10. 



a + 6 , 



(29d) 

und 

(47d) 

gegdien. 

Die geometrische Bedeutung des neuen 
Parameters b (und ebenso die von e^ ergibt 
sich aus der Formel 



<73) 



B « 



COBfl 




>-X 



wo e »> SE und E der Erümmungsmittelpunkt des ErQmmungselementes 
ist (Fig. 10). 

Für die Funkiionaldeterminante der Oshdaiionstransformation end- 
lich ergibt sieh: 

^ ^ d{x,y,p,q) d.{x,y,p,q) d{X,ii,l,s) 



hj (^iiBii) . /_ £V r— 1^« 

^3 ä(a:,y,p) V feM '^ 



oder mit Hilfe der Gleichungen (30a,b) S. 297 



= (- 1)'' 



Bin»(Z + f^) 
Bin»(i,-f,i,) 






Das nicht identische Verschwinden der Funktionaldeterminante zeigt 
also unmittelbar, daß wir es mit einer regulären Transformation zu tun 
haben. ^) 



1) Vgl. Liebmann, I.e. S. 109. 
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§6. 

Die BerfilmugB- nnd OskiüatioiiBtmisfoniiation der allgemeinen 

ebenen Bewegung* 

Es seien jetzt zwei hdübige Kurven k und K\ als PöB)ahnen der 
Systeme £^ 2^ gegeben (Fig. 11). Da durch ihre Abrollung aufeinander 
jedem Punkt des Systems £ eine Bahnkurve im System £^ und um- 
gekehrt jedem Punkt in Z^ eine Bahnkurve in £ entspricht, so gilt 
dem Satze 3 S. 285 gemäß sogleich auch hier: 

26. Durch die ÄbroUung der Polbahnen aufeinander ist ewisdun 
den dienen Systemen £ und Z^ eine BerOhrungstransformatian fesigdegt^ 
die wir dann 'die yjBernknmgsttmtsfbrnmHon der (allgemeinen) ebenen 
Bewegung"^ nennen wollen. 

Wir gehen jetzt dazu über, wieder die Gleichungen dieser Be- 
riihrungstransformation aufzustellen; wir werden sehen, daß dieser all- 



Plg. u. 




''•^i-l. 



^'S 



gemeine Fall sich nicht wesentlich von dem speziellen der Kreisbewegung 
unterscheidet, so daß wir auch die Einzelheiten nicht nochmals aus- 
führen wollen. 

Die beiden Polbahnen i, ki seien je auf ein rechtwinkliges I17- 
oder I^i^^-Eoordinatensystem bezogen und sogleich durch je ein Glei- 
chungspaar mit dem Parameter s und Sj^ gegeben, wo s und s^ die 
Bogenlängen der Kurven, von dem anfänglichen Berühnmgspunkt S^ 
aus gemessen, bei gegebenen einander entsprechenden positiven Rich- 
tungen auf den Kurven bedeuten (Fig. 11): 

wo dann 

!'»(*) +,'«(*) -1, 



(75a) 



(76a, b) 
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isi^) Für die Umgebung der in Betracht kommenden Stelle s ^ s^ 
seien die 4 Funktionen dieser Gleichungen (73 a^ b) regulär voraus- 
gesetzt. 

Wir machen nun sogleich ganz den Gleichungen (28ayb^c)y (29a,b,c) 
S. 296 und (47aybyC) S. 303 entsprechend den folgenden Ansatz, der für 
die Umgebungen zweier entsprechenden Linienelemente (x, y, p) und 
{x^j y^, Pi) unter Zugrundelegung derselben soeben eingeführten Koor- 
dinatensysteme gelten soll: 

(77a, b,c) y = 7i{ä) + lsin{X + ii)y 

p = -cotg(A + f*); 

(78a, b, c) Vi = ^1 («i) + «1 Sin (A^ + f*,) , 

Pi = -cotg(Aj + f*,); 



und 
(79a, b) 

(80a, b) 



8iBA = -J|=-§'(«), 

a^ (81»,b,c) fi4 = fi, 



Hierbei sind dann die Größen A, (i, l (und ebenso A^, fi^, l^) ana- 
lytisch wie geometrisch in analoger Weise wie auf S. 296 ff. definiert, so 
daß auch die Ungleichungen 

(32) o^r+fi<:« 

(33) -n<J^ie 

wieder gelten sollen.*) 

Für gegebene Werte a;,y,p gestatten nämlich die Gleichungen (77a,b,c) 
und (79a,b) umgekehrt die entsprechenden Großen SyX^ yi^lyk folgender- 



1) Vgl. deswegen z.B. Scheffers, Einführung in die Theorie der Kurven 
in der Ebene und im Baume (Anwendung der Diffeiential- and Integialrechnnng 
auf Geometrie, Bd. I), Leipzig 1901, S. 6. 

S) Um den Vergleich mit dem obigen speziellen Falle der Kreisbewegung 

8 8 

durchfahren zu können, sei bemerkt, daß dort X «> — , X^ «=- — ^ für die Um- 
gebungen von « ^ «I «> ist. 
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maBen zu berechnen: Ans den Gleichungen (77a,byC) folgt zunächst zur 
Bestimmung von s die Gleichung 

(82a) (*-l(«)) + l'(y-'?(s))-0, 

woraus ein oder mehrere Werte fEb* s sich berechnen lassen. Von 
diesen werden wir indes einen als bevorzugt auswählen, auf dessen Um- 
gebung wir uns auch in der späteren Rechnung beschränken. Nach 
den Gleichungen (79ayb) ist dann zu diesem ausgewählten Wert von $ 
der zugehörige Wert von X in Rücksicht auf die Ungleichungen (33) 
eindeutig bestimmt. Der Winkel k ist^ falls er reell ist, den Glei- 
chungen (79ayb) gemäß geometrisch wieder der positive oder n^ptive 
Winkel, durch den man im entsprechenden Sinne die positive ^- Achse 
drehen muß, bis sie zum ersten Male mit der Normalen der Polbahn h 
(vgL S. 299) zusammenfallt. Hierdurch ist dann auch die positive 
Richtung der Normalen festgelegt. 

Weiter gelten noch die Gleichungen 

(82b) A + fi = arc cotg (-p), 

(82c) i^J^^^ 1^) 

^ ^ C08(l-j-fl) 8in(i + ^) 

welche den Ungleichungen (32) gemäß auch die Größen k-\- 1$,, l und 
damit /i eindeutig bestimmen. 

Besonders hervorheben müssen wir indes noch, was der Vei^leich 
der Formeln (81b, c) mit den Formeln (47b,c) S. 303) erkennen läßt, da& 
wir die Zahl m von vornherein der Einfachheit halber gleich gesetzt 
haben, da sich dies durch geeignete Wahl der Koordinatensysteme stets 
erreichen läßt, falls es nicht schon von vornherein der Fall ist 

Wir werden jetzt nachzuweisen haben, daß 

erstens durch den obigen Ansatz der Gleichungen (77) — (81) eine 
Berührungstransformation zwischen den Linienelementen (x, y, p) und 
(^1 Vi jPi) bestimmt wird und 

zweitens diese Berührungstransformation in der Tat mit der im 
Satz (26) bereits auf geometrischem Wege gefundenen übereinstimmt. 

adl. Es folgt zunächst aus den Gleichungen (79a,b): 

Nach der Gleichung (76a) ist aber 
(76-8) !'(«)• r(s) + V(«)-V'(»)-=0. 

Ist daher in den Gleichungen (83) i^' -= 0, so ist nach den Glei- 
chungen (76a) und (76' a) notwendig S'^ und |''» 0, d. h. es ist dann 
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allein der Quotient y als Wert für ^ in den Gleichungen (83) zu 
benutzen. Auf jeden Fall ergibt sich: Der Differentialquotient j- (und 



Wir setzen noch: 



ebenso atuili ^) hat stets einen endlichen Wert. 



(848) 
(84b) 



dl 
dt' 



1 

1 

1^1 W 



wo E und iJj die (positiven oder negativen) Krümmungsradien der Pol- 
hümen für die Werte s und s^ bedeuten. 

Es ist nun (vgl. die Gleichungen (SOa^b) S. 297) die Funktional- 
determinante : 

— sinA— isin(A+f*)-^- — iBin(A+fi) cos(A+fi) 

d(x,y,p) . .. . \ , . . ._,. . ^dX 



7f 7f Oi 




yr»' 


— 


jfp'^ 





« cosA+ico8(A+f*)j^ +Zcos(il+f*) sin(A+ft) 



dl 



m*{l + y.) ds 



oder 

(85a) 

Ebenso ist 

(85b) 

Also folgt 






cos fi 



Bin«(X + /t) 



8in«(X + M) 



a(Ä,,ft,,i,) 8in«(Z,.+ fi,)^^- 









oder nach den Gleichungen (81a, b, c) 



(86) 



^{^,y,P) 8in*(^+f*i) 



*0, 



(vgl. die Gleichung (57) S. 311), d. h.: Unser Ansatz stellt in der Tat 
eine Transformation der Linienelemente (x^y^p) und (^i^yi>jPi) dar. 

Damit diese Transformation eine Berührungstransformation ist, muß 
allein die Gleichung 

erf&Ut sein, wo der Faktor q (x, y,p)^0 ist (vgl. die Formel (56) S. 310). 
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Es ist nun 

dy-^pdx — (yds + y^dfi + ^dt) '-p(x'd8 + afdfi + afdl) 
oder nach den Gleichungen (TTa, b^ c) und (79 a, b): 



und analog 



, , Binik.-d8i+dl 



Folglich ergibt sich nach den Oleichungen (Sla^b, c): 

^ 8m(l, + ^)^ 

Wir wollen noch auf die aus den Gleichungen (86) und (87) 
folgende Beziehung hinweisen: 

eine Gleichung, die fQr jede Berührungstransfonnation gilt (vgL Satz 19 
S. 311). 

ad IL Was den geforderten zweiten Nachweis betrifft, so folgt 
aus den Gleichungen (77a^ b), (78a, b) unseres Ansatzes unmittelbar: 

(89a^b) Äi=(fl;— {)cosA+(y— iy)8inA— (a^— 6i) cosAi — (yi— lyJsinAi^O, 

Äj«— ra;— 5)8inA+(y— i?)cosi+(a:i— 6i)co8Aj— (yj— i2i)8inAi«0, 

oder, wenn wir noch 

B'^x + iy, ^i^^i + iyu 

setzen: 

(90) Ä, + iß, » (« - t(s)) • e-<' - (*, - 1, («)) • «-"i -= 0. 

Wir stellen ganz ähnliche Betrachtungen an, wie wir sie f&r den 
speziellen Fall auf S. 283 durchgeführt haben. Wir denken etwa f&r 
jeden Wert s das ursprüngliche o^y-Eoordinatensystem durch eine solche 
Parallelverschiebung, die den Anfangspunkt in den momentanen Pol 
der Polbahn, d. h. in den Punkt S oder t(s), verlegt, und durch eine 
dann erfolgende Drehung durch den Winkel X in ein neues (x),(y)- 
Koordinatensystem übergeführt, so daß also die neue (a?)-Axe mit der 
positiven Normalenrichtung zusammenfällt (Fig. 12). Dann stellt 
(b — iis)) e~*^ den neuen komplexen Wert des Punktes dar, der im 
alten System durch den Wert gegeben ist. Analoges gilt für das 
Glied (e^ ~ Si (^))^'"'^* • Hierbei fallen dann die neuen (a?), (y)- und 
(x^), (j/J- Koordinatensysteme zusammen, wenn die Polbahnen sich im 
Puidd^e S =- Si berühren. 
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nieraas folgt: 

27. Die Gleidmng {90) stellt für jeden bestimmten Wert b, d. h. 
für jeden Punkt des Systems U die entsprechende Bahnkurve im System S^ 
dar und umgekehrt für jeden bestimmten Wert e^^ d. h, für jeden Punkt 
des Systems Z^ die entsprechende Bahnkurve im System Z, und Bwar 
jedesmal mit dem Parameter s, da ja nach den Gleichungen (79^h) und 
(80a,b) 



und 



o-i^t 



Vi(«) + »Ti(s). ist. 




Wir gewinnen daher das Qesamtresultat: 

28. Die durch die beiden gegebenen Polbahnen i, k^ bestimmte 
yyBerührungstransformaiion der Bewegung^^ tvird in der Tat analytisch 
durch die Hauptgleichungen (77a, b,c)^ (78a,b,c)y (81a,b,c) und die Hufs- 
gleichungen (79 a, b), (80 a, b) dargestellt, und ewar sind die aus ihnen ab- 
geleiteten Gleichungen (89a,b) oder (90) die charakteristischen 
Gleichungen dieser Berührungstransformalion mit dem Parameters. 

Das anschauliche Erfassen dieser Berühmngstransfonnation endlich 
wird den Sätzen 15 — 17 S. 305 — 307 entsprechend durch folgende 
Realitatstheoreme geliefert: , 

29. In der (mehr oder weniger ausgedehnt gewählten) Umgebung 
des reellen Wertes ä «= s©, auf die wir uns beschränken, entspricht nur 
jedem solchen reellen Linienelement (aJ,y,jp) wieder ein reelles Linien- 
element (a?i, yi,i>i), dessen Normale die PoJbahn k in einem redien 
Punkte S in der Umgebung von S^ = [| (s^), vi {s^"] schneidet. 

80. Die so einander entsprechenden reellen Liniendemente (rr, y, p) 
und {x^ y^, p^ kommen bei der Abrollung der Polbahnen k, k^ grade 
dann zur Deckung, wenn diese sich momentan im Punkte S berühret}. — 

SMtachrifl f. lUtheiutik a. Pbytik. M. Band. 1906. 4. Heft. 23 
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Wir gehen dqh auch zur erweiiertm Beruhrungstransformaüon (oder 
(kkulatumstranrfarmatian) der allgemeinen Bewegung über und steilen 
uns eunächst wieder die Aufgabe y die Sav arg sehe Formel absuleiten. 
Dodi wollen wir uns auf die erste der beiden S. 341 angegebenen 
Methoden beschranken und auch w^en der Einaelheiten dorthin verweisen, 
ad ff). Es wird jetzt: 

y'ds + y'^diL + ^dl 
^'^ a^ds + a/'dii + afdl 

oder nach den Gleichungen (77a, b, c) S. 349 (ygL die Gleichung (68) 

S. 342): 

(91) sinfirfÄ — — <II 

Also wird 






x'dB + st^'dii + afdl 

1 



8in«(i+jO 



idl + dii) 



/— Bin i — l Bin (X + fi) ~) rf « — I sin (X + 1») df* + cos (X + ft) d / 

oder mit Hilfe der Gleichung (91): 
3.8in'(A + fi) = 



di + dii 



oder 

(92a) 

Ebenso ist 
(92b) 



cos fl 



1+ 



Idl 4- 'dfft -f- <^<» l''ds 

dl + d(i 

"" d8 






h + 






gjSin«(l,+^) 



Nach den Gleichungen (81 a, b) S. 349 folgt daher schließlich die 
Savarysche Formel: 



m 



cos f&i 



'i + 



1 + 



C08fl> 

r 



^ dl--dl^ ^ 



dB 



c, 



(vgl. die Formel (650 S. 341). 

ad /)). Aus (^x » und dj/ » folgt^ wie auf S. 343: 



dsidfiidl-^ 



cs^ oi 



^ 3f 



y r 
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oder 




ds ' 


= - Idö, 






(94a, b,c) 




d(i' 
dl- 


= isinftdcr. 


fi)d(y, 




Folglich gilt 


hier (für 


q » oo) nach den 


Gleichungen 


(94a, b) 


(92'») 




COBf^ 


COB|i 


dX + df» 

ds ' 




'+.- 


1 

Bin» (i - 





Die Gleichungen (92 'a) und (92 b) zeigen dann aber wieder das 
Bestehen der Savaryschen Formel (93). Wir erhalten daher das 
SchluBergebnis: 

31. Auch im Fälle der allgemeinen dienen Bewegung ist die Savarysche 
Formd der Ausdruck für die Erweiterung der sugehörigen Bertihrungs- 
transformation eur Oshdationstransformatian. 

Für den Parameter C dieser Formel femer ergibt sich unmittelbar: 

^^^) ^ "" da u- R Ä/ 

wo die Größen o, Uy E, B^ die in den Formeln (64) S. 338 und (84 a^ b) 
S. 351 ausgesprochene Bedeutung haben. 

32. Der Parameter C der Savaryschen Formel ist also gleich dem 
Quotienten aus der momentanen Winkelgeschunndigkeit des Systems 2)^ 
in £ und der moment^men Wechsdgeschwindigkeit des Pols oder gleich 
der Differenz der momentanen Krümmungen der PoJhaknen. Dies ergibt 
weiter den auch aus der Eanematik bekannten Satz: 

33. In jedem Moment kann man, was die Krümmungen je zweier 
entsprechenden Kurven der Systeme £ und £^ in ihrem augenblicklichen 
Berührungspunkt (d. h, die Beziehung der Größen Xy y, p, q und 
X,, y^f Pi, gl zu einander) betrifft, die Polkurven durch ihre Krümmung»- 
kreise ersetzen, was besonders auch für geometrische Konstruktionen in 
Betracht kommt 

Was endlich die erweiterte Berührungstransformation selbst betrifft, 
so können wir wieder (dem Satze 25 S. 347 entsprechend) den Satz aufstellen: 

34. Die erweiterte BerührungstransfomuUion oder die Oshüations- 
transformation der dllgemeinen Ebenen Bewegung wird durch die Formeln 
(77a^b,c) — (81a^b, c) S. 349 unter Hinzufügung folgender Formeln bestimmt: 

("^) g = stn*(A + /c) ' cos/c-6f ^ 



(«1^) *^ = (i-i) + ^^ 
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wo nach den Gleichungen (83) S. 350 und (84a, b) S. 351 

(96a, b) J__ffi gr(M_^i(^i) 



^^i" ^i(M""«i(M 



ist. 



Die geometriscike Bedeutung der neuen Parameter a und c^ ist die 
gleiche wie in dem auf S. 347 besprochenen speziellen Falle. 

35. Um also jetBt hei gegdßenen PoTbdknen (f?gl. die Gleichungen 
(75 a, h) S. 348) zu einem gegebenen Krümmungselement (x, y, p, q) in L 
das entsprechende x^, y^, Pj, q^ (bei der Beschränkung auf die Umgebung 
van s ^Sq) zu bekommen, bestimmt man zunächst atis x, y, p, q durch 
Auflösung der Gleichungen (77 a, b, c, d) und (79 a, b), (96 a) die Großen 
s, (ly l, £, l, B (vgl die Gleichungen (82 a, b, c) S, 350), wo s der Um- 
gdmng von s^ angehören möge, darauf aus diesen nach den Gleichungen 
(81a, b, c, d), (80a, b), (96b) die entsprechenden Größen s^, ft^, l^^ ^^ A^ R^ 
und schließich aus letzteren ncuh den Gleichungen (78 a, b, c, d) die 
gesuchten Größen x^, y^, p^, q^, 

§ 7. 
Veranschaulichung der Beruhrungstransformation der Kreisbewegung 

durch die Modelle. 

Die zunächst zum Studium der Yerzahnungstheorie herausgegebenen 
Modelle^) eignen sich in vorzüglicher Weise nun auch zur Ver- 
anschaulichung der im vorstehenden entwickelten geometrischen Eigen- 
schaften unserer Berührungstransformationen. Wir wollen im folgenden 
die einzelnen Modelle in dieser Hinsicht kurz besprechen, und zwar in 
der zweckmäßigen Reihenfolge und Zusammenstellung, wobei auf die 
Abbildungen der Modelle verwiesen sei.*) 

Modell XXIV Nr. 1. Das Modell vei-anschaulicht bei den sich 
äußerlidi berührenden Polkreisen grade die Verhältnisse des Falles, 
der von uns ausführlich in den §§ 1, 3 — 5 besprochen ist. Es zeigt 
im einzelnen die Bahnkurven (eine verschlungene, gespitzte und gestreckte 
Epitrochoide), welche 3 Punkte des einen Systems, etwa von 27, im 
andern System 27^ beschreiben, oder m. a. W., es veranschaulicht, wie 
die Linienelemente dreier Punkte im System £ den Linienelementen 
im System 27^ zugeordnet sind. Und zwar sieht man bei der Bewegung 



1) Vgl. die Anm. S. 281 und insbesondere in den dort genannten Abbandlungen 
die beigegebenen vier Tafeln mit den photograpbiscben Abbildongen der Modelle. 
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des Modells deutlich, wie die Linienelemente jedes Punktes auf seiner 
Bahnkurve unter Gleitung des Punktes selbst abrollen. Es genügen 
diese drei Punkte vollständig, um zu überblicken, wie die Linienelemente 
jedes anderen Punktes im System Z den Linienelementen im System 2\ 
zugeordnet sind. Dem Radienverhältnis a:&»ft:/3«2:ö entsprechend 
besteht jede Bahnkurve aus fünf kongruenten Teilen, und dem einzelnen 
Linienelement eines der drei Punkte (wenn ihm überhaupt wieder reelle 
Linienelemente in Z^ zugeordnet sind) entsprechen, wie man anschaulich 
an dem Modell erkennt, in jedem dieser fünf Teile zwei Linienelemente, 
also insgesamt 2/3 — 10 Linienelemente. Von diesen liegen in dem 
Falle, daß der Punkt auf dem Polkreis h^ sich befindet^ fünf in den 
Spitzen der Epizykloide, m. a. W.: Befindet sich dieser Punkt grade 
in einer Spitze seiner Bahnkurve*, so fallen aUe seine Linienelemente 
gleichzeitig mit entsprechenden Linienelementen in E^ zusammen. 
Für den außerhalb gelegenen Punkt entsprechen nicht allen seinen 
Linienelementen wieder reelle Linienelemente im System 2^, sondern 
nur denen, deren Normalen den Polkreis Tc^ reell treffen; hierbei ist es 
eigenartig, daß die beiden Linienelemente dieses Punktes, deren Normalen 
den Polkreis h^ berühren, keinerlei Singularität auf der Bahnkurve 
an den entsprechenden Stellen hervorrufen. 

Die Formeln (52 a, b) S. 308 nehmen hier, wo a : 6 = 2 : 5 ist, die 
folgende Form an: 

. /. %t\ 5t— 10r» + r* 



r«> 



». — ^(2.V) — Ä- 



Moddl XXXI Nr. 2. Dieses Modell zeigt das Gleiche wie das 
vorige, jedoch für das einfachste Radien Verhältnis a : b » 1:1. Die Bahn- 
kurven sind jetzt Pascalsche Kurven. Die Formeln (52a,b) lauten 
einfach: 



w^ = — T. 

ModeU XXIV Nr. 3, 5, 4. Hier berührt der eine Polkreis den 
andern innerlich; die Polkreise haben bezw. das Radienverhältnis 5 : 7, 
2 : 5, 3 : 5. Ist 2^ das System des größten Polkreises, so veranschau- 
licht in entsprechender Weise wie bei dem zuerst besprochenen Modell 
das erste dieser drei Modelle die den Linienelementen der Punkte des 
Systems Z^ im System Z entsprechenden Linienelemente, das zweite 
umgekehrt die den Linienelementen der Punkte des Systems S im 
System S^ entsprechenden Linienelemente, endlich das dritte beides 
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gleichsseitig und zwar je fQr einen Punkt beider Systeme, die in einem 
Momente der Bewegung zur Deckung kommen. 

36. Die analytisd^en Formdn der JBerührtMgsiransfaniuUion der 
äußeren Kreisbewegung (^8a,b,c>, (2Pa,b,c> S. 296 und (47 %h^^) 8. SOS 
übertragen sich unmittdbar auf diesen Fall der ^inneren" Kreisbewegung^), 
wenn man m ihnen b durch ~ b ersetzt. 

Moddle XXIV Nr. 5 und XXXI Nr. 1. Diese zusammen- 
gehörigen Modelle zeigen das Gleiche wie das yorige, jedoch für das 
einfachste Radienyerhaltnis a : 6 » 1 : 2. Die allgemeinen Bahnkunren 
im System Z^ sind dementsprechend Ellipsen, die im System 27 wieder 
Pascalsche Kurven. 

Moddle XXIV Nr. 6 und 7. Von den beiden Polkreisen ist jetzt 
der eine, etwa Jc^, in eine Gerade k ausgeartet (d. h. a =» jR » oo). An 
die Stelle der Gleichungen (28a,b,c) S. 296 oder (77a, b,c) S. 349 treten 
demgemäß die folgenden: 

x — (c — s sin A) + Z cos (A + fi), 
(97a, b, c) y « (rf + s cos X) + Z sin {l + (i), 

j) = - cotg (A + /*), 

wobei X — const. ist (oder 5" "^^ » — ^ j und c, d die Koordinaten des 

Fußpunktes des vom Koordinatenanfangspunkt auf die Gerade k ge- 
fällten Lotes sind. Bei der speziellen, 
im folgenden beibehaltenen Wahl des 
Koordinatensystems (Fig. 13), bei der 
die a?-Achse mit der Normalen des An- 
fangspunkts 8q zusammeniallt, ist ins- 
besondere A » und d^O, d. h. 

X = c + 1 cos II 
(97'a,b,c) y == s + i sin fi 

P = — cotg II. 

Wir brauchen diesen Fall im einzelnen 

nicht besonders zu besprechen, wir wollen 

nur eins hervorheben: Ist die Normale 

des gegebenen Linienelements {x, y, p) die Gerade k selbst, d. h. ist 

X ^ c und p « 0, so folgt aus den Gleichungen (97'a,b,c): 



Flg. IS. 




9^X, 



während { und s unbestimmt sind, wobei nur s + 1 ^y ist. Dement- 



1) Vgl. wegen dieses Ausdincks S. 2S2. 
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sprechend ist nach den Gleichungen (81a,b,c) S. 349 ^^ —, und l^, s^ 

sind ebenfalls unbestimmt, doch wieder ^i + 'i = y- ^^^ einem solchen 
Linienelement {x^ y, p) entsprechenden Linienelemente im System Z*, 
sind also nach den Gleichungen (29a,b,c) S. 296 oder (78a,b,c) S. 349 
gegeben durch: 

a:j = — ftcosA^ — (y + bX^) sin k^, 

(98a,b,c) y^ « — 6 sin Ai + (y + bX^) cos A^, 

Pi = tg ^u 

wobei ;ij — — ^ (vgl die Anm. S. 349) ist. 

Es genügt offenbar, allein das Beispiel y = weiter zu diskutieren. 
Man erkennt sofort, daß die Gleichungen (98a,b) eine gewöhnliche 
Evolute des Ejreises k^, darstellen^) und die Gleichungen (98a^b,c) zu- 
sammen ein Linienelement dieser Kurve, d. h. 

37. Bei der Berührungstransformation derjenigen spezieUen Bewegung^ 
deren Polbahnen eine Gerade im System £ und ein Kreis im System 2^ 
sindf entsprechen jedem Liniendement (x, y, p) des Systems £ mit der 
Geraden als Normalen unendlich viele Linienelemente im System U^, 
nämlich die Liniendemente einer gespitzten Kreisevolvente, der Bahnkurve 
des Punkts {x, y) im System 2^. 

38. Jedem andern Linienelement des Systems Z entpridU dagegen 
nur ein Liniendement im System Z^ (und zwar einem reellen Linien- 
dement in U stets ein reelles Liniendement in 27^ vgl. Satz 13c S. 304): 
umgeikehrt entsprechen einem allgemeinen Liniendement in £^ unendlich 
viele Linienelemente in E. 

Alle diese Verhältnisse werden durch die genannten Modelle ver- 
anschaulicht, indem diese wieder die Bahnkurven von Punkten des einen 
Systems im andern, allgemeine Zykloiden oder Kreisevolventen, dar- 
stellen. Es ist interessant, hierbei gerade den Grenzübergang zu be- 
obachten, wenn der Punkt (a;, y) auf die Gerade ä; rückt. 

Modell XXXI Nr. 6, Die Polbahnen sind zwei äußerlich sich 
berührende Kreise mit dem Radienverhältnis a : & = 4 : 3. Im System 27, 
ist eine Kurve, speziell eine dreispitzige Hypozykloide, und im System U 
die Gesamtheit der ihr durch die Berührungstransformation zugeordneten 
Kurven gezeichnet, dem allgemeinen Satze entsprechend: 

Bei jeder BerührungstransformaMon entsprechen den Liniendementen 
einer bdid>igen Kurve des einen Systems stets uHeder die Liniendemente 



1) Vgl. z. B. Loria, Spezielle algebraisdte und transcendenU ebene Kurven, 
Leipzig 1902, S. 600, Gleichung (3). 
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einer (ev. eerfaUenden) Kurve im andern System^ die auch in eine j^Tunkir 
kurv^ ausarten kann. 

Bei der Bewegung des Modells erkennt man in der Berührung 
der Kurven beider Systeme, wie die Linienelemente der Kurve im 
System U^ den einzelnen Linienelementen in 2J zugeordnet sind. 

Jeder Spitze der Hypozykloide entspricht dabei die für alle drei 
Spitzen gemeinsame Bahnkurve i im System I^y eine Epizykloide 
mit vier Spitzen. Jedem aügemeinen Linienelement einer Spitze der 
Hypozykloide entsprechen vier Linienelemente in den vier Spitzen 
dieser Epizykloide und außerdem vier Linienelemente auf ihren vier 
kongruenten Bogenteilen. Dem eu kf, senkrechten Linienelement jeder 
Spitze der Hypozykloide dagegen entsprechen nur die vier doppelt zu 
zählenden, zu k^ senkrechten Linienelemente der Spitzen von i. 

Jedem allgemeinen Linienelement der Hypozykloide (dessen Punkt 
also nicht in einer Spitze liegt) entsprechen natürlich ebenfaUs 2/3 » 8 
Linienelemente in Z*; von diesen liegen vier auf den vier kongruenten 
Bogen einer eweiten vierspitzigen Epizykloide d und zweimal zwei auf 
den beiden kongruenten Bogen zweier zweispitzigen Epizykloideu e^, e^. 
Diese gewiß komplizierten Verhältnisse sind mit Hilfe des Modells 
leicht zu überblicken (vgl. die Formehi (52 'a, b) S. 309). 

ModeU XXXI No, 7. Das Modell veranschaulicht den für die 
Berührungstransformationen der Bewegung^) allgemein geltenden Satz: 

39. Sind rf^ und d^ zwei entsprechende Kurven der Systeme Zi und 
Zy und ist Cf, eine äquidistante Kurve eu rf^, so entspricht letzterer tcieder 
eine zu d^ äquidistante Kurve e^. 

Als Kurven d^, d^ sind speziell im Modell ein Punkt D auf A*^ 
mit seinen Linienelementen im System Z^ und seine Bahnkurve im 
System U, eine zweispitzige Epizykloide, gewählt. Die Äquidistante e^ 
zu D (im Modell l genannt) ist dann als Kreis um den Mittelpunkt D 
eingezeichnet, und ihre entsprechende Kurve e^ in Z wird durch die 
Kurven f\, i, und die Kreise l\ V dargestellt. 

Moddl XXXI No. 4. Dies Modell veranschaulicht den allgemeinen 
Satz: 

Die Aufeinanderfolge zweier Beriihrungstransformationen ist tviedcr 
eine Berührungstransformation. 

Wir denken zunächst in gewohnter Weise die Systeme U und Z, 
auf ein drittes System Z^ dadurch bezogen, daß sie, wie die Fig. 14 
zeigt, sich um die festen Punkte -4, JB, C der Abrollung der Polkreise 

1) Noch andere Beriihrungstransformationen haben diese Eigenschaft, z.B. 
die Dilatation, vgl. Lie und Scheffers, I.e. S. 14. 
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Fig. 15. 



k^ und A'^ aaf \ entsprechend drehen. Da es nur auf die relative 
Lage je der Systeme Ey 2^ und E^j Z^ gegeneinander ankommt, kann 
man anstatt der Fig. 14 stets die Fig. 15 zugrunde legen , d.h. man 
kann, ohne das Problem zu spezialisieren, annehmen, daß die drei Pol- 
kreise sich von vornherein in demselben ^ ^^ 
Punkt Sq berühren und dann um ihre 
festen Mittelpunkte sich drehen. Man sieht 
sofort: 

40. Entsprechen einem reellen Linien- 
eUment im System £^ reelle Linienelemente 
im System Z^, so entsprechen ersterem auch 
reelle Linienelemente in Z, 

Im Modell ist das Radienverhältnis der drei Polkreise a : 6 : c =» 4 : 3 : 1 
gewählt. Im System Z^ ist ein Punkt D mit seinen Linienelementen 
(und ebenso ein zweiter Punkt E mit seinen Linienelementen) gewählt, 
und dann sind in den Systemen ,Z und Z^^ die ihm entsprechenden 
Kurven r/^, d^ als Bahnkurven des Punktes D be- 
stimmt. Diese Kurven d^ und d^^ sind also auch 
entsprechende Kurven der Systeme Z und Z^ 
(natürlich entsprechen der Kurve d^, die hier die- 
selbe dreispitzige Hypozykloide ist wie beim vorigen 
Modell, noch andere Kurven in Z außer d^ wie ja 
das vorige Modell zeigte). 

Um analytisch in unserm Beispiel zu einem Linien- 
element (2;,, y^yP^ des Systems Z^ alle entsprechenden 
in 27 — durch Vermittlung des Systems Z^ — zu er- 
halten, muß man (gemäß dem Satze 18 S. 309) zunächst 
zu x^y J/ifPi die zwei Wertetripel Ui, v[y w[ und tit", 
t'i", ^V\ (nach Analogie der Gleichungen (50) S. 308) suchen, zu diesen dann 
die entsprechenden beiden Wertetripel «?, t?j, u^a und u^', v'ty wi' für das 
System Z^ (nach Analogie der Gleichungen (51a,b) und (52 a, b) S. 308) 
und zu diesen (wieder nach Analogie dieser Gleichungen) die 2« =» 8 
Wertetripel u'% v'\ tc' und u'\ v'% w"' (für i= 1, 2, 3, 4). Diese 
letzten Wertetripel bestimmen dann nach den Formeln (28 'a, b, c) 
S. 307 die 8 Linienelemente {x, y, p) im System Z, die dem Linienelement 
(Xiy y^y Pi) in Z^ entsprechen. 

Um geometrisch das Gleiche auszuführen, beachte man, daß die drei 
Polkreise k^y Ä:^, k^ bezw. 3-, 4-, 12mal aufeinander abrollen müssen, 
bis die ursprüngliche gegenseitige Lage bei allen dreien wieder erreicht 
ist. Ein beliebiges Element (x^, x^y y^) des Systems Z^ — wir wollen der 
leichteren Übersicht halber in der Figur 16b es mit einem Durchmesser 
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des Kreises k^ als seiner Normalen wählen — gelangt dann hierbei je 
yiermal mit zwei entsprechenden Linienelementen (xi, yi, pS) und 
{^i\ yi\ Pt) von E^ zur Deckung und gleichzeitig je einmal mit den 8 ent- 
sprechenden Linienelementen des Systems 21, um dies yöllig anschau- 
lich zu übersehen, lege man die Systeme der drei nebenstehenden 
Figuren 16 a, b, c so aufeinander, daß die drei Polkreise h^ kf^ k^ sich der 
Fig. 16 gemäß in der Anfangslage mit den Peripheriepunkten S', Si^ 3s 
berühren, und lasse die Polbahnen dann aufeinander abrollen, indem sie 
um die festen Punkte A, J3, C sich drehen. Die 8 Linienelemente des 
Systems £ sind in Fig. 16 a grade so mit den Ziffern I . . . YIII be- 
zeichnet, wie sie hierbei der Reihe nach mit dem gegebenen Element 
{^it Vxy Pi) ^^^ Systems E^ zur Deckung gelangen. Von diesen 8 
Linienelementen in 27 stellt das Modell XXXI No 4, wenn (x^, y„ pj 



T^ i 




Fl«. 16 b. 



Fig. 16 c. 





z. B. ein Linienelement der Kurve df, oder 6^ ist, naturgemäß nur die 
Hälfte I, III, V, Vn dar, etwa u\ v\ w\ das vorige Modell XXXI 
No 6 dagegen alle. 

Entsprechende Linienelemente der Systeme 21 und 21^ kofnmen also 
mit den ihnen gemeinsam entsprechenden Linienelementen des Systems 21^ 
bei der Abrollung der Polbahnen gleichzeitig zur Deckung, 

Das Modell regt in verschiedener Weise zu weitergehenden Be- 
trachtungen an: Anstatt eines Punktes mit seinen Linienelementen im 
System 21^ kann man eine beliebige Kurve mit ihren Linienelementen 
wählen und die entsprechenden Kurven in den Systemen 21 und E^ 
bestimmen, wobei bei der Abrollung dann alle drei Kurven sich in 
jedem Moment gleichzeitig berühren. Weiter kann man alle diese 
Verhältnisse fQr beliebige rationale und irrationale Badienverhältnisse 
aibxc studieren. Endlich kann man zwei verschiedene Polbahnen in 
21^ wählen, die mit je einer Polbahn in 21 und 21^ zusammengeordnet 
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sind, wobei alle diese Polbahnen auch nicht wie bisher Kreise za sein 
brauchen (ygl. das sogleich zu besprechende Modell XXXI Nr. 11). 
Dieser letztere Oedanke möge durch die Figuren 17 a, b; c yeranschaulicht 



Fig. 17». 




Fig. 17 b. 




Flg. 17 c. 




Flg. 18. 



sein, wo h, h^ mit ihren Anfangspunkten und Pfeilrichtungen die ent- 
sprechenden Polbahnen der Systeme 2J, U^ und k^^ k^ analog die der 
Systeme 22^, 2^ bezeichnen. Wieder ist dann eine Berührungs- 
transformation zwischen den Systemen 2J und Z^^ durch Aufeinander- 
folge der Berührungstransformationen der Bewegung zwischen £, 2^ 
und 2^j Z^ definiert Aber auf alle diese angedeuteten Verall- 
gemeinerungen wollen wir hier nicht naher eingehen. 

Moddl XXXI Nr. 5, 11, 9. Alle drei Modelle fahren zu derselben 
Berührungstransformation der Systeme Z und Z^ wie das soeben be- 
sprochene, da die Polkreise k^, Ä*^ in ihnen stets 
wieder die Radienyerhaltnisse a : & » 4 : 3 be- 
sitzen. 

Im Gegensatz zu dem yorigen Modell ist im 
Modell Nr. 3 der Polkreis des yermittelnden 
Systems Z^ jedoch anders gelegen. Im Modell 
Nr. 11 hing^en ist als Polkunre des Systems Z^ 
eine logarithmische SpircUe gewählt (Fig. 18), und 
es sind für deren Asymptotenpunkt mit seinen 
Linienelementen die entsprechenden Kuryen in 
den Systemen Z und 2^^ (Kreiseyolyenten) dar- 
gestellt^) Im Moddl Nr. 9 endlich sind zu- 
nächst die Systeme Z und Z^ durch den ^^sekundären^' Polkreis ha 
und die Polgerade g aufeinander bezogen, die Systeme Z^ und 
Z^ durch den ,,sekundaren'' Polkreis kl und dieselbe Polgerade g 




1) Wegen der vcUständigen UmhüUangskorye aller Lagen der einen Kreis- 
evolvente im andern System vgl. meine zweite in der Anm. S. 281 genannte Arbeit, 
8. 10—12. 
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Fig. 19. 



(Fig. 19), und es sind zu einem Punkte des Sjeteins Z^ zwei ejit- 
sprechende Kurven (Kreisevolventen) in 2J und 2^^ konstruiert. Da 
dieser Punkt im System 2^ auf der Geraden g selbst gewählt ist, so 
ist also das bei den Modellen XXIV Nr. G und 7 oben beschriebene 
singulare Verhalten hier benutzt Es zeigt sich 
femer, daß eben diese KreiBevolventen nicht nur 
entsprechende Kurven derjenigen Berühiungstrans- 
formation sind^ die durch die Polkreise ka und h 
in den Systemen Z und Z^ vermittelt wird, son^ 
dem auch derjenigen neuen Beruh raogstransforma- 
tionen, die durch irgend welclie zu ihnen konzen- 
trische Polkeise l\^ und k^, mit dem gleichen 
Radienverhältnis in den Systemen ^ und JTj ver- 
mittelt werden. 

Modell XXXI Nr. 5, 8, 10, Diese Modelle 
veranschaulichen den allgemeinen Satz der Theorie 
der Zahnräderkonstruktionen, der aus unsem bis- 
herigen Ausfuhrungen sich sofort ergibt und inl 
übrigen nicht nur fOr kreisförmige Polbahnen, d. h. ftir Zylinder- 
oder Stirnräder, gültig ist: 

41. Als yyWesenÜiche^^ Begrenzung der Zatmräder Bweier ebenen Systeme 
S und 2\ sind nur entsprechende Kurven derjenigefi Btrühnu^strans- 
formation zu wählen, welche von der heahskUtigtai Bewf^ung Bwhcfmi 
den Systemen E und E^ festgelegt wird.^) 




Sur la Nomographie, 

par W. LÄSKA et Fr. Ulkowski a Lemberg. 

Formules fondamentales. 

La theorie generale des methodes nomographiques ne laisse guere 
ä desirer en ce qui concerne: la forme des tableaux graphiques, celle 
des fonetions qu'ils representent, ainsi que la quantite de variable» 
qua ces demi^res admettent. Cependant l'application pratique de ses 
principes generaux presente des difficultes, non seulement dans le cas 
de formules compliquees, a beaueoup de variables, rentrant dans les 
types indiques sommairement par les auteurs, mais meme dans les cas 
connus, pour ainsi dire elementaires, de la Nomographie. 



1) Vgl. Anm. 2 S. 281. 
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Flg. 1. 



Dans le but d'une application plus facile, et afin de simplifier les 
calcnls et les ecritures^ nous nous ser^ons de coardonnees spMales qua 
nous nommons quadrilineaires. Leur emploi nous parait ayantageux 
«n ce qui concerne les nomogrammes ä 3 et 4 variables, ce qni nous 
engage a en donner un expos^ succinct. 

Ne meconnaissant nullement la portee des echelles ä support 
cnrriligne; nous nous bomons au commencement ä Temploi de 
Celles ä support rectiligne, nous reservant du reste Tintroduction 
d'autres formes d*echelles (bi- 
naires, multiples, ä points con- 
denses). 

La consideration suirante 
va nous permettre d'epuiser 
rapidement la presque totalite 
des nomogrammes ä 3 et 4 
Tariables.') 

L'equation: 

(1) a = ^-^^-"^+-^^' = ;. 

peut etre enyisagee comme re- 
presentant un Systeme de droi- 
tes; definies par les points ex- 
tremes des Segments a^y a^, 
consideres comme coordonnees 
axiales. (Fig. 1.) 

Lorsque le parametre X parcourt les valeurs reelles, la droite A 
occupe successivement toutes les positions possibles, pour une yaleur 
determinee de ce paramfetre eile toume autour d'un point fixe M, donl 
(1) est Tequation. 

L'egalit^ de deux equations de cette sorte: 



>r. 



oAr« 




^:^=1^-.. 



il 



c'est-a-dire: 
(2^ 



^1 +_^"i +^i_?^ 









exprime la condition que deux droites des faisceaux £1 et Sl' se ren- 
contrent sous un angle constant d (Fig. 2). 



1) Nomogramme pria dans la signification de table giaphiqne k points 
align^a. Yoir Bull, de TEcole Polyt. 1908, M. d'Ocagne, Ezpos^ des principes 
fondamentaax de la Nomographie, p. 111. 
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Leg Segments €C^f ^y a^y a^ definisseiit un point, ce qui noos cob- 
duit ä les nommer coordonnees quadriUneaires de ce point. 

Pour obtenir la representation nomographique de la formule 

W A^ + B^u+C^v " 2>, + JB,tr + P,* 

il suffit de substituer dans reqoation (2) aux Segments: 

^9 ^} «8; «4; 
les Celles fonctionnelles^): 

*,a, d^Vy d^w, 8J,, 



Fig. t. 



An A» 




[Les factenrs 9^, 9^, d^, d^ representent les modales des echelles; u, v, 
Wf ty les yaleurs numeriques de fonctions d'nne ou plusieurs yariables]. 
Le nomogramme se compose alors de qnatre echelles: 

ü, F, W, T, 

et d'un transparent mobile, sur lequel sont tracees denx transTersales 
formant an angle constant 6 (Fig. 3). 

Les coefficients a^h^c , de la formale (2) dependent ^yidemment: 

dos positions mutaelles des snpports, de Celles des origines des echelles^ 
enfin de l'angle 6 de Tindicatear. 

D^signons par: 

Viwdinaison des snpports: 



Vu ^%} 9»; 94> 

U, V, Wy Ty 



\\ Sur les figures les segmenta a^, cct« S> ^4 ^^^ simplement cot^ tf, «, 
%v ^^ *^ Uou de ^, tt, ^,t\ djW, d^t 
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enVers une droite quelconqne XX; ensuite par: 

a, 6, c, d, 




lea distances des origines des Gebelles, et des points 0|, 0^ (points 
d'intenection des droites CT, F, resp. W et T). 



Pig. 4. 




Nous obtenons de la similitude des triangles ABM et CDN 
Fig. 4. 
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^ ^ (o + ^1 «) cos Vi — (6 + ^,ü) cos 9, (c + tfjic) €08(7, + ö) — (d + d^ f) cos (gp^ -f 6) 
ou bien designant par: 



( o-f- ^itt)8iny^— ( 6 -j-j^i^siny, (c + ^,1 0) sin ( y, -]-&) — (<i + J^ T) sin (y^ + 6j 



les projections des segments d^, d^ (distances des origines des echelles 
u et V] tu et t) Bur Taxe Ö^X', oa bien O^Y, et sar des axes per- 
pendiculaires a ceux-ci: 



(5) 



«ij + ^1 1* cos tf^ — S^v cos y, w, + ^, ir cos (y, -|- 6) — d^t cos (y^ + 6} 



(I) 



Comparant les formales (3) et (4) noas obtenons entre leurs coef- 
ficients les relations suivantes: 

qA^ ^ a Bin q>i — b sin y, = l^ 

qA^ ^ a cos fpi — h cos 9?, = m^ 

qB^ = d^siu^i 

qB^ =* d^cos^)^ 

(> C^ =» — tf, sin 9, 

p Q =» — da cos 9, 
ainsi que: 

öD^^c sin (9j + ö) — d sin (9)4 + ö) = /, 
(jD^ «= ccos(93 + 0) — rfcos(9^ -f. ö) — nij 
(?£, = *, sin (9)3 + 0) 
(y£j = d8Cos(9?j + ff) 

öF^ = — *4 cos (qp^ + 0) . 

Ces formales noas permettent de construire rapidement les echelles 
desirees, car elles noas donnent: 



(U) 



(UI) 



tangy, 



C, 
C.' 



teng(9., + e) = ;g.;, 
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Connaissant rinclinaison des supports, les points d'origine des 
echelles^ (fournis par une simple construction au moyen des projections: 

connaissant enfin les modules des echelles 

*i> *«; *8> *4» 

nous sommes en possession de tous les elements qui definissent les 
echelles: . j. . j. . 

Nous poavons deduire d'un nomogramme obtenu^ une infinite d'antres 
par transformations homographiques. Cependant une teile transformation 
detorierait en gen^ral la condition de constance de Tangle 0^ le nomo- 
gramme deyiendrait ä pivotement. 

De simples transformations algebriques, oa mieux la multiplication 
du determinant, sous lequel on peut representer Tequation (3): 





<6) ^=. 




par: 


«- 


H V 


+ 



(7) 



fournissentj 

x^i + A^ + u{xB^ + XB^) + »(xCj + AC,), 
X A + AD, + m; (x^i + A^,) + < {xF^ + Aif,) , 

liA^ + vA^ + u{itB^ + vB;) + t;0*Ci + vC,) 



-0 



«'est-a-dire: 
<8) 

ou bien: 

(9) 






^{ + Jg> + qi; 



D^ + E^w + Fi^t 



A^ + Biu + C^v 

formule representable par un nomogramme du m&me genre que le 
premier. 

Cette transformation, la seule qui ne change pas le type des tables 
graphiqueS; nous permet d'obtenir tous les nomogrammes possibleS; 
correspondant ä la formule donnee, et, donc aussi, de choisir parmi 
eux ceux qui lui conviennent le mieux. 

Zeitochrift f. Mathematik tt.Phytik. ö4.BAad. 1906. 4. Heft. 24 
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Uiie foule de propri^t^ interessantes d^coule inunddiatement des 
relations trouy^s plns hani 

1^ Le clioix de la direction de Faxe XXy est arbitraire. Qn peat 
donc angmenter on diminuer, d'nne certaine grandeur fp les angles: 

9w Vif V$7 Va 
car cela revient ä changer«de <p la direction de Taxe. On peat donc 
toujonrs transformer (3) de &9on qne Tun de ces angles soit un angle 
donne: (fi oü 90® par ex. 

2®. La distance 0, 0, n'intervient dans aucune des formales (I), 
(II), (III). Elle peut donc §tre choisie ä volonte, ce qai noos foumit 
la facolte de deplacer a notre gre les systemes (I) et (II) dans des 
directions qnelconques, poorva qne les angles ^^^ qp^, 9^3, q>^ ne chau- 
geassent pas, c'est-ä-dire pourra qae les sapports restassent paralleles. 
Cette propriete est precieuse, car eile permet de restreindre les dimen- 
sions atiles des nomogrammes. 

3^ Le choix des factenrs ^ et tf est facultatif ponr chaqae partie 
(I) et (U). Nous pouYons en leor assignant des valears appropriees 
redaire oa bien amplifier chacune de ces parties, ponrni qu'elle restasse 
semblable a son aspect primitif. 

4®. Si nous designons: 

e — e^ par ö', 

98 + ^1 V Vif 
SP4 + *1 ff 9>lf 

$1 etant un angle arbitraire, les fonctions goniometriques du cöte 
gauche de Tequation (3) peuvent s'^rire: 

sin (9)3 + Ö) = sin (9,3 + Ö, + Ö ^ öj) « sm{q>^ + 6') 

de meme 

cos (^, + ö) = cos (9)3 + 6') 

sin(9), + e)-sin(9); + e') 
cos (94 + ö) = cos (qp^' + Ö') . 

Nous sommes donc en etat d'assigner a Tangle constant de Tindicateur 
une yaleur quelconque 0\ U faudra seulement dans ce cas ajouter 
aux angles primitifs 

Tangle 

ce qui revient ä faire effectuer aux Supports TF et T une giration 
autour du point O^y dans le meme sens et de la mdme grandeur qne 
celle de la droite mobile de Tindicateur autour du point M. Fig. 4. 
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En pratique on se bome ordinairement aux deux caS; 1^ 0' = 
(Begkin, nomogrammes a paralleles), et 2^: 0' = 90^ (ßoedseeld, 
nomogrammes ä ^querre). Neanmoins on peut reconrir ä d'autres 
angles, soit en Tue d'ane meillenre disposition des echelles, soit d'nne 
reduction des dimensions de la table grapbiqae, soit enfin afin de faire 
comcider des ^helles diverses ä graduation congraente. (Gela cepen- 
dant n'est ayantageux que lorsqne une meprise est ezclue.) 

Puisqn'on peut tirer de la formale 

A^ + B^u+C^v ^ D^ + E^w + F ^t 

A^ + B^u+C^v D^ + E^w + F^t 

presque tons les nomogrammes connus (except^ ceux ä piyotement, 
qai ponrtant s'y rattachent par simple transformation bomographique) 

Fig. 5. 




nous lui donnons la denomination de formule fondameniale quadrümeaire. 
Y substituant: 

nons obtenons, reduction faite: 

. (a + *!«*) • {p + *3«^) sin (g?i - Ts) + (c + *s w?) (6 + ä^v) sin (9, - yj 
^ ^ +(6 + iJ,t;-^).(a + *iti)sin(<r,-9>i)«0 

ffirmtde fondamentaie trilineairey dont Timage nomographique constituent 
trois ^helles non concourantes^ rencontrees par une droite mobile (Fig. 5). 
Les Supports forment entre eux les angles 

« = 9^1 - 9j 

/J — 9)j — ^3 

24* 



(11) 
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de Sorte que requation devient 

(a + diu) {c + 8^w) sin (« + /')="(» + *!«*) (6 + d,t; — «) sina 

Les echelles concoarent lorsque le point 0^ comcide avec 0,^ c'est-a- 
dire lorsque: e =- 0, (Fig. 6) alors: 

(a + *iu) . {c + djM;) sin (a + ß) 
= (a + d^u) • (6 + *jt;) sin a + (fc + tf^t?) • (c + d^tv) sin/J 



(12) 

ou bien: 
(13) 



Bin(«4-ft Bin^ aina 




Enfin lorsque les angles g)^^ 9^? ^s tendent vers une meme limite 
g), et que les valeurs a^ h, c deyiennent infiniment grandes, mais de 
Sorte que: 

lim h sin (qpj — 9,) = lim c sin (qp, — ^j) = p 

lim a sin {tp^ — 9,) = lim 6 sin (tp^ — q>f) ^ q 
d'oü 

lim a sin (qp^ — <p^) « lim c sin (g)^ — 9,) = 1^ + 5 

la formule (13) devient 

(14) ud^p + wä^q = vd, (p + 9), 

formule fondamentak hilineaire, bien connue dans le calcul barjcentrique. 
La deduction des formules (3) et (4) des differentes formes de 
nomogrammes ne presente aucune difficulte. 
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La Bubstitntioii ip^ = 


= 9, + ö = 90» 






9» = »»A + Ö = 270» 




dans (4) donne immediatement 




^ ^ 1»! «S 




Hg. 7. 




W 






1/ r^ 


' 


- 


n 








AT* 




t 













^* 





n;. 


^« 


itr 








«V.. » 




* '»»v^- 


— « 










. 


f 




" 


R 


T 




V 











Les Supports 17 et F, TT et T sont des parallMes, distantes de 
m„ ou m, entre elles. Lorsque ö =» 0, 9^ « y, =» 90^, 9j — ^4 ™ 270®, 

Vlg. 7 bis. 




le nomogramme est repr^sent^ par la figore (7); lorsque B » 90®, 
9)g — 0, 9>^ -» 180® par la figure (7 bis), rectaugle aux cöt^s m^ et m^ 



A I 



374 



Sor Ift Nomograplüe. 



Leg fonctions sosceptibles d'uae teile representation sont: 
ou Dien 

formales qai s'y ram^nent par transformation logarithmique. 




Cette demi^re traasformation n'est pas indispensable, car les sub- 
stitutions: ^^ « ^^ + ß « 90« 

9ä = 94 + ö— 0® 
fournissent: 

^1 1* *j IT 

c'est-ä-dire: 

(16) d^d^ut =- d^d^vw. 

Les formales d'emploi courant: 

a sin /) = 6 sin a 
sinasinjB» sin/Ssin^ 



ont justement cette forme. 



20265^8in^ etc. 
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Fig. 8bto 



IT-*- 



Z:^^^^ 



T -*- 



1/ 



^ 



w 



/>.. 



.n; 



o./ 



/2V* 



Remarque. II peut Stre atile d'adopter pour les formules 
sin a sin £ » siu /) sin ^ 

Fi«. 8tor. 

w 



T^ 




'V 



-•65, T 
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rindicatenr ä parallMeSy car oa peut alors faire coincider les echelles 
a ei bf a et ßy Ä et B, ce qui simplifie le trace, et meme exdut les 
m^prifies. 

La Substitution: 

^1 = 90®, 9, = 180®, qPs + e « 45®, (p^ + e^ 135® 

ayec 

a«6=-c=«rf=«0, 

'i " *Ä — '« " *4I 
donne 

/,P7X U «7— « W—t 

(17) -« — r-T, au88iu«-f? r- : 

lorsqae ö =» 0®, — 45®, — 90® le nomogramme adopte successivement 
la forme des figures: 8, 8 bis, 8ter. Ces nomogrammes sont propres 
ä repr^senter des formules telles que: 



et analogues. 



^'^--«-^"Jt^^**"« 2 



n. 

Introdüction d'iohelles cnrvilignes. 

L'admission 

a«6«c«d-0 

r^dait les formules (I) et (II) ä: 

p-4i«=0, qA^^O 

{!') qB^ « dl sin 9i , p-B, « dj cos q)^ 

pCj «=• — d, sin^^ , pC, — — dj cos 9>2 
<yDi-0 tfD, -0 

(UO tf-Bi - d,sin(9, + e), <y£i « d,cos(y, + Ö) 

tfjPi = — d^sin{(p^ + Ö), tfF, « — d4Cos(qP4 + 0) 

On peut admettre encore, que les coef&cients: 

B, C, -B, F, 

d^pendent des memes variables que 

u, r, «;, t 
Les angle6: 

9>i> y«> 9P«> 94 

d^pendront de m§me des m§mes variables. Les echelles rectilignes 
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seront alors remplacees par des echellcs currilignes, dont les points 
sont definis par les coordonnees polaires: 

d^u, d^v, djM?, d^t, (vecteurs) 
Viy ^i} 9^3 f Va G®"^ inclinaisons envers un axe XX). 
Les formules (III) nous fonmissent immediatement: 
^1 = arc tang^ « arc tang-g^ 
92 = arc tang ^ = arc tang ^^ 



(III) 



i^i 



E^w 



95 + = arc tang ^ = arc tang j^*- 



y, + ö — arctang y = arc tang jf-^ 






Exemple. La formule: 



a 



8ina 



Bin« 



COBCC y 



sin (a -{- y) cotang / 4~ cotaDg a 

qui sert ä resondre tous les triangles, parmi les Zements connus des- 
quels intenrienne au moins un angle , rentre justement dans ce type. 
II suffit d*j substitner: 

9i = 90^ 98 = 180«, 
d^u^^gb, 8^v ^ ga 
*4^ = tf cotang« (94 + ö) = — 270« 
tfjM? cos (9j + ö) = (J cotang y 
8^i€ sin (qpj + ö) = ^ cosec y . 

Les trois premieres echelles sont rectilignes, les deux premieres 
reguli^res, la troisieme se constmit rapidetüent soit au moyen d'une 
table des yaleurs naturelles des fonctions goniometriqueS; soit au mojen 
d'un rapporteur. La quatri^me est une echelle cunriligne aux coor- 
donnees polaires: 

93 + e =3 arc tang (^^y) 

wd^ = 6y\ + 2 cosec* y. 
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Exprimant ces coordonnees polaires en cartesiennes envers Taxe O^Yi 

y » djtr sin (93 + 6) ^ 6 cosec y 

X « d,«;co8(qpj + ö) « tf cotangy 
requation du snpport devient 

y* — a:' = <f ' (cosec* y — cotang* y) = <f ' 

^qaation d'une hyperbole ^quilaterale facile ä construire, par exemple 
au mojen de ses asymptotes 

et d'un de ses points. La graduation de cette ^helle s'obtient par 
simple projection orthogonale de Techelle d^f » (fcotangä; puisque 
jf; » ^ cotang y. (Nomogramme 1). 

m. 

Eclielles binaires. 
La supposition de ce que les angles 

Vu VtJ V9f Va 

et leurs recteurs 

d^u, d^Vf d^t€, d^t 

d^pendent de plusieurs variables conduit ä Tintroduction d'ecbelles 
multiples, qui dans le cas special de deux variables forment des reseaux 
de courbes isoplfetbes nommes echelles binaires. Les courbes d'un 
r^seau peuvent se confondre en une courbe unique, support alors d'une 
«chelle ä points condenses. 

Les formules restent les m^mes que Celles des nomogrammes a 
aupport curviligne (III '). 

II est pourtant quelquefois avan^geux d'introduire les coordonnees 
cart&iennes. Si nous les rapportons pour la partie (I) k Faxe O^X^ 
«t ä nn axe perpendiculaire ä celui-ci, pour la partie (II) ä Taxe 0, Y 
et de m§me ä un axe perpendiculaire fig. 4, nous obtenons 

5( = d^ficoB^^ = qB^u, 

Vi =" *i«sinyi ^ qB^u, 

5i "" *,t?cosy, =- — qC^v, 

(IV) < et de meme 

j; - d^wcos(q>^ + Ö) = + (fJE^w 
Vi « d^wsm(g)^ + ö) = + öE^w, 

$;=-*,< cos (9, + e)--<yi^,^ 
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spater in seiner berühmten Abhandlang über den Satomring zu dem 
Ergebnis gelangt, daß die Abweichungen von der symmetrischen Gestalt 
bei einem starren Ringe bedeutend sein müßten. Da auch noch andere 
Gründe gegen die Annahme eines starren Ringes sprechen , so ist die- 
selbe wohl als endgültig aufgegeben anzusehen. Damit ist jedoch das 
theoretische Interesse, welches sich an die genannte Hypothese knüpft, 
nicht erschöpft In meiner in russischer Sprache yerfaßten Abhandlung*) 
„Über gewisse Differentialgleichungen allgemeinen Charakters, die in 
der Mechanik Anwendung finden'^ habe ich gezeigt, daß bei recht all- 
gemeinen Annahmen hinsichtlich der störenden KrSfte sich unendlich 
viele Bewegungen nachweisen lassen, bei denen es zu keinem Zu- 
sammenstoß zwischen Ring und Saturn kommt. Femer gibt es hierbei 
eine Bewegung, welche sich sowohl in die unendliche Zukunft als auch 
in die unendliche Vergangenheit fortsetzt, ohne daß ein Zusammenstoß 
sich ereignet. Da Laplace jedoch gerade die Störung Ton Seiten 
eines Satelliten erwähnt, so will ich in dieser Abhandlung das sich 
demgemäß ergebende Dreikörperproblem behandeln. Ich formuliere 
hier zunächst die eingeführten Voraussetzungen und teile das im fol- 
genden bewiesene Theorem mit 

2. Den Saturn und den Trabanten beti-achten wir als Kugeln mit kon- 
zentrischer Massenanordnung. Der Satumradius werde als Längeneinheit, 
die Satummasse als Masseneinheit genommen. Die Zeiteinheit werde 
80 gewählt, daß ein materieller Punkt von der Masse 1 einem gleichen 
Punkt die Beschleunigung 1 erteilt, falls der Abstand der beiden Punkte 
gleich der Längeneinheit ist. 

Die Annahme der Symmetrie des Ringes um eine Achse lasse ich 
fallen'), setze aber voraus, daß derselbe sich nur wenig von einem Ringe 91 
unterscheidet, der um eine Achse und außerdem bezüglich einer dazu 
senkrechten Ebene (der Ringebene) symmetrisch ist Wie dieses „wenig^ 
zu verstehen ist, werde ich alsbald mitteilen. Auch der vorliegende 
Ring 22 soll wie der Ring SR bezüglich der Ringebene symmetrisch 
sein. Die Kurven, welche die Schnitte 12 und SR mit der Ringebene 
von außen und innen begrenzen, sollen äußerer und innerer Rand 
von 12 resp. SR heißen. Wir setzen voraus, daß die zur Ringebene 
senkrechten Zylinderfiächen, welche durch den äußeren und inneren 
Rand von 12 resp. SR gehen, den Ring 12 resp. 9{ einschließen. Die 
Halbmesser des inneren und äußeren Randes von SR und die Masse 

1) In Dorpat 1900 ah Dissertation erschienen. 

2) Damit soll aber der Fall des um eine Achse symmetrischen Ringes keines- 
wegs ausgeschlossen sein. 



Von P. Bohl. 383 

dieses Ringes wollen wir bezw. mit i^; r, und äR bezeichnen, wobei 
Tj > 1 ist Bezüglich der Dicke des Ringes 9i werde folgende An- 
nahme gemacht. Wir denken uns den Mittelpunkt des Saturn auf der 
Ringebene so gelegen^ daß die Satumkugel den Ring 9} von innen 
berührt. Die Halbebene, welche durch die Achse von 91 begrenzt 
wird und durch den Satummittelpunkt hindurchgeht, bildet dann mit 
91 eine Schnittfigur, die, vom Satummittelpunkt aus gesehen, unter 
einem so kleinen Winkel a erscheinen soll, daß 

1 — • (i) 5 i - f K:v."^;-")' ^'"t^ 

gut 

M bedeutet die Masse von 12. ft sei die Masse des Trabanten, 
sein Halbmesser sei kleiner als die positive Zahl r. Wir behalten uns 
vor, fi einen Eleinheitsgrad vorzuschreiben, der durch tj r, r definiert 
ist. Mit andern Worten, wir behalten uns vor, die bisherigen Voraus- 
setzungen durch eine Ungleichung fi < /" (Tj r^x) zu ergänzen^), wobei f 
eine eindeutige stets positive Funktion der hingeschriebenen Größen ist. 
Zweitens reservieren wir uns das Recht, SR einen Kleinheitsgrad zu 
erteilen, der durch tj r j r /t definiert ist. 

Endlich präzisieren wir die Voraussetzung, daß beim Übergang 
vom Ringe 9i zum Ringe li nur eine geringfügige Änderung eintritt 
Es soll diese Voraussetzung Folgendes ausdrücken: Es seien fij /tjj • • • ^^ 
resp. fii + 1^1, f*2 + V, - • • /i^ + v^ diejenigen Massenteile von 9i bezw. ü, 
welche in irgend welchen n von einander verschiedenen Raumteilen 
(deren Grenzen jedoch aneinanderstoßen dürfen) enthalten sind. Wir 
behalten uns vor, | ^i | + ! v» | + • • • + 1 1'« | einen Kleinheitsgrad vorzu- 
schreiben, den wir durch tj tj f* ÜR r nach unserem Gutdünken definieren. 
Mit anderen Worten: wir behalten uns vor, unsere Voraussetzungen 

durch die Ungleichung | Vi | + J Vj | H h i v« I < ^iju h^ /*? 3R, r) zu 

ergänzen, wobei F eine stets positive, im übrigen nach unserem Gut- 
dünken gewählte Funktion der Argumente tj, r^, (i, 3R, t ist, und die 
Ungleichung unabhängig von Art und Anzahl der Raumteile bestehen 
soll. Der neue innere Rand soll bezüglich eines Polarkoordinaten- 
systems, dessen Pol im Mittelpunkt von 9i liegt, dargestellt sein dui'ch 
f = r^ + U((py Hierbei ist U{(p) eine stetige, mit stetigen Differential- 
quotienten bis zur dritten Ordnung einschl. versehene Funktion von tp,. 
Diese Funktion ist periodisch mit der Periode 2ä und | Z7|, \U' [, \ Z7" !, 
I U"' I kann ein beliebiger von tj, r^, /t, r, 9K abhängiger Kleinheits- 



1) Die BedeutaDg dieser Annahme (sowie der analogen) ergibt sich aus Nr. 3. 
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grad zugewiesen werden. Jedenfalls gilt \U\<ZXi. Der neue äußere 
Rand werde dargestellt durch r = r, + V{(p). Hierbei ist V(g>) eine 
stetige Funktion von 9. Dieselbe ist periodisch mit der Periode 2:r 
und \V\ darf ein beliebiger von r^, tj, [i, r, SK abhangiger Eleinheits- 
grad Yorgeschrieben werden. 

Schließlich bemerken wir, daß in dieser Abhandlung nur Be- 
wegungen betrachtet werden, bei welchen Saturnmittelpunkt und Satel- 
litenmittelpunkt auf der Ringebene yerbleiben, während letztere ihre 
Richtung im ^^festen^' Raum nicht ändert. 

3. Wir führen vier positive Funktionen q, j>, P, Q von r^, ^, r 
ein, die der Bedingung 

X, + X,'-l + t<q<p<P<Q 

genügen, sonst aber willkürlich gewählt sind; femer sei O eine beliebige 
positive Funktion von x^y t,, r, fi. Sind dann die im Vorhergehenden 
genannten Kleinheitsgrade der Wahl von q, />, P, Q, <Z> entsprechend 
angenommen, so gilt folgender Satz: 

Die Anfangspositionen und Anfangsgesclnvindigl^eiien von ScUum 
und Trabant seien so gewahU, daß hei Fortlassung des Ringes und Ver- 
nachlässigung der Einwirkung des Trabanten auf den Saturn der Trabant 
um den Saturn eine Ellipse beschreiben tvürdey deren große Halbaehse a 
und lineare Exzentrizität e den Bedinguftgen a + e^ P a — e^p 
genügen. Der Ring umscfiließe zu Anfang die Satumkugd ohne Be- 
rührung (dann liegt der Trabant außerhalb des Ringes ohi^ Berührung) 
und die Drehungsgeschwindigkeit des langes um den Schwerpunkt sei 
dem absoluten Betrage nach ^ O, Bei diesen Anfangsbedingungen kann 
die Bewegung der drei Körper nur durch einen Zusammenstoß günstigen 
Saturn und Ring ein Ende finden^ nicht aber durch einen Zusammenstoß 
von Ring und Trabant. Für die gesammte Dauer der Bewegung ist die 
Entfernung der Mittelpunkte von Saturn und Trabant zteischen den 
Grenzen q und Q eingeschlossen. Man kann jedoch die im Vorher- 
gehenden noch unbestimmt gelassene Anfangsgeschwindigkeit des Ring- 
Schwerpunkts stets so wählen, daß es zu einem Zusammenstoß überhaupt 
nicht kommt, daß die Bewegung somit ohne Ende fortbesteht. 

Um die Übersicht über die folgenden Untersuchungen zu erleichtero, 
bemerke ich zunächst, daß dieselben sämtlich den Zweck verfolgen, 
das eben mitgeteilte Theorem zu beweisen. Den wesentlichsten Teil 
des Folgenden bilden die Abschnitte V und VII, welche „Stabilitäts- 
betrachtungen*' und „Beweis des angekündigten Theorems^' überschrieben 
sind. Die übrigen Abschnitte, unter denen der sechste hervorzuheben 
ist, enthalten vorbereitende Betrachtungen. 



i 
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I. Die BewegnngsgleiclLimgen. 

4. Falls man nur die Bew^ung des Ringes und der Mittelpunkte 
Yon Saturn und Trabant betrachtet^ können Saturn und Trabant durch 
materielle Punkte @ und % ersetzt werden , deren Massen denen der 
genannten Körper gleich sind. Man kann dann auch Lagen von @ 
zulassen, deren Abstand Tom Ringe kleiner ist als der Satumradius, 
und Lagen von %, deren Abstand vom Rii^e kleiner ist als der Radius 
des Trabanten. 

Auf der Ringebene nehmen wir zwei rechtwinklige Koordinaten- 
systeme an. Das eine Cy hat seinen Anfangspunkt in @ und seine 

. Orduuctenaace vtnv C 




^^,ö^ 



Achsen sind ,^esten Richtungen im Raum'^ parallel. Das andere C^ 
hat seinen Ursprung im Ringschwerpunkt und besitzt mit dem Ring 
fest verbundene Achsen. In beiden Fällen wollen wir die Achsen 
durch die Bezeichnung Abszissenachse resp. Ordinatenachse von ein- 
ander scheiden und annehmen, daß dieselben gleichgeordnet sind. 
Wenn im folgenden Koordinaten genannt werden, steht die Abszisse 
an erster Stelle. Wir bezeichnen mit Xy y und g, 17 die Koordinaten 
des Ringschwerpunkts und des Punktes % bezüglich Cy. 9 bezeichnet 
die Amplitude der Abszissenachse von C^ bezüglich C^ Diese Amplitude 



Zeiteehrift f. Mathematik n. Phyaik. 54. Band. 1106. 4. Heft. 
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wird im folgenden so gewählt, daß sie sich im Verlauf der Bewegung 
mit der Zeit stetig ändert, u, v und 6, r seien die Koordinaten von 
© und I bezüglich C^.^) 

Es bestehen die Gleichungen 



(1) ["-: 

[V =- 81 



M — — cos 9 • a: — sin y • y <f « — cos ^(a: — 5) — sin 9) • (y— -ij) 
sin y • x — cos y • y r = sin 9 (a? — |) — cos 9? • (y — 1?). 



Die Einheiten für Länge; Masse; Zeit sollen so wie in der Ein- 
leitung gewählt werden. Die dort gebrauchten Bezeichnungen wollen 
wir überhaupt beibehalten. 

n (u, v) und £1 (ö, t) bezeichnen das Potential Ton @ und Bing 
bezw. von % und Bing. 77 kann als Funktion von x, y, g)j £1 tis 
Funktion von x, y, g; r^j 9 aufgefaßt werden. Man hat 



(2) 



dn an , . an 

-5— «. — cos cp -5 — h sm © -^— 

dx ^ du ^ cv 

du . dn an 

j- sm9^-cos9-g^ 

dn dn dn 

^d(p du dv 



dSl dSl da , . cSl 

— -3|-=-cos9^ + smt3p„^ 



da 

dy' 

da 

d(p 



da . da dsi 

' — ^— = — sincp-T^ coscp-K- 

dn ^ €6 ^ dt 

da 

" de 



da 

dv 



Die Anwendung der in den Elementen der Mechanik gelehrten 
Begeln gibt die Gleichungen 



(3) 



dt* 
d^x 



i da . dn ,. , X { 

i.-n^-dx'-^^ + ^^v^ 

i da , dn f. . .71 



da 



dt* V '^ m) dx '^ M dx 



^-. 



dt* V ^ m) 



da 



dn, 1 ^ 

ay "^ jf ay ^r* 



7. dV_ 
^^ ' dt*" 



dn.da 

d(p d<p' 



Hierbei bezeichnet r den Abstand von @ und 3^, T das Trägheits- 
moment des Binges in bezug auf eine durch den Bingschwerpunkt 
gehende zur Bingebene senkrechte Gerade. 

Wir schreiben zwei Integrale des Systems (3) aU; welche dem 
Integral der lebendigen Kraft und dem Flächenintegral entsprechen. 
Es sind: 



1) Die Figur soll an die eingefahrten Bezeichnungen erinnern. 
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(5) T+f5^[(l-^)('?'-y')-('?-y)(r-rc')] = /' 

wobei Je und /* Eonstanten sind. 

IL Der Ring W. 

6. Wir nehmen ein mit St fest verbundenes rechtwinkliges Koor- 
dinatensystem an, dessen Achsen durch die Benennungen erste, zweite, 
dritte Achse Yon einander unterschieden werden. Der Koordinaten- 
anfangspunkt fällt mit dem Ringmittelpnnkt zusammen und die erste 
und zweite Achse liegen auf der Ringebene. 

Es bezeichne nun p die Entfernung eines innerhalb des Ringes 
auf der Ringebene gelegenen Punktes vom Ringmittelpunkt. Wir 
bilden^) 

^^ JVi^-py + ß' + y* JVW^^y + ß'' 

Hierbei bedeuten a, ß, y, dm die Koordinaten eines Punktes von 91 
und ein Massenelement dieses Ringes. Die Integration erstreckt sich 
auf 91. V ist hiemach das Potential von 91 in einem Punkte der 
Ringebene, während W in einfacher Weise als Potential einer auf 
der Ringebene ausgebreiteten Masse aufgefaßt werden kann. Wir 
haben 

(8),r-/^^+G)'/^.,.+(ij)'/f^+eii)yi?y+... 

In der Reihe 8*) dient q vorübergehend zur Bezeichnung der 
Entfernung eines Punktes des Ringes 9i von der Achse und die Inte- 
grationen erstrecken sich wieder auf 91. 

Ist der Abstand des heirackteten Punktes der Bingebene vom Bing- 
mittdpunkt = r^ — 1 , so ergeben sich mit Rücksicht auf die in der 



1) Die Quadratwurzeln sind in meiner Arbeit stets nicht negativ zu nehmen. 

2) Dieselbe findet sich im Wesentlichen bei Laplace, Mechanik des Hinunels, 
6 Kap. Bach m. 

26* 
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Einleitung eingefülirten Bezeiclinangen und Voraussetzungen folgende 
Beziehungen 

^ /rfw (l - cos' I) = a» (l - C08»|) ^ 
^ ^ ^ „ /13.6 •.(2n-l) \g / tt-U »" . 

aiT — 2Vt ^ /l ♦ 8 ♦ 5 • • (2n — 1)\8 / i| — I X»»« 

,ox aF a(F^Tr) air^ g» ^ / i-s-s ..2n-i \»/t,~-i\s» 
^•^^ ap^ a> "^ap >(ti-i)t,^ '•V 2.4.6..2n Mi,/* 



III. Der Ring R. 

6. Um spätere ünterbrecliungen zu vermeiden, wollen wir zunächst 
einen einfachen Satz beweisen. 

Zu jeder Zahl K>0 gibt es eine solche Zahl 1c > ö, daß Feigendes 
gut: Genügen die für alle Werte van (p definierten eindeutigen stäigen 
Funktionen ^(9), «(9?), ^(qp) den Bedingungen 

(10) £ + cos qp = cos if iy + sin qp = sin ^, 

besitzen femer die als periodisch mit der Periode 2% vorausgesetzten £, 1? 
stetige Ableitungen nach tp bis zur Ordnung n einschl. (wobei n eine der 
Zahlen 1, 2, 3 bedeutet) und sind die Absolutwerte von s, 17 und die der 
genannten Ableitungen Meiner als k, so ist tp eine für aUe ^ definierte 
eindeutige stetige Funktion von ^. Diese Funktion wächst um 2 x, so- 
bald '^ um 2% wächst und besitzt stetige Ableitungen bis zur Ordnimg n 
einschl. Die Absolutwerte der Ableitungen von q) — f nach ^ bis zur 
Ordnung n einschl. sind kleiner als K. 

Zum Beweise bemerken wir, daß, wenn für einen speziellen y-Wert 
sin ^ + ist, für diesen 9 -Wert ^ existiert und der Bedingung 

g sin 9 « — sin ^ • ^ genügt Ist aber fiir den speziellen qp-Wert 

cos ^ + 0; so existiert ^ / und es gilt ^ + cos tp == cos ^ • ^, Es 
existiert daher in jedem Falle ^ und es gelten daher auch stets die 

1) Wir bezeichnen in dieser Abhandlung nur endliche Ableitungen als existierend. 
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beiden letzten Gleichungen. Indem man dieselben mit — sin ^ bezw. 
cos ^ multipliziert und addiert; ergibt sich: 

^ = - (i? + Bin 9>) (^ - sin ff) + {b + cos tp) (^ + cos 9) « 1 - o. 
di . , * ds dn dri 

Durch geeignete Wahl von h kann man o£Penbar | cd | so klein machen, 
daß etwa y > J^ ^ Y ^^^' hieraus folgt dann, daß 9 eine f&r alle t 

definierte eindeutige stetige Funktion ist mit dem stetigen Differential- 
quotienten 

dq> ^ 1 

d'^ 1 — ö) * 

Es ist auch klar, daß durch geeignete Wahl von k erreicht werden 

kann, daß 

I d(ip-ip) 



dij) 



<K. 



Wächst 9 um 2;r, so wächst ^ um ein positives Vielfaches von 
2«, wie man mit Hilfe der Gleichungen (10) leicht erkennt. Dividiert 
man den Zuwachs von ^', also v '2% (wobei v eine positive ganze 
Zahl ist), durch den Zuwachs von qp, also 2;r, so ergibt die Ungleichung 

Y > j!^ > - die Beziehung y > v > - -, d- h- v =» 1. Wächst also 

9> um 27t, so wächst auch V' um 29r. Hieraus folgt sofort, daß, wenn 
^ um 2% wächst, auch tp um 2% wächst. 

Damit ist der Satz für den Fall n =» 1 bewiesen. Die Ergänzungen 
für n = 2 oder n = 3 ergeben sich von selbst. 

7. Wir ziehen auf der Ringebene um den Mittelpunkt von 91 einen 
Kreis mit dem Radius 21, und haben nach der Einleitung das Recht 
anzunehmen, daß der äußere Rand von R innerhalb dieses Kreises liegt. 
Durch den genannten Kreis legen wir ^ine zur Ringebene senkrechte 
Zylinderfläche und ziehen endlich zwei zur Ringebene parallele Ebenen, 
welche 91 und 12 einschließen. Den so begrenzten Raumteil zerlegen 
wir in Teile und bezeichnen die innerhalb dieser Teile gelegenen Massen 
von SÜ und JB mit ft^, /i^ • f » bezw. (fi^ + v^\ (fi, + 1;,) . . . (ft, + v^). 
Gemäß der Einleitung haben wir das Recht 

vorauszusetzen, wobei p eine positive Zahl ist, die wir mit Hilfe von 
r^ tj, fi, äR, T beliebig definieren dürfen. Diese Zahl p möge kleiner 
als 9)t gewählt werden. 
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Nachdem wir wie im rorigen Abschnitt ein mit 91 yerbund^ies 
rechtwinkliges Koordinatensystem eingef&hrt haben, wählen wir in jedem 
Teile des Zylinders einen Punkt nnd bezeichnen die der ersten nnd 
zweiten Achse entsprechenden Koordinaten dieser Punkte mit (a^h^), 
(O) b^) , , . (a^ b^. Es möge nun eine derartige Reihe von Teilungen 
des Zylinders ins Auge gefaßt werden, daß die Dimensionen der Teile 
beliebig klein werden. Wir haben dann, wenn o, j3, die Koordinaten 
des Schwerpunkts von B sind: 

n H 

gim ^°^ ^ Sim ^^ a, 

H H 

^(jliQ + vq) hff ^pq • bQ 

Da 
gilt, so haben wir 

Diese Ungleichung lehrt mit Rücksicht auf die bei der Wahl von p 
herrschende Willkür, daß man das Becht hat, dem Abstand des Schwer- 
Punktes^ des Ringes R vom Mittelpunkt des Ringes 91 einen beliebigen 
von ti t^ fi äR T abhängigen Kleinheitsgrad aueuschreiben. 

8. Wir führen wieder wie im vorigen Abschnitt ein mit 91 fest ver- 
bundenes rechtwinkliges Koordinatensystem ein, außerdem aber noch ein 
zweites mit denselben Achsenrichtungen, dessen Anfangspunkt im Schwer- 
punkt von R liegt. Die auf der Ringebene gelegenen Achsen (nur diese 
kommen in dieser Nummer in Betracht) wollen wir bei beiden Systemen 
durch die Benennungen Abszissen- und Ordinatenachse unterscheiden 
und die beiden durch diese Achsen gebildeten Systeme mit I und 11 
bezeichnen. Die auf I bezüglichen Koordinaten des Schwerpunkts von ü, 
den wir innerhalb des inneren Randes von 12 gelegen voraussetzen 
dürfen, seien a, ß. Von den Koordinatenanfangspunkten von I und U 
ziehen wir Vektoren nach einem und demselben Punkte des inneren 
Randes von Jß. g)^ sei ein Amplitudenwert des ersten Vektors be- 
züglich I, ^0 habe eine analoge Bedeutung für den anderen Vektor 
und das System IL Wir bewegen nun den Endpunkt der Vektoren 
auf dem inneren Rand von R in einer und darauf in der entgegen- 
gesetzten Richtung, indem wir die Amplituden (es seien dies tp und ^) 
sich stetig von den Anfangswerten qp^ und V^g aus ändern lassen. Hier- 
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durch wird eine Zuordnung der ^ -Werte zu den qp -Werten^) einge- 
fOhrt; deizufolge tf; für alle q> eis eindeutige stetige Funktion von q> 
erscheint Es seien nun r und q die Badienvektoren eines Punktes des 
inneren Randes von R, 9 und ^ seien irgend ein Wertepaar der 
Amplituden, das nach dem Obigen diesem Punkte entspricht. Dann 
haben wir 
(10) r cos q> =' a + Q cos ^ r sin qp =» j8 + p sin ^ 



(11) p - ]/r* + a* + /J« — 2r (a co8 (p + ß sin tp). 
Man darf annehmen 

(12) P - r, + xiv), 

wobei X ^^^^ ^ ^^ V definierte eindeutige stetige und mit der 
Periode 2jt periodische Funktion ist; dieselbe besitzt stetige Ableitungen 
bis zur dritten Ordnung einschl. und |x(qp)|, |z'(9^)I; l>c''(9)l; l>c''(9^)l 
kann ein beliebiger^ mittels r^, r,, 97t; fi, t definierter Eleinheitsgrad er- 
teilt werden. Die Gleichungen (10) ergeben 

cos ^ =» cos g? + -4. sin ^ =■ sin 9 + B 

"* ^ (7 " ^) ''''* '^ ~ 7 -B =- (7 - 1) sin 9 - 7 . 

Bezüglich A^ B gelten dieselben Aussagen wie diejenigen, welche 
wir eben hinsichtlich %{q!) gemacht haben. Die Anwendung des in der 
Nr. 6 angeführten Satzes zeigt somit die Zulässigkeit der Aonahme, 
daß 9 für alle ^ eine eindeutige stetige Funktion von il) ist und stetige 
Ableitungen bis zur dritten Ordnung einschl. besitzt. Dabei können wir 
den Absolutwerten der Ableitungen Ton 9 — ^ nach ^ bis zur dritten 
Ordnung einschL einen beliebig durch r^; r,, fi; r, äR definierten Eleinheits- 
grad zuweisen. Wächst ^ um 2«, so wächst auch tp um 2n. Die 
Gleichung (12) lehrt dann, daB man hat 

(13) Q~x, + F{i,), 

wobei jP(^) eine für alle ^ definierte eindeutige stetige Funktion be- 
deutet, die periodisch mit der Periode 2% ist und stetige Ableitungen 
bis zur dritten Ordnung einschl. besitzt. |F(*)|, |1^'(*)|, \F'\i})\, 
\F"'{;ili), kann ein beliebig durch t^;!,, ft, r, 9)t definierter Eleinheits- 
grad zugewiesen werden. 

9. In einem Punkte des inneren Bandes ziehen wir die Normale 
in der Richtung nach innen und tragen auf ihr die Länge 1 ab. Dann 



1) AuB der Einleitung folgt, daß 9 bei einer der oben erwähnten Bewegungen 
entweder stets wächst oder stets abnimmt. 
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erhalten wir einen Punkt mit den auf 11 (vgl. die vorige Nummer) be- 
zogenen Koordinaten 

QCOB^ + ^an^ — ^ßin^ + ^cos^ 
p COS ^ , -- ^— p sin ^ H —= . 

Jedem Punkte des inneren Randes von R entspricht demgemäß 
ein Punkt auf der Ringebene, und wir können annehmen, daß diese 
letzteren Punkte niemals mit 0, d. h. dem Schwerpunkt von jß zu- 
sammenfallen. Den Inbegriff dieser Punkte wollen wir mit dem Namen 
„J'KvLTYe*^ belegen. Es ist nun offenbar möglich, eine für alle Werte 
der Variabeln ^ definierte stetige Funktion ^(ii) zu finden, welche 
folgende Eigenschaft besitzt: Ist Q ein Punkt des inneren Randes, 
P der entsprechende Punkt auf der Ringebene, t ein Amplitudenwert 
des von nach Q gezogenen Vektors, so ist lö(^) ein Amplituden- 
wert des von nach P gezogenen Vektors. Bezeichnen wir nun noch die 
Länge des Vektors OP mit zJ, so haben wir: 



z/ cos Sl(ii) — p cos ^ • 






. dg 

— ^ 8m t(» -t- ^ COB ^ 

z/ sin Sl{tli) = p sin ^ H -l= r — . 

Indem wir nun das im Anschluß an Gleichung (13) Gesagte berück- 
sichtigen, haben wir 

z/ cos Ä(^) ■= (ti — 1) cos tl^ + q>i 
z/ sin Sl(tli) == (tj — 1) sin ^ -f 9j , 

wobei 9>| und tp^ für alle ^ definierte stetige und mit der Periode 
2üt periodische Funktionen sind, die mit stetigen Differentialquotienten 
erster und zweiter Ordnung versehen sind. Den Absolutwerten dieser 
Funktionen und ihrer eben genannten Ableitungen kann ein beliebig 
mittels r^, r,, f*, SR, r definierter Kleinheitsgrad zugewiesen werden. 
Aus den letzten Gleichungen folgt z/ = tj — 1 + 9)3, wobei bezüglich 
9)3 dieselben Aussagen gelten wie von q>^ und fp^. Endlich folgt, wenn 
wir cj «= Ä(^) schreiben, 

cos CO = cos t + Vi sin o = sin ^ -f qpg, 

wobei bezüglich tp^ (p^ dieselben Aussagen gelten wie bezüglich %, q>ij ^>y 
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Nunmehr findet der in Nr. 6 dargestellte Satz Anwendung. E» 
ist demgemäß — immer unter der Voraussetzung, daß die Kleinheits- 
grade geeignet gewählt sind — ^ eine für alle o definierte mit o 
gleichzeitig wachsende stetige Funktion Ton o. Sohald o um 2;r 
wächst, wächst auch ^ um 2üt imd besitzt stetige Ableitungen bis zur 
zweiten Ordnung einschl. Den Absolutwerten der Ableitungen von ^ — o 
nach o bis zur zweiten Ordnung einschL kann ein beliebiger mittels 
r^, r,, ft, T; äR definierter Eleinheitsgrad zugewiesen werden. Hieraus 
und aus der vorher abgeleiteten Gleichung J '^Xi — 1 + (p^ erhalten 
wir nunmehr leicht das folgende Resultat: Bezeichnet (o irgend eine 
Amplitude des von nach einem Punkte der -^- Kurve gezogenen 
Vektors, ^ die Länge dieses Vektors, so ist 
(14) J = x,-l+f{a,) 

Hierbei bedeutet f{a)) eine für alle Werte von o definierte mit der 
Periode 2ä periodische stetige Funktion. Dieselbe besitzt stetige 
DifFerentialquotienten erster und zweiter Ordnung und \f{(D)\, |/^(cö)|, 
I /■"(©) I kann ein beliebiger mittels tj, r,, fi, r, 3K definierter Kleinheits- 
grad zugewiesen -werden. 

Alle Punkte der ^-Kurve haben vom inneren Rand von R den 
Abstand 1. In der Tat; zunächst sieht man sofort, daß jeder Punkt ^), 
der etwa vom inneren Rande von B, den Abstand 1 hat, auf der 
^-Kurve liegt Ferner ist sofort klar, daß der Abstand jedes Punkte» 
der z/- Kurve vom genannten inneren Rande ^ 1 ist. Wäre nun für 
einen Punkt P der z/- Kurve der Abstand < 1, so verbinde man P 
mit durch eine Gerade. Da der Abstand des Punktes vom Rande 
> 1 angenommen werden darf, so liegt, wie leicht zu sehen, auf OP 
zwischen und P mindestens ein Punkt, für den der Abstand » 1 ist. 
Dieser Punkt müßte also der z/-Kurve angehören, was nicht der Fall 
ist. Somit ist die versuchsweise gemachte Annahme zurückzuweisen; 
die z/-Kurve gibt also die Gesamtheit der Punkte, welche den Abstand 1 
vom Rande haben. Der Abstand ist eine stetige Funktion der Ko- 
ordinaten des Punktes. Es folgt somit aus dem Umstände, daß inner- 
halb der z/-Kurve Punkte existieren, deren Abstand > 1 ist, aber keine 
Punkte, deren Abstand =» 1 ist, daß für alle Punkte innerhalb der 
z/-Kurve der Abstand > 1 ist. Ähnlich schließt man, duß für alle 
Punkte außerhalb der ^-Kurve der Abstand < 1 ist. 

Wir führen nun ein Polarkoordinatensystem ein, dessen Pol in 
liegt, während die Achse mit der positiven Abszissenachse zusammenfällt. 

1) Wir sprechen nur von Punkten innerhalb des inneren Randes von R. Wir 
dürfen annehmen, daß die ^- Kurve nur solche Punkte enthält. 
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Der positive Drehungssinn sei für das Polarsystem und rechtwinklige 
System derselbe. Nach dem Yorhei^ehenden können wir dann sagen: 
Der Abstand eines Punktes vom inneren Rand von R ist größer , gleich 
oder Meiner als 1, je nachdem r — ri + 1 — f{q>) kleiner, gleich oder 
ffrößer als Null ist. Hierbei sind r, q> Polarkoordinaten des Punktes. 
Wie bereits früher erwähnt, sprechen wir hierbei nur von Punkten 
iimerhalb des inneren Randes von R. 

Die in den beiden letzten Nummern entwickelten Resultate gelten, 
falls die nach der Einleitung verfügbaren Eleinheitsgrade geeignet ge- 
wählt sind. Diese Wahl wird beeinflußt durch die Eleinheitsgrade, 
welche wir für |F(*)|, |F'(*) M^'W 1. I^'^WI ^^ /Hl, irifo). 
\r{^)\ (vgl- (13) und (14)) wünschen; als ohne Einfluß auf die ge- 
nannte Wahl können wir dagegen die Achsenrichtangen der gewählten 
Koordinatensysteme ansehen. 

10. @ möge auf der z/- Kurve liegen. Wir bezeichnen vorüber- 
gehend seine Entfernungen vom 1?- Schwerpunkt und vom SR -Mittel- 
punkt mit Q und r, femer die Entfernung der letzteren Punkte von- 
einander mit 6. Die Kraft, welche SR auf @ ausübt^), liefert in der 
Richtung vom J2-Schwerpunkt zum Punkt @ die Komponente 

V\r) [1 + ^'•"af""' ] = r'{r) [1 + ..] , 

wobei l^il ein beliebiger von tj, r^, SK, fi, t abhängiger Kleinheits- 
grad zugewiesen werden darf.*) Femer dürfen wir schreiben: 

r (r) » r (r, - 1) + [r - (r, - 1)] F' ' (r, - 1 -f ^ [r - (r, - 1)]) , 

0<#<1. 

Indem wir Gleichung (7) der Nr. 5 berücksichtigen, sehen wir, 
daß V\r) = F'(ri — 1) -f «j, wobei von £, dasselbe wie von b^ gilt. 
Es folgt hieraus weiter, daß die oben erwähnte Kraftkomponente gleich 
F'(ri — 1) + £3 ist, wobei bezüglich £3 dieselben Aussagen gelten wie 
von By und e^. 

Vergleichen wir nun die genannte Kraftkomponente mit der in 
dieselbe Richtung fallenden Komponente der Kraft, welche R auf @ 
ausübt, so sehen wir sofort, daß diese beiden Komponenten sich um 
eine Größe unterscheiden, deren Absolutwert man einen beliebigen von 
T^, r^, 9R, ft, X abhängigen Kleinheitsgrad zuweisen darf. Bezeichnen wir 
daher das Potential von R mit 77, so gilt für einen Punkt der z/-Kurve 

1) Wir können annehmen, daß die ganze ^- Kurve innerhalb des inneren 
Randes von 91 liegt und den Mittelpunkt von 9t umschließt. 

2) Bezüglich der Bedeutung von V vgl. Nr. 6. 
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p TT P TT 

^— =» F' (ri— 1) + «. Hierbei bezeichnet ^- die in der Richtung 

vom jR-Schwerpunkt zum Punkte der /^-Kurve gebildete Ableitung tou 
n und I B I kann ein mittels r^; r,; ^y (i, t beliebig definierter Eleinheits- 
grad zugewiesen werden. Berücksichtigt man noch 61. (9) in Nr. 5, 
80 ist klar^ daß mau das Recht hat zu setzen 

np^^ dn __^__ <i / i-8.6...(2n-i) \«/ i^-i\ «»« 



IV. Hilfssätze. 

11. Wir fuhren drei stets positive Funktionen /i(ti, r,, t), 
fiihfhy'^)) fiiyuhf''^) ®^- Diese Funktionen gelten von nun an als 
fest gewählt, wobei wir uns aber der bei ihrer Wahl zugelassenen 
Willkür erinnern wollen. Die Voraussetzungen gestatten folgende 
Annahme: Liegt @ innerhalb der jd-Kwrve oder auf derselben, so ist 
seine Entfernung vom R-Schwerpunkt < tj — 1 + /*,. Gilt dabei außer- 
dem^) f ^ tj + r, — 1 + r + /i, so ist die Entfernung des dann außer- 
halb des Ringes R liegenden materiellen Punktes % vom Ring R größer 
als r. Unter diesen Umständen haben wir ferner 

Die Gleichungen (3) aus Nr. 4 geben daher, wenn a, ß irgend welche 
der Bedingung a^ + i^^ "» 1 genügende Zahlen sind 

(") '--.>+^-f^i<y+i+ji+ ,.+,-.-+.+,). - 

Wir haben das Recht, SW, \3St — M\ und fi einen Kleinheitsgrad zu- 
zuweisen, der beliebig von r^, r,, r abhängt. Somit ist es gestattet 
anzunehmen 

(18) ]^a.^ + ß.^\<l+f,{x„t„r). 

Für die rechtsstehende Summe wollen wir die Abkürzung K ein- 
führen. Der Hilfssatz, welcher in dieser Nummer abgeleitet wird, ist 
folgender: 

Es liege eine sich auf das ZeUintervaü ^o ^ ^ < ^o + * erstreckende 
Bewegung des Ringes R und der materidlen Punkte @, % vor, bei 
wdAer © innerhalb der J-Kurve oder auf derselben liegt und stets 



1) Wir kehren wieder zu der durch die Figur veranschaulichten Bezeichnungs- 
weise zurück. 
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r>h+x,-l+t+f, giU. Ferner sd{x'J+(y'^y^4.K{x^--l+U)^g', 
u-öbei Xq und y^ die Werte von -jr , -^ für ^ ■= ^^ bedeuten. Dann gilt 



(19) t<4'iZLi + A., t<2lA^ 

Zum Beweise wählen wir 

., ^_p . ß yo 



-1 + /; 



und bezeichnen mit x^, y^ die Werte von x, y ffir t^t^. Es gilt, wie 
die Taylorsche Formel lehrt, 

Da femer 

so haben wir 



K , 



2[rx-i+/i]>m)^+(y;)^(^-g-,(^-g* 



und hieraus, wenn wir vorübergehend |/(2:^)*+ (y©)*^ ^y t — t^^w 
setzen 

Da Ä* — ^* nach der Voraussetzung ^ ist, so kann niemals «? = ^ 
werden, es ist somit stets 

Bildet man die letzte Ungleichung fSr t^t^'\-i und ersetzt ^* und A 
durch ihre Werte, so erhält man 

t < ^A^?i + ^»} 
VW+Cyo)^ 

Aus der letzten Ungleichung folgt, da {x^^ + (j/o)* ^ <?*, 



t<2)Azil±^. 



Somit sind die Ungleichungen (19) bewiesen. 

12. Um die Betrachtungen der folgenden Nummer nicht zu unter- 
brechen, begründe ich zunächst folgenden einfachen (vielleicht sogar 
bekannten) Satz: Für alle t des Intervalls <© ^ ^ <: ^o + *, * > seien 
n Funktionen yiy^ . . . y« definiert, die mit endliehen Differentialquotienien 
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eruier Ordnung versehen sind und für t^t^ verschwinden. Es gelte für 
das genannte Intervall 



(20) 



^y.l --. 



-£\'^^ + ß2\y^^'- (i«l, 2,..,n) 



^=1 



wobei a und ß positive Konstanten sind. Dann haben wir für aUe t des 
Intervalls 



(21) 



Vy!4-y| + --- + y|;^:j^(«*-*-l). 



Um diesen Satz zu beweisen, wählen wir einen ^-Wert des Intervalls, 
es sei dies t^, Ist für ^ — ^^ y^ = y, = • • • =» y^ =- 0, so ist die Be- 
hauptung richtig. Es genügt also, den Fall yyl + y| + • • • + yj > 
zu betrachten, wobei dann ^^ > t^ isi Es muß offenbar einen ^-Wert 
^ geben, der der Bedingung t^^ t^ <. t^ genügt und für den 

yi-y« = y» = Oist, während für ^,<^< ^^ yy2 + y 2 + ... 4:^>o 

gilt. Der Kürze wegen sei s = "j/yf + yl + ' ' ' + tfl gesetzt. Wir 
haben für ^^ < ^ < ^i 



\d8\ 
\dt\ 






^.=. 



^\y.\'(-+f^\^^^ 



A' = l 



Somit haben wir 



< Yn- a + ßns. 
e'-^'''{^'-ßns--y^^a)-^0, 



^ ( 



/?>/. 



e-<'''"Wo. 



Der in der letzten üngleichimg vorkommende Klammerausdruck ist 
daher für t^t^ gleich oder kleiner als der Wert desselben Ausdrucks 
für ^«=/^. Berücksichtigt man noch, daß für ^ » ^^ 5»0 gilt, und 
bezeichnet man mit s^ den Wert von s für t^t^^ so erhält man 



und folglich 



*^<>V;r-(^"''"'''-i) 



«1 ^ — ^— (e"/** — 1), w. z. b. w. 



]/n./? 



18. Wir führen vier weitere positive Funktionen von tj, r,, r ein. 
Im folgenden werden diese willkürlich gewählten Funktionen, welche 
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wir mit f^, f^, /i, /*, bezeichnen, als gegeben angenommen. Der Enize 
wegen setzen wir 

h+r^-l+T + fi^r, r + /;=«, ? + /5 = Ä 

so daß also x<q<p<P<Q gilt. 

Wir wollen nun annehmen, zu Anfang einer Bewegung, etwa fnr 
t^t^y liege © innerhalb der ^- Kurve und es sei {x[y + {y[)^ ^ g^j 
wobei g^ dieselbe Bedeutung hat wie in Nr. 11 und x[j y[ die Werte 

von ^ 1 ^ ^^ ^ "^ ^1 ^i^^- I^ übrigen seien die Anfangslagen und 
Anfangsgeschwindigkeiten von © und % derartige, daß bei Fortlassung 
des Binges und Vernachlässigung der Wirkung von % auf @ der 
materielle Punkt % eine Ellipse um @ beschreiben würde, deren große 
Halbachse a und lineare Exzentrizität e den Bedingungen a + ^ < -P? 
a — e^p genügen. Aus diesen Anfangsbedingungen folgt, daß zu 
Anfang der Bewegung r^p, r<c,P und somit r > g, r < Q gilt. Aus 
dem Satze in Nr. 11 schließen wir, daß im Verlaufe der Bewegung ein 
bestimmter Moment t'^t^ eintreten muß, in dem aum ersten Mak 
mindestens eine der Bedingungen: „© liegt innerhalb der z^-Kurve und 
r > g'^ verletzt wird. Für t^t^ liegt © innerhalb oder auf der ^-Kurve 

und es gilt r^q. Femer haben wir ^^ — f^ < 2 y ^'^^ ' 

Wir behalten nun die Anfangslagen und die An&ngsgeschwindig- 
keiten von © und % bei, lassen aber den Ring fort und vernachlässigen 
die Wirkung von % auf ©. Bezeichnen wir dann mit Ä, H die 
Koordinaten von % in bezug auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem, 
dessen Anfangspunkt in © liegt und dessen Achsen denjenigen des 
Systems C^ (siehe Nr. 4) gleichgerichtet sind, so gilt 

(d*S S 



(22) 



dt' (ys^+H^y 

d*H H 



dt' (V^«+-H"0* 

Für die wirklich eintretende Bewegung haben wir aber nach den 
Gleichungen (3) aus Nr. 4 



(23) 



^Ik „ 1 M 4. i^ _ a + u) —^ 



dt*- ^ ai, "^ 'dy ^'^ "^ '*'' (yiMT^.)»' 

Diese Gleicliniigen sind für ein Zeitinterrall anwendbar, welches das 
durch t^^t^ti definierte Intervall nach beiden Seiten hin übertrifit 
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Da für das Intervall ^i ^ ^ ^ ^; welches wir vorübei^elieiid mit I be- 
zeichnen wollen, die Ungleichungen (16) ans Nr. 11 zutreffen , so ist 
klar, dafi f£Lr das Intervall I 
^1 dSl du 

P'unktionen von t sind, deren Absolutwerten ein beliebiger von r^, tg, r 
abhängiger Kleinheitsg^d zugewiesen werden darf. 
Aus (22) und (23) erhalten wir nun 



IL dr\ dy ^ r* 



(24) 



dt* 

d'^ri-H) 



9 



-c 



,(VF+^0' 



dt' 



-r. 



H 



^} 



i{vv+n*y (ys''+H*y 



Wir setzen wie bisher y$' + ij* = r und außerdem Torübergehend 
l-Ä-OT, n — H-n, ys*+H*= Q. Es besteht offenbar die Un- 
gleichung I p — r I ^ y»»* 4- n* ^ »M I + I n |. Nun folgt für das Inter- 
TaU 7 



I 



9' 



l-S 



I * Kr* pV ^ »• 






^(i««; + i»:)y^+7.-+,y+^- 



Wir setzen -jt** wi'. 



2"P P' «i'v JP' 

— - -_ ,„ ^ ,^ — ,. . Es ist nach dem Vorhergehenden klar, 

daß man eine positive Funktion S3 von r^, r^, r derart angeben kanu, 
daB für das Intervall I die Ungleichungen 



dm' 



dt 
dn' 



dt 



^|9l + S5(|m| + |n|), 

^It/'. + Sdml + lnl), 



dm 



dt 
dn 



dt 



^93|m'|, 
^89 n'l 



12 1 

gelten. Es würde z. B. genügen, S9 = 1 + -, - + -r + -ri anzunehmen. 

Da wir das Recht haben, j^l, ;^: <f{Xi, r,, t) vorauszusetzen, wobei 
die positive Funktion f beliebig gewählt werden darf, so folgt aus dem 
Satze der vorigen Nummer, daB wir |w|, |w , \m'\, \n\ für das Inter- 
vall / einen beliebigen von r^, tg, r abhängigen Reinheitsgrad zu- 
schreiben dürfen. Hieraus folgt weiter die Berechtigung f(ir die An- 
nahme, daß im Intervall I stets r> q, r < Q gilt Da dann £ftr ^ = ^^ 
die Bedingung r>q nickt verletzt wird, so darf f ür ^ = ^ @ nicht 
innerhalb der ^- Kurve liegen; es liegt daher dieser materielle Punkt 
für ^ ■= ^ auf der ^- Kurve. Unter der Voraussetzung, daß die zu 
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unserer Verfdgui^ stehenden Eleinheitsgrade geeignet gewählt sind, 
können wir daher folgenden Satz aussprechen: Es liege au Af^cmg 
einer Bewegung © innerhalb der J-Kurve und es sei im Anfang 

\~\ + f ^y) ^ 9^' ^^ übrigen seien die Anfangslagen und Anfangs- 

geschwindigieiten von @ und % derartige, daß bei Faräassung des 
Ringes und Vernachlässigung der Wirkung van % auf @ der maierieUe 
Punkt % eine Ellipse um @ beschreiben würde, deren große Halbachse a 
und lineare Exzentrizität e den Bedingungen a-\- e'^P, a — e ^p ge- 
nügen. Dann tritt nach Verlauf eines bestimmten positiven Zeitintervcdls, 

welches < 21/- "~jj-"^* wf> ^w Moment ein, in welchem @ auf der 

jJ'Kurve liegt. Vor diesem Moment liegt @ innerhalb der J-Kurve und 
die Entfernung von @ und %, d, h. r, ist >q und < Q. Die Un- 
gleichungen r> q, r <. Q sind auch im genannten Moment erfiält, 

V. Stabilitatsbetrachtungen. 

14. Wir führen zunächst noch eine positive Funktion ^(r^, r,, t, p) 
ein, welche im folgenden als gegeben betrachtet wird. 

Es möge nun eine Bewegung von ®, % und R vorliegen, die sich 
auf das Intervall tQ^t^t^+ t erstrecjtt, wobei t eine positive Zahl 
ist. Bei dieser Bewegung liege @ stets innerhalb oder auf der 
z/-Eurve, auch gelte immer r ^ r. Die Anfangslagen und Anfangs- 
geschwindigkeiten von @ und % für ^ = ^o ^^^^^ wieder so gewählt, 
daß bei Fortlassung des Ringes und Yemachlässigung der Wirkung 
von % auf @ der materielle Punkt % eine Ellipse um @ beschreiben 
würde, deren große Halbachse a und lineare Exzentrizität e den Be- 
dingungen a + e'^P, a — e^p genügen. (Im folgenden wollen wir 
diese letztere Voraussetzung bezüglich der Anfangslagen und Anfangs- 
geschwindigkeiten von @ und Z durch das Zeichen Iß] charakterisieren). 

Außerdem nehmen wir an, daß (a:I)^+ (yo)* ^9^ ^^^ ^'^ ^^ 8®^*^ 
Der Index weist hier, wie überhaupt in dieser Nummer, darauf hin, 
daß die betreffende Größe für ^ = ^^ zu bilden ist; die Striche oberhalb 
der Buchstaben deuten Differentialquotienten nach t an. Aus diesen 
Annahmen folgt 

(26) -niKy+ivon+v^-h' 
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Während der ganzen Bewegung gilt offenbar 

(28) n^M, Ä<^- 

Nunmehr erinnern wir an das Integral (4) der Nr. 4 sowie an die 
in der Einleitung angegebenen Voraussetzungen hinsichtlich der Klein- 
heitsgrade von fi und M. Es ergibt sich dann mit Rücksicht auf das 
in dieser Nummer Gesagte die Berechtigung des Ansatzes 

(29) ^^ A + (6^).+ (,^). + ,^__l + ,^, 

wobei \rii\ jeder von r^, r^; r abhängige Kleinheitsgrad zugewiesen 
werden darf. Erinnert man sich an das Integral (5) der Nr. 4, so 
erkennt man die Berechtigung des Ansatzes 

(30) |l|-|g,,;_|^^„|+,.»-)/£ZÜ + ,„ 

wobei von rj^ dieselbe Aussage gilt, wie Ton rj^ . Indem wir die Formel 



\(hh + <hh + (^sh + (^A\ < V«? + al + al + al'yb{ + hl + bl + bl 

anwenden, ims auf die Kenntnis der bereits erwähnten Integrale (4) 
und (5) stützen und der Kürze wegen 



schreiben; finden wir, daß während der betrachteten Bewegung folgende 
Ungleichungen gelten: 

wobei von % dasselbe gilt, wie von rj^ und ly,. Nun haben wir 
(> < ti — 1 + /i (vgl. den Anfang von Nr. 11); femer 6 ^r + q <. 
r + ti — 1 4- /j. Wir können daher schreiben 

ZtfiUobrilt f. Mftthamfttik a. Physik. 54. Band. 1906. 4. Heft 26 
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wobei von rj^ dasselbe gilt, wie von ly^ ly, %. Somit haben wir 

[-|/?l=^ + ,,J^i[(l + j|f)H+23f(r,-l+r,)r+,j(-i + ? + ,,). 

Da. r^x xmd a^p + e^p, BO gilt von % - ^ (- - + - + %) 
dasselbe, wie von ij,, ijj, 17,, ij^. Ferner ist ^ P und somit 

wobei von i?^ dasselbe gilt, wie von ly^, ly,, ly,, ly^, 1^5. 
Auf Grund des Gesagten finden wir nun 

wobei von ly,, i^g, rj^ dasselbe gilt, wie von ly^, i?^ • • - 1?6- ^^^ Rücksicht 
auf die für a + ^ und a — e geltenden Ungleichungen erkennt man 
schließlich, daß man das Recht hat zu schreiben 

r« - 2ar + a« - e» - 2fi,^r + rj,^ ^ 0, 

wobei von iJjq und ly^ dasselbe gilt, wie von den %, % • • * fj^- Es ißt 
klar, daß aus dieser Ungleichung folgt 

Somit haben wir 

{r-^[a + 71,, + 1/5]) (r - [a + iy,o - V^) ^ 0. 
Hieraus folgt 

Man kann offenbar setzen D ^ ^ + ri,^, wobei von r^,^ dasselbe 
gilt, wie von ly^, ??, • • • i^n- _ 

Sind A und jB zwei Zahlen, die der Bedingung A>B^O ge- 
nügen, so ist. 

Es gilt also stets, wenn cf, /3 nicht negative Zahlen bedeuten, 
Aus dieser Bemerkung folgt 

ii/z>-ci-iv?T^,-y?i^i/ü;ri. 
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Somit können wir setzen }/D =" e + i^u^ wobei von ly^ dasselbe gilt, 
wie von rj^, % • • • ly«. Somit haben wir 

wobei den |e|, {17I ein beliebiger von r^, r,, r abhängiger Kleinheits- 
grad zugewiesen werden darf. Wie man daher auch eine positive 
Funktion F{Xi X^ r) gewählt haben möge, man kann immer die zu 
unserer Verfügung stehenden Kleinheitsgrade so wählen^ daß bei der 
von uns betrachteten Bewegung 

(31) a — e — JP^ r^a + e + F 

gilt. Man ist im besonderen berechtigt anzunehmen, daß im Verlauf 
der Bewegung q<,r <, Q gilt. 
Das Integral (4) liefert 

Da 7 > Jlf angenommen werden darf, so kann man schreiben 

wobei von rj^^ dasselbe wie von rj^rj^' - * rj^^ gilt. Da a + e^ P und 
folglich a'^P und man |i/i4|<— voraussetzen darf, so kann man 
schreiben 

15. Zu Anfang einer Bewegung (fQr ^ = ^0) seien zunächst die 
Bedingungen [/J] (vgl. den Anfang der vorigen Nr.) erfallt, ferner liege 

in diesem Moment @ innerhalb der ^-Kurve und -^ 1 sei ^ *. Aus 

\ dt \ ^ 

diesen Bedingungen folgt bereits für ^ =* <o ^ > ?• ^ir unterscheiden 
nun zwei Fälle, jenachdem für t = ^0 (^)' + (^* ^ 9^ oder (^^)' + 

(df) "^^^ ^^' ^*^^ d®°^ ^™ Schluße der Nr. 13 formulierten Satz 
tritt im ersten Fall nach Verlauf eines bestimmten positiven Zeit- 
intervalls, welches < 21/ ^' ~" j^ - - ist, ein Moment ein, in welchem 

© auf der ^-Kurve liegt Vor diesem Moment liegt @ innerhalb der 

26* 
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zZ-Kurre und die Eutfeniimg too @ und X, d. h. r^ ist > $ und < Q, 
Die üngkichiingea r > g, r <^Q sind anch im genannten Moment 
erf&llt. Wir wollen dud eine obere Grenze feststellen für die Andeniog, 
die 9?' hierbei erfaiireTi kann. Zu diesem Zwecke ziehen wir die letzte 
der Gleichungen (3) aus der Nr. 4 heran. Aus derselben folgt 



\d^^\^ üU 



rft* 



< 8ip I + 



dtp 



Aus den Gleichungen (S) der Kr. 4 folgt weiter 



dtp 



\if\KVi^vm'+c-ß)' 



- nt-»)-+U-»- -lAfaf)'+Q- 

Nun körnten wir, wie bereits erwälmt, T> M annehmen ond fem&r 
haben wir nach (16) ans Nr. 11 



Ferner ist nach Nr. 11 Yx* + y* <t, — 1 + f^ und außerdem 

V(|-x)« + (, -~yy^ r + y^T7 < 9 + r, - 1 + /i. 

Also gilt für das Zeitintervall vom Anfang der Bewegung bis zum 
charakterisierten Moment einschließlich 






<^r,~l+/i) + ((? + r,~l+/i) 



Dem zweiten Summanden auf der rechten Seite dieser Ungleichung 
können wir jeden von r^ r, r abhängigen Eleinheitsgrad zuweisen. Wir 
können somit schreiben 

(32a) |^;<2(t,-l+/;). 



Erinnern wir uns, daß das genannte Zeitintervall <2y 



t^-l+f. 



war, 



so sehen wir, daß ^- sich in diesem Intervall um weniger als 



dfp 



vom Anfauvj^swert entfernt. Da für t -= t^ ^* K ^ gilt, so haben 
wir also während des genannten Zeitintei*valls 
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Wir dürfen annehmen 



^[0 



+ 4(r.-l+r,)l/^±-^'- 



<i p' 



und dann haben wir fQr das genannte Intervall 

Wir gehen nun zur Betrachtung des zweiten Falles über, wo fßr ^ «= t^ 
(^j + (-,^ < jr* gilt. Wir haben dann zwei Möglichkeiten: entweder 

die Bewegung setzt sich ohne Ende in der Weise fort, daß @ stets 
innerhalb der ^-Kurve liegt und immer r > g ist (Fall A), oder es 
tritt nach Ablauf einer endlichen Zeit zum ersten Mal ein Moment 
ein, wo mindestens eine der beiden letzten Aussagen nicht zutrifft 
(Fall B). Nun sind wir aber nach dem eben in Nr. 14 Bewiesenen 
berechtigt, anzunehmen, dafi im letzten Fall für den charakterisierten 
Moment r > g gilt. Also muß für diesen Moment @ auf der ^^i-Eurve 
liegen. 

Die vorhergehenden Resultate lehren somit folgendes: Im Falle A 
gilt immer 
(34) a<r<Q ,,"<i(|-^). 

Im Falle B gelten die Beziehungen (34) vom Anfang der Bewegung 
bis zu dem Moment, wo @ zum ersten Male auf der zi-Eurve liegt, 
wobei die Grenzen dieses Zeitintervalls eingeschlossen sind. Alle diese 
Behauptungen haben zur Voraussetzung, daß die zu unserer Verfügung 
stehenden IQeinheitsgrade geeignet gewählt sind. Indem wir das Ge- 
sagte zusammenfassen, gelangen wir zu folgendem Satz: Es seien zu 
Anfang einer Bewegung (für t = t^) die Anfangslagen und Anfangsge- 
schwindigkeüen von @ und % so gewöMt, daß bei ForÜassung des 
Ringes und Vernadüässigung der Wirkung von % auf @ der materielle 
Punkt % eine Ellipse um @ beschreiben würde, deren große Halbachse 
a und lineare Exzentrizität e den Bedingungen a + e^P a — e^p 
genügen. Für t ^t^ möge @ innerhalb der J-Kurve liegen und es sei 

für diesen Moment \-?- ^ *. Dann sind zwei Möglichkeiten vorhanden. 

Entweder setrt sich die Bewegung ohne Ende in der Weise fort, daß @ 
stets innerhalb der J-Kurve liegt und 

(86) ,<r«i fj)'<£(l-i,) 

giU, oder es tritt nach Verlauf eines entR,ichen Zeitintervaüs für t^t^ + i 
zum ersten Mal der Fall ein, daß © auf der J-Kurve liegt, wobei für 
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^0 ^ ^ ^ ^ + t die Bejsiehungen (35) stets erfiäU sind. Die zweite 
Möglichkeit tritt immer ein, wenn für t^t^ (J^j + (-^j ^ g^ giU, und 
zwar hohen wir dann 

(36) t<2]/ ^'~^+ -^ . 

Als eine uninittelbare Folge dieses Satzes erhalten wir folgendes 
Theorem: 

Die Anfangslagen wnd Anfangsgeschmndigheiten van Saium wid 
Trabant seien so gewählt, daß bei Foräassung des Ringes und Vernach- 
lässigung der Einwirkung des Trabanten auf den ScUum der Trabant 
um den Saturn eine EUipse beschreiben tvürde, deren grosse Halbadise 
a und lineare Exzentrizität e den Bedingungen a + e'^P a — e ^p 
genügen. Der Ring umschließe zu Anfang die ScUumkugd ohne Be- 
rührung (dann liegt der Trabant außerhalb des Ringes ohne Beriämmg) 
und die Drehungsgeschwindigkeit des Ringes um den Schwerpunkt sei 
dem absoluten Betrage ncuih ^ 9. Bei diesen Anfangsbedingungen kann 
die Bewegung der drei Körper nur durch einen Zusammenstoß zv^ischen 
Saium und Ring ein Ende finden^ nicht aber durch einen Zusammenstoß 
von Ring und Trabant. Für die gesamte Dauer der Bewegung ist die 
Entfernung zwischen Saturn und Trabant zwischen den Grenzen q und Q 
eingeschlossen. 

VI. Ober den Fall, in welchem ® auf der ^-Knrve liegt. 

16. Wir führen zwei auf der Bingebene gelegene Polarkoordinaten- 
systeme ein. Der Pol und die Achse des einen möge mit dem Eoor- 
dinatenanfangspunkt und der positiven Abszissenachse von C^ (vgl 
Nr. 4) zusammenfallen. Die positive Drehungsrichtung far dieses Polar- 
koordinatensystem I sei so gewählt, daß eine in dieser Richtung er- 
folgende Drehung der positiven Abszissenachse von C^ um 90^ dieselbe 
in die Lage der positiven Ordinatenachse bringt. Das zweite Polar- 
koordinatensystem II liege ebenso bezüglich Cy. Die in der Nr. 9 ge- 
fundenen Resultate berechtigen zu folgender Aussage: Liegt @ im Pol 
von I, so ist der Abstand vom inneren Rande von R größer als 1. 
Schließen wir diese Lage aus, nehmen aber an, daß @ innerhalb R 
liegt, so ist der genannte Abstand größer, gleich, oder kleiner als 1 
je nachdem 

(37) C-ti + l-zW 

kleiner, gleich oder größer als Null ist. Hiebei ist q der Abstand des 
Punktes @ vom iJ-Schwerpunkt, ^ ein Polarwinkel von @ bezüglich 
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des Systems I. % (/) ^^^ ®^^^ ^^ ^® Werte von z definierte periodische 
stetige Funktion mit der Periode 2^. Dieselbe besitzt stetige Differential- 
quotienten 1. und 2. Ordnui^ und \x(z)\ Ix'Wi? Iz'WI J^*"^ ®^ 
beliebiger mittels r^; r,, fiy t, Tl definierter Kleinbeitsgrad zugewiesen 
werden. Wir bezeichnen nun, indem wir die letzte Annahme hin- 
sichtlich der Lage von @ beibehalten, mit o einen Polarwinkel des 
i2-Schwerpunkts bezüglich des Systems U. Dann ist a + tc — i; — (p 
ein ganzes Vielfaches von 27t und daher x{^) = Z (^ + ^ ~" 9); ^o^^i 
9 dieselbe Bedeutung hat, wie in Nr. 4. Wir können daher in dem 
eben erwähnten (auf den Abstand des Punktes @ vom inneren jR-Bande 
bezüglichen) Kriterium an Stelle von (37), d.h. p — tj + 1 — 3j(^)> 
auch p — ri+ 1 — ^(^ + ^""9) setzen. 

Wir wollen uns nimmehr vorstellen, es sei in einem Moment t^t^ 
eine Lage von jR, @, % gegeben, bei welcher % außerhalb R liegt, 
@ innerhalb ü, ohne mit dem 22-Schwerpunkt zusammenzufallen. Ein 
Polarwinkel des iZ-Schwerpunkts bezüglich U sei (Oq. Ln übrigen sei 
der Bewegungszustand für ^ » ^^ beliebig gegeben. Es gibt dann eine 
solche positive Zahl jp, daß folgende Aussagen gelten: Den f&r t'^t^ 
gegebenen Bedingungen entspricht eine Bewegung, welche sich im 
Litervall tQ-r-p^t^^t^+p nach den GL (3) der Nr. 4 in der Weise 
vollzieht, daß stets @ innerhalb, % außerhalb des Ringes liegt und @ 
niemals mit dem J{-Schwerpunkt zusammenfallt. Man kann dabei den 
Polarwinkel a des ü- Schwerpunktes bezüglich U so wählen, daß co 
im genannten Litervall eine stetige Funktion von t mit stetigen Ab- 
leitungen beliebiger Ordnung ist und sich für t^^t^ auf Oq reduziert. 
Dabei gilt stets 

d*y d*x ^dg d(o 

/Qo\ s«*«» ^y ^^ <**» ^ 5«* "~" ^ d«« dt "dt . 



Li diesen Formeln haben x und y dieselbe Bedeutung wie in den 
GL (3) der Nr. 4 und es ist q - V^M^. 

Wir beweisen nun folgenden Satz: In einem Moment t^t^ möge 
© auf der J-Kurve liegen und es sei r^ r. Femer sei für t ^^t^ 

Dann ist 

(40) ^ [P - t, + 1 - ;C (a, + Ä - 9) ] > 0. 



Dieser Satz gut unter der Annahme, daß die zu unserer Verfügung stehen- 
den Kleinheitsgrade geeignet gewählt sind. 
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um diesen Satz zu beweisen, bilden wir: 

(41) |;.[p-rx-z(«'+*-9)]-^-Z> + «-9')g-g]* 

-z'(«' + «-9')[^-^] 

d^ d^ 
d*t "dt* "^"dt" , /rfo\» 
dt» ^ +<'ldtj 

d*x , d*y Jlf+1/ dn . dlh , 1 / dSt , cSl\ ß , ^ , s 

Indem wir die Ungleichung (15) der Nr. 10 berücksichtigen; finden 
wir für t => t^: 

(42) ^_+y._»^[_-__ + __._J 

11 = 1 
Femer haben wir (man vgl. (16) aus der Nr. 11) für t = t^ 

Also £ftr t'^to 

d*x d^y 
^ dt^ '^ ^ dt* M+l 8R V-A — A 

wobei ^ die in (42) vorkommende Summe bedeutet. Indem wir die 
zu unserer Verfügung stehenden Eleinheitsgrade geeignet wählen, 
können wir für t^t^^ schreiben: 

Mit Hilfe der letzten der Gleichungen (3) aus Nr. 4 erhalten wir: 

Ti^T'?»i.f+v^+^-)/{f)rr(i)'. 

Wir können annehmen , daB ein Punkt, dessen Entfernung von 
dem auf der ^-Kurve gelegenen @ gleich oder größer als r ist, sich 
außerhalb des Ringes B befindet und von B einen Abstand besitzt^ der 
größer ist als r (vgl. den Anfang von Nr. 11). Wenn wir daher um @ 
einen Kreis mit dem Radius r — r ziehen , so muß er den Ring, so- 
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weit dieser auf der Ringebene liegt, in seinem Innern einschließen. Da 
für < » ^0 r ^ r, so ist in diesem Moment die Entfernung des Punktes T 
vom Ringe > r — r + r imd es gilt 






_ Ifp 






(Bezüglich /", vgl. Nr. 11.) Da jr> Jf ist, so erhalten wir 






<r,-l + /-. + ^ f^'''-^+^' ) 



(44) 

^(Jf+l)p + ^ + ^. 
Man kann p > -^ — annehmen imd schreiben 



\xy" ^yx I ^ 



<[3f+i+r.+M-„-^ 



Aus der zweiten der Beziehungen (39) ergibt sich 
dp 
2 -414? _ 2/(c + « - 9)?!l^'?l c' 



p dt 



dp 



o d% dto 
Q "dt 



< 



2|Z 



^^^^{Hmhm')- 



Also haben wir 

Aus (41) ergibt sich nun 

(46) _|j-(o + ,_^)|[_i..(jf+l+|, + j;) 
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Wir machten bereits die Bemerkung, daß man q > * T" annehmen 

kann. Man kann daher offenbar durch geeignete Wahl der yerf&gbaren 
Kleinheitsgrade erreichen, daß die auf der rechten Seite von (46) mit 

dem Faktor ( -Zj behafteten Glieder eine nicht negative Summe geben. 

Schließen wir die genannten Glieder, sowie das erste Glied von der 
rechten Seite der Beziehung (46) aus, so verbleibt daselbst eine Summe^ 
deren Absolutwert ein beliebiger von tj, r„ r, fi, 3Jt abhängiger Klein- 
heitsgrad zugewiesen werden kann. Dies ergibt sich mit BerQcksich- 
tigting der ersten Beziehung (39) sofort, wenn man sich daran erinnert, 
wie die Kleinheitsgrade nach der Voraussetzung bestimmt werden 
dürfen. Man darf daher offenbar schreiben 

womit unser Satz bewiesen ist. 

Sind die Voraussetzungen unseres Satzes erfüllt, so hat demnach 
Q — Xi + l — x(^ + ^ — ^) för ^ = ^0 ^^ Minimum. Für ^Werte, die 
Ton t^tQ verschieden sind, diesem Wert aber genügend nahe liegen, 
haben wir also Q — Xi + l— x>^ unabhängig davon, ob diese ^We^te 
größer oder kleiner ds ^^ sind. Für diese ^Werte liegt daher © außer- 
halb der ^-Kurve. Auf Grund des eben bewiesenen Satzes kommen 
wir zu folgendem Ergebnis: 

In einem Moment t^t^ mäge @ auf der zt-Kurve liegen und es 
sei r ^ r. Femer sei für t = 1^: 

Wir können dann t^ Bimseken zwei soldie t- Werte <i < ^o **"^ 
t^> t^ einschließen, daß die Bewegung im Intervall t^^t^t^ nach den 
Gleichungen (3) der Nr. 4 geschieht u/nd einer der folgenden drei Fäüe 
eintritt, 

1. @ liegt für t^'^t <.tQ innerhalb, für tQ<t^tf außerhalb der 
^'Kurve. 

2. © liegt für t^^t<.tQ außerhalb, für t^ <t^t^ innerhalb der 
^'Kurve. 

3. © liegt für t^^t <tQ und t^Kt^t^ außerhalb der J-Kurve 
Haben wir nämlich für t^t^ 

^ [(> - ti + 1 - z (oj + « - y)] + , 
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80 tritt offenbar einer der beiden ersten Fälle ein. Ist aber 

^[9 -h + i^ - z (^ + ^ - v)] - 0, 

80 gelangen wir zu den Voraussetzungen des eben bewiesenen Satzes. 
Es tritt dann also der Fall 3 ein. 

VII. Beweis des angekündigten Theorems. 

17, In dieser Nummer wird ein Hilfssatz abgeleitet, der in der 
folgenden Nummer zur Anwendung gelangt. Wir setzen dabei r^ — 1 
-f /"j « S (vgl. den Anfang von Nr. 11), q ^Yx^ + y* und behalten die 
bisher gebrauchte Bezeichnung Z" = 1 + /^ bei. Sind die zu unserer 
Verfügung stehenden Eleinheitsgrade geeignet gewählt, so gilt fol- 
gender Satz: 

Im Moment ^ = fo ^^'^ ^^^ Anfangslagen und Anfangsgeschwindig- 
keiien von © und % der Bedingung [ß] (vgl. den Anfang von Nr. 14) 
gemäß gewählt. Der Bing B liege für t^t^ so, daß © sich innerhalb 
der J'Kurve befindet. Außerdem nehmen wir an, daß 



und I 9>o' I <C ^ 9^^^' ^^ Index deutet hierbei, wie im Folgenden^ auf 
t^t^ hin, u und v haben dieselbe Bedeutung, wie in Nr. 4. Nach Ver- 
lauf eines gewissen ZeitintervaUs tritt dann (etwa für ^ = ^^ + t t > 0) 
ein Moment ein, für den @ eum ersten Mal auf der ^-Kurve liegt, 
während für ^0 ^ ^ ^ ^0 + * ^^^ q<r <Q gilt. Für t^t^ + t ist 

Uq (u — Mo) + < (v — Vq) > 0. 

Um diesen Satz zu beweisen, bemerken wir zunächst, daß aus den 
Gleichungen (1) der Nr. 4 folgt 

w' ==» — cos (p x' — sin qp y' + V(p' 



(49) 

v = suKf X — cos ip y —u(f 

Also haben wir 

<' + y«'* - K' - Von']' + K' + «ov,']» = y» + <PoW 

+ 29>o'(Mo»o'-fo«o') 

(50) ^y» + 9o'*Co*-2|fo'l(»o}'-(y-|9'o'|-p,)* 
Da p0<2(vgl. den An&ng der Nr. 11), so ist 

(51) y-|<)Po'l(>o>y-*ß>i<PS + l/4Ä:S>y^XS. 
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2K + 12* 



(y _ OS) ^(02 + (t - Q (f + 2^)) > S^ - ^2 - 

-f[('-l)'-(T+¥ + «)]5i-¥>«- 

AIbo ist der Koeffizient Fon ^ — ^^ auf der rechten Seite tob (62) 
größer als Null. Somit giU für das ganze Intervall i^<i^t^^i 
F>0. Mit Rücksicht auf (64) und (5T) erkeiinen wir die Eichtigkeit 
unseres Satzes. Wir könaea ihn auch in der Form aussprechen^ daß 
die Ordinate von © bemglich des Systems D^ für < = /^ + * ffrößer oft 
NuU ist. 

18. Zur Zeit t^t^ mögen die Lagen und Geschwindigkeiten foh 
@ und % den Bedingungen [ß] genügen. Die Anfangslage des Ringes E 
werde nur durch die Bedingung beschrankt, daß für i^ t^ sieh @ 
innerhalb der ^-Kurve befindet. Endlich aei ' tp^^' \ ^ 0. Die Glei- 
chungen (49) aus der vorigen Nummer zeigen unmittelbar, daß man dem 
Ringschwerpunkt eine solche Anfangsgeschwindigkeit erteilen kami^ 
daß 0^', Vq beliebig gegebene Werte annehmen. Es muß zu diesem 
Zweck sein 

Wir wollen nun die Gesamtheit der iv, i'p'- Werte ins Aog« fassen^ welche 
der Bedingung 

(07) V' + V'^^' 

genügen, wobei 



(66) 



(68) 



H^l 0S + l/(x+ 42)2'+4Sir. 



K und 2 haben in (68) dieselbe Bedeutung, wie in der Torigen Nummer. 

Man kann u^\ v^ gemäß der Bedingung (67) 50 wählen^ daß bei 
der eutsprechefiden Betcegung © stets intierJuüb der d-Kurve bleibt und % 
von 11 stets um mehr als x absteht. Die genannte Bewegung erstreckt 
sich anf alle t ^ t^ und es gilt dabei stets q<r <C Q. 

Um diesen Satz zu beweisen, nehmen wir versuchsweise an, er sei 
nicht richtig. Wie man dann auch «q', Vq der Bedingung (67) gemäß 
»lihlon nu*>ge, stet« sind für t =^ t^ die Bedingungen des ersten der 
hoitlon am Schluß von Nr. 15 formulierten Sätze erfüllt Auf Grund 
dit>stvs Suty.os und imserer versuchsweise gemachten Annahme können 
wir samMi: Wie mau auch Hq\ t\,' der Bedingung (67) gemäß wählen 
\\\ö^t\ stets tritt nach Verlauf eines endlichen Zeitintervalls für t = t^ + t 
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zum ersten Mal der Fall ein, daß @ auf der -J-Kurve liegt, wobei für 
<o ^ ^ ^ <o + t stets 

»<-<«. m'<Mi~i) 

gilt. Natürlich kann t von der Wahl der Uq\ Vq abhängen. Jedem 
einzelnen der Bedingung (67) genügenden Wertsystem Uq, Vq ordnen 
wir denjenigen Punkt der ^-Kurve zu, welcher im eben geschilderten 
Moment ^ =* ^o + * mit @ zusammenßlllt. Die Koordinaten dieser zu- 
geordneten Punkte bezüglich C^ können nach dem Gesagten als ein- 
deutige Fimktionen der m^', Vq aus dem Gebiete (67) aufgefaßt werden. 
Die so definierten Funktionen bezeichnen wir mit U(Mq', ^oO, SS(wo' VoO 
und wolkn nun ihre Stetigkeit nachweisen. 

Zu diesem Zweck wählen wir irgend eine Stelle a, ß des Gebietes (67) 
fest aus. Bei der entsprechenden Bewegung (wir bezeichnen sie mit B) 
tritt nach Verlauf eines endlichen Zeitintervalls, etwa für t^t^+T 
der oben gekennzeichnete Moment ein. Für diesen wird m = U(a, ß\ 
V » S3(a, ß) und es sind für ihn die Bedingungen des Satzes am Schluß 
der Nr. 16 erfüllt, wobei ^o -f- T in unserem Fall die Rolle von t^ im 
genannten Satz spielt. Wir können nach dem letzteren t^^ T zwischen 
zwei solche Werte t^ + Tj und ^^ + T, (0 < Tj < T< T,) einschließen^ 
daß die Bewegung im Intervall ^o ^ ^ ^ ^o + ^2 ^^^^ ^^^ Gleichimgen (3) 
der Nr. 4 geschieht und © für f^ + ^i ^ ^ < ^0 + ^ innerhalb, für 
^0 + T<t^tQ+ Tj außerhalb der ^-Kurve liegt. Die im angeführten 
Satz vorkommenden Möglichkeiten 2. und 3. sind nämlich in unserem 
Fall offenbar ausgeschlossen. Um nun die Stetigkeit der Funktionen 
U und SS für die Stelle Uq = a, t?^' = ß nachzuweisen, wählen wir be- 
liebig eine positive Zahl p. Sodann bestimmen wir r^ und t^ in der 
Weise, daß erstens T^ < r^ < T r< r, < T, ist und zweitens bei der 
Bewegung B im Intervall ^0 + ^1 ^ ^ ^ ^0 + ""^j 

|«-U(a,^)|<f , |t,_3J(«,/};i<|- 

gilt Eine solche Wahl der r^, Tj ist offenbar möglich. Unterwerfen 
wir die Stelle Wq', Vq der Bedingung, dem Gebiete (67) anzugehören 
und der Stelle a, ß genügend nahe zu liegen, so können wir dadurch 
erreichen, daß die einer solchen Stelle Uq, v^ entsprechende Bewegung 
sich im Intervall ^0 ^ ^ ^ ^ + ^2 ^^^ch den Gleichungen (3) der Nr. 4 
vollzieht und daß die w, v bei dieser Bewegung sich von den für 
gleiche Zeiten gebildeten w, v bei der Bewegung B beliebig wenig 
unterscheiden. Wir bedenken noch, daß bei der Bewegung B der 
Punkt @ im Intervall ^0 ^ ^ ^ ^0 + ^1 ^^^ ^®r z/-Kurve um mehr 
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als eine ftlr dieses ganze Intervall angebbare positive Große absteht 
Dann ist nach dem Gesagten die Berechtigung folgender Behanptniig 
klar. Unterwirft man die Stelle u^, v^ der Bedingung^ dem Gebiete (67) 
anzugehören und der Stelle a^ ß genügend nahe zu liegen, so können 
wir dadurch erreichen: 

a) daß die einer solchen Stelle u^\ Vq entsprechende Bewegung 
sich im Intervall ^ ^ ^ ^ ^o + ^2 nach den Gleichungen (3) der Nr. 4 
vollzieht, 

b) daß bei dieser Bewegung © im Intervall ^0 ^ ^ ^ ^0 + ^1 "iiier- 
halb der z/-Kurve liegt, fflr ^ =» ^^ + t, aber außerhalb der ^-Kurve, 
sodaß der charakteristische Moment bei einem ^Wert eintritt, för 
welchen ^0 + ^1 < * < ^0 + ^« ff^^ 

c) daß im Intervall <o ^ t ^ ^0 + ^» ^® **? ^ ^®^ dieser Bewegung 
sich von den f&r gleiche Zeiten gebildeten u, v bei der Bewegung B 

weniger als um ^ unterscheiden. 

Hat man die Stelle Uq\ Vq den genannten Bedingungen unterworfen, 
so folgt aus b) und c): 

i ■ U(«o', - U(«, ß)\^\ U(«o', V,') - u^iO) I + , u,{e) - U(«, ß) , 



(70) 



i«(«.>o')-«(«,/3);^;«KO-t'B(«)i + ii',(e)-»(«,^): 






Hierbei bezeichnen Ug{t), Vg{t) die Funktionen von t, denen u, r 
bei der Bewegung B gleich sind. Aus (70) folgt, daß 

, U(Mo', t-oO - U(a, ß) ; und ' »(V, ^ - fß(a, ß) ' 

kleiner als p sind, sobald die Stelle Uq', v^ der Bedingung unterworfen 
wird, dem Gebiet (67) anzugehören und der Stelle a, ß genügend 
nahe zu liegen. Damit ist die Stetigkeit der Funktionen Vi{u^, Vq), 
85 (mq' r^') bewiesen. 

Es möge nun eine Stelle Uq, v^ des Gebietes (67) gewählt sein, 
fttr welche ti^^ + r^'* = f/* gilt. Bei der entsprechenden Bewegung 
sind für t'^t^ die Bedingungen des am Anfang der vorigen Nummer 
angegebenen Satzes erfQllt. Es folgt aus dem letzteren, daß für den 
charakteristischen Moment bei der genannten Bewegung Uq(u — u^ 
-j. f»^'(ij — t'o) > gilt. Die letzte Ungleichung können wir auch 
schreiben 

^71) tio'LU(Mo', t'o-) - «o] + io'[«0'«', <) - ^o\ > 0. 
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Wir können somit sagen: Im Gebiete (67) sind U(mq' Vq') — % und 
98 (w^', Vq) — Vq stetige Funktionen der m^', Vq] außerdem besteht für die 
Stellen auf der Grenze des Gebietes (67) die Ungleichung (71). Es 
ist leicht zu sehen^ daß die Funktionen U(w0', Vq) — u^ und ^{uq, Vq) — f;^ 
für keine Stelle des Gebietes (67) gleichzeitig verschwinden. Zu diesem 
Zweck beachte man, daß U(uo', v^"), ^(uq\ v^) stets die Koordinaten m, v 
eines Punktes der ^-Eurve sind, während u^, v^ die u, i;-Koordinaten 
eines innerhallt der ^-Eurve gelegenen Punktes darstellen. 

Wir benutzen jetzt folgenden allgemeinen Satz: Es ist nicht möglich^ 
daß zwei für die x, y des Gebietes a;* + y* ^p* (p > 0) definierte und 
daselbst stetige Funktionen X{x, y), F(rr, y) für keine Stelle des ge- 
nannten Gebietes gleichzeitig verschunnden^ während für die der Bedingung 
a^ + y^ ^p^ genügenden Stellen xX + yY> giÜ. Was den Beweis 
dieses Satzes anlangt, so würde er bei etwas spezielleren Annahmen 
hinsichtlich der X, Y aus den Betrachtungen folgen, welche sich an 
die Eroneckersche Charakteristik anschließen. In der angeführten all- 
gemeinen Form habe ich ihn in meiner Schrift „Über gewisse Differential- 
gleichungen allgemeinen Charakters . . /' (Dorpat 1900, russisch) be- 
wiesen. Er folgt übrigens unmittelbar (und zwar nicht nur für zwei 
unabhängige Variable, sondern für eine beliebige Zahl derselben) aus 
einem allgemeineren Satze, welchen ich anderweitig^) veröffentlicht habe. 
Aus dem angeführten Satz folgt sofort, daß wir auf Grund der ver- 
suchsweise gemachten Annahme, unsere Behauptung sei nicht richtig, 
zu einem unmöglichen Resultat gekommen sind. Der am Anfang 
dieser Nummer ausgesprochene Satz ist daher erwiesen. 

Indem wir den am Schluß der Nr. 15 ausgesprochenen Satz und 
das eben gefundene Resultat verbinden, erkennen wir die Richtigkeit 
des folgenden Theorems: 

Die Anfangslagen und Anfangsgeschwindigkeiten von Saturn und 
Trabant seien so gewählt, daß bei Fortlassung des Ringes und Vernach- 
lässigung der Einwirkung des Trabanten auf den Saturn der Trabant um 
den Saturn eine Ellipse beschreiben würde, deren große Halbachse a und 
lineare Exzentrizität e den Bedingungen a-he^P, a — e^p genügen. 
Der Ring anschließe zu Anfang die Satumkugd ohne Bei'ührung (dann 
liegt der Trabant außerhalb des Ringes ohne Berührung) und die Drehungs- 
geschwindigkeit des Ringes um den Schwerpunkt sei dem absoluten Be- 
trage nach ^ <b. Bei diesen Anfangsbedingungen kann die Bewegung 
der drei Körper nur durch einen Zusammenstoß zwischen Saturn und 

1) P. Bohl, Über die Bewegang eines mechanischen Systems in der Nähe 
einer Gleichgewichtslage. § 4, I, Journal fflr Mathematik. Bd. 127. 

ZaiiMbrift f. Mmthemmtik a. Phyiik. 54. Band. 1906. 4 Heft. 27 
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Bing ein Ende findet^ nidU aber durch einen Zusammenstoß van Ring 
und Trabant. Für die gesamte Dauer der Bewegung ist die Entfernung 
von Saturn und Trabant zwischen den Grenzen q und Q eingeschlossen. 
Man Tcann jedoch die im Vorhergelienden noch unbestimmt gelassene An- 
fangsgeschwindigkeit des Bingschwerpunkts stets so wiäden^ daß es eu einem 
Zusammenstoß überhaupt nicht kommt, daß somit die Betvegung ohne 
Ende fortbesteht 

Vorausgesetzt ist hierbei, daß die zu unserer Verfügung stehenden 
Eleinheitsgrade geeignet gewählt sind. 



Wirbelströme in Stäben von rechteckigem Querschnitt 

Von Dipl.-Ing. P. Debye in Aachen. 

§ 1. Problemstellung. 

Bekanntlich ist es in der Elektrotechnik üblich, größere Eisen- 
massen, die Yon einem zeitlich wechselnden magnetischen Felde durch- 
setzt werden, zu unterteilen in der Absicht die Wirbelstromyerluste zu 
vermindern. Für die Praxis ist es deshalb Ton Wichtigkeit die Ver- 
luste im voraus berechnen zu können imd so zu beurteilen, ob die 
Unterteilung weit genug getrieben isi Zum Aufbau des Eisenkörpers 
verwendet man immer Bleche, also Leiter, deren Querschnitt senkrecht 
zur Richtung der magnetischen Kraftlinien von einem langgestreckten 
Rechteck gebildet wird. Nimmt man für die Rechnung die eine Seite 
dieses Rechtecks geradezu als unendlich lang an, so bietet das Problem 
der Berechnung der Wirbelstromverluste keine Schwierigkeiten. In 
dieser Form wurde es gelöst von J. J. Thomson.^) Es soll nun im 
folgenden gezeigt werden, daß auch dann, wenn man jene Abstraktion 
nicht macht, also den Fall eines Rechtecks betrachtet, dessen Seiten- 
längen beliebig sind, die strenge Lösung des Problems konstruiert 
werden kann. Diese setzt uns dann in den Stand den Fehler anzugeben, 
der bei der gewöhnlichen Rechnungsweise begangen wird. 

Wir legen demgemäß der Rechnung den durch Fig. 1 ver- 
anschaulichten Fall zugrunde. Im Innern einer von einem Wechsel- 
strom durchflossenen Spule, die in der Richtung ihrer Achse, der 
Z-Richtung, unendlich lang ist, befindet sich ein sich in der Z-Richtung 

1) Electrician 28. 1892, S. 597. 
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Fig. 1. 



ebenfalls unendlich weit erstreckender Leiter von rechteckigem Quer- 
schnitt. Seine Leitfähigkeit^) sei 6, seine Permeabilität fi^ die 
Längen der Rechtecksseiten 2d und 
2X. Im folgenden Paragraphen werden 
wir zeigen^ daß die Berechnung der 
Verteilung der elektrischen und mag- 
netischen Kraft im Lmem des Leiters 
zusammenfällt mit der Aufgabe: eine 
Lösung u der Gleichung 

At* + Ic^u = 



zu konstruieren, die auf dem Rande — 
des Rechtecks bestimmte vorgeschriebene 
Werte annimmt , imd werden eine Me- 
thode angeben, die es ermöglicht, fiir 
beliebig vorgeschriebene Randwerte die 
Funktion u in Form einer Reihe dar- 
zustellen. Viel mühsamer als die 
Herstellung dieser Lösung ist ihre 

Verwendung zur Ableitung praktisch brauchbarer Formeln für die 
wirkliche Berechnung der Wirbelstromwärme. 




§ 2. Die Differentialgleicliung des Problems. 

Nehmen wir die Abhängigkeit von der Zeit als rein harmonisch 
an, sodaß wir schreiben kommen ^^^ ^^^^j ®x== Xe**"', usw., wobei 
wir wie üblich erst am Schluß der Rechnung wieder auf die reellen 
Teile zurückgehen, so führen bekanntlich die allgemeinen Maxwell- 
schen Gleichungen: 



^(l + ;-e-rot§, 



für jede der Größen S, X, usw. auf eine Gleichung der Form 

Au4-A;*M = 0, 

wobei im Linern des Stabes: 

jrj ^ J.Q ^ «co^ _ iusai 

und im freien Äther: 



1) Wir benutzen durchweg rationelle Hea vi aide sehe Einheiten (vgl. Enc. 
d. M. W. Art. V 13 von H. A. Lorentz Nr. 7) und geben erst zum Schluß die Um- 
rechnung auf die praktischen Einheiten an. 

27* 
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Nun haben wir es in der gesamten Wechselstromtechnik mit „qoasi- 
stationaren^ Voi^angen zn ton, deren Wellenlange 2xc/aj auBerordeni- 
lieh groß ist gegenüber den Abmessungen des in Betracht kommenden 
Teiles des Feldes, hier insbesondere gegenüber den Seiten des Recht- 
ecks, sodaß wir setzen können: 

l^ ^^/i, *i = o, 

was auf die Vernachlässigung der Yerschiebungsströme hinauskommt 
Bei unserem Wirbelstromproblem, wie es durch Fig. 1 yeranschaulicht 
wird, haben wir speziell: 

Nach dem oben Gesagten genügt jetzt Z ^=^u im Innern des Stabes 
der Differentialgleichung: 

(1) AH + fc»M = 0, (k» ^i), 

während im Außenraum gilt: 

(2) Au = 0. 

Gleichung (2) losen wir für das Gebiet zwischen Spule und Stab durch 
den speziellen Ansatz: 

(3) t* = i3«= const.; 

gleichzeitig ist dann u im Inneren des Leiters Tollkommen bestimmt 
durch Gleichung (1) und die Bedingung, auf dem ganzen Rande des 
Rechtecks den konstanten Wert H anzunehmen. 

Die mit dem zeitlich veränderlichen, in der Z-Kichtung verlaufen- 
den magnetischen Felde notwendig verknüpften elektrischen Erafi- 

komponenten: G^ « Xef'"' und ©^ « IV*"', sind, da ^ = ist^ gemäß 

der Maxwellschen Gleichung: 

lg + l® = rotß 

c c ^ 

(wieder mit Vemachlässigang des Verschiebungsstromes) bestimmt durch 

rA\ 6 ^ du f^ T _ ^_ü 

W ~i^^ dy' c ^ '^ dx' 

Durch X und Y ist der Verlauf der Wirbelströme gegeben. Übrigens 
kann man leicht zeigen, daß ihre Kenntnis nicht nötig ist, wenn man 
nur die Gestalt der Stromkreise im Innern des Stabes bestimmen wilL 
Beachtet man nämlich, daß auf einer Linie §, = const., die Komponente 
von rot $ senkrecht zu dieser Linie und damit nach der vorstehenden 
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Maxwellschen Gleichung auch die Komponente Ton @ senkrecht zu 
dieser Linie yerschwindet; so sieht man, daß Stromlinien und Niveau- 
linien Ton ^, zusammenfallen. 

§ 3. Konstruktion der Funktion u. 

Zur Konstruktion der gesuchten Lösung von (1) gibt es zwei ver- 
schiedene Wege. Der erste beruht auf dem bekannten Satz, daß man 
die Auffindung einer Lösung von Aw + k^u = 0, für die beliebige Rand- 
werte vorgeschrieben sind, zurückführen kann auf die Bestimmung einer 
Greenschen Funktion G, d. h. einer Lösung der Gleichung: 

welche auf dem Rande des betrachteten Gebietes verschwindet und im 
ganzen Lmeren stetig und endlich ist mit Ausnahme eines beliebig ge- 
wählten Punktes, wo sie logarithmisch unendlich wird. Durch diese 
Funktion G ist dann u einfach bestimmt nach der Gleichung^): 



1 r dG. 

M == — r— iU^ -rr— dS, 

2nJ ^ cn ' 







wobei u^ der Wert von u auf dem Rande, >, eine Differentiation nach 

der äußeren Normalen bedeutet und die Integration über den ganzen 
Rand zu erstrecken ist. 

Da der in unserem Fall vorliegende Bereich ein Rechteck ist und 
wir mit Rechtecken die ganze x, y Ebene einfach und lückenlos über- 
decken können, liegt hier die Möglichkeit vor, durch Anwendung des 
aus der Funktionentheorie wohlbekannten Spiegelungsverfahrens die 
Greensche Funktion aus einer unendlichen Anzahl Elementarlösungen 
aufzubauen. Man gehe aus von einer Elementarlösung von Au + Ic^u =« 0, 
die nur von dem Abstände des Au^unktes von einem willkürlichen 
festen Pol abhängt und in diesem logarithmisch unendlich wird, die 
also in unserem Falle aus einer geeigneten linearen Zusammensetzung 
der beiden Bess eischen Funktionen J und K vom Index Null be- 
stehen würde. Dann betrachte man die bekannnte schachbrettartige 
Fig. 2, nehme im Inneren des Grundrechtecks einen beliebigen Punkt 
^07 Vo ^^ ^^^ erzeuge durch fortgesetzte Spiegelimg an den Seiten des 
Grundrechtecks eine doppelt unendliche Anzahl von Spiegelpunkten, 
wie in Fig. 2 angedeutet. Definiert man jetzt zu jedem dieser Punkte 
die zugehörige Elementarlösung aJ+bK, die in dem betreffenden 



1) Vgl. z. B. F. Po ck eis : Über die partielle Differentialgleichung A u-|- Jk'i« «= 0, 
S. 861 (auch S. 280), Leipzig 18U1. 
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Punkte iliren Pol hat, mit positivem oder negativem Zeichen, je nach- 
dem der erzeugende Pol in einem schraffierten oder nicht schraffierten 
Rechteck liegt, so ist die Summe dieser Elementarfunktionen, nachdem 
man noch das Verhältnis der Eonstanten a und b so gewählt hat, daß 
die Reihe konvergiert, die gesuchte Greensche Funktion. Indem man 
die Bess eischen Funktionen durch ihre in der komplexen Ebene ver- 
laufenden IntegraldarstelluDgen definiert, kann man die Summation unter 

Fig. 2. 




m 



rigriTT-^ 



I 



dem Integralzeichen ausführen, und man bekommt schließlich für u eine 
Formel, die, wie ich mich überzeugt habe, mit der jetzt auf viel ein- 
facherem Wege abzuleitenden übereinstimmt. . 

Der zweite Weg beruht auf der Möglichkeit die gesuchte Lösung u 
additiv aus höchstens vier einfacheren Lösungen der vorgelegten 
Differentialgleichung zusammenzusetzen, die nicht mehr wie die Green- 
sche Funktion doppeltperiodisch sind, sondern sich nur entweder in der 
rc-Richtung oder y- Richtung periodisch verhalten und von denen dann 
jede einen Teil der Grenzbedingungen befriedigt. In unserem Falle, 
wo auf den einander gegenüberliegenden Rechtecksseiten dieselben 
Randbedingungen vorgeschrieben sind, reduzieren sich die vier Funk- 
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tionen auf zwei; die im folgenden angegeben werden sollen. Der all- 
gemeine Fall beliebiger Randbedingungen läßt sich dann leicht in ent- 
sprechender Weise erledigen. 

Wir setzen w = w^ + w^ und verlangen z. B. für Mj, daß 

a) Awj + k^u, « 0, 

b) diese Funktion die Periode 4A in der j/-BichtuDg habe und 

c) in Übereinstimmung mit Forderung b) auf dem Rande des un- 
endlich langen von den Geraden o; » ± d begrenzten Streifens gleich 

Flg. 8. 



■^^ 



Ü 



1^ 



yW 



yh^ 



der in Fig. 3 dargestellten periodischen Funktion P(y) wird. Die 
Funktion u^ bestimmen wir durch ganz analoge Bedingungen; sie wird 
in X periodisch mit der Periode 4d. 

Die Funktionen u^ imd ii^ ^^^^ ^^^ ^^^^ leicht anzugeben. Stellen 
wir nämlich, um u^ zu bilden^ P{y) durch die Fouriersche Reihe dar: 

(5) P(y) = */(co8* f - icos^f + icos^ '' 



2 X- + ---) 
dann ist u^ gegeben durch 

«1 = ir(^i(*) «°« 2 I - i^»(*) °<>« Vi + i^»(*) cos -^ f - + • 
wenn wir f^{x) bestimmen durch die Differentialgleichung 

(8) . S + C^-wV.-O 

mit der Bedingung, daß f^(x) — 1 sei tixT x ^ ± 8. Setzen wir 

so wird 

(8) fM J, 



•). 
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wobei n die Reihe aller ungeraden ganzen Zahlen dnrchlänft, also 



(9) 



/ X X \ 



Ebenso wird, wenn wir definieren: 

(10) g,- + ]/*«d«-?^*, 

und wieder n die Reihe aller ungeraden ganzen Zahlen durchlaufen 
lassen: 

.... AH^'^^l nx /^'«•? Znx^ 

(11) tl,==-- - -_-C08-^-l _cos-2-^- + - 

\ C08 g, - cos g, -^ 

Hiermit ist also m = Wj + u, gefunden. 

§ 4. Spaltung der Lösung in ihren reellen und imaginären Teil 

Wie schon in § 2 bemerkt wurde ist die magnetische Eraft $, 
gleich dem reellen Teil yon wC**"; denken wir uns jetzt Uj resp. «, in 
der Form geschrieben: 

(12) u,^F,{x,y) + iF[{x,y\ resp. u,^ F,{x,y) + iF^{x,y\ 
so wird: 

(13) $, « {Fl + JP,) cos ©^ - (jPi' + Fl) sin o^. 

Aus dieser Darstellung ist ersichtlich, daß die Niveaulinien von ^^ 
und damit die Stromlinien ihre Gestalt periodisch mit der Zeit ändern, 
wenn nicht Fi + F% proportional F[ + JPi ist, was nicht der Fall. 
Die reell geschriebenen Formeln für ^, sind natürlich nicht mehr so 
übersichtlich wie (9) und (11); um sie zu erhalten setzen wir: 



(14) i»,-yW^f' = y-^AS-^'.-a. + V, 
dann wird, wenn wir noch die Abkürzung x* «= ^—^ benutzen: 
a,-j/(xA/+(f)%inyy2, 



(15) 



wobei q>^ im ersten Quadranten liegt und durch die Gleichung be- 
stimmt ist: 
(15a) tg9>, = 4';!i*' 



n-n* 
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Mit Benutzung der Orößen a^ und \ schreibt sich jetzt u^ in der 
Form*) 

(16) ti,=F,+ ti^;=='/2^±i '- ^ 1 ^cosff 



+ ♦ > ± ^^ j. COS-— f-^' 



sino^— ~— ©tn6^— r f-sina^— y— Sinft, 

C082a^j + (£oi2&^- 

Definieren wir analog a^, /3^, ^^ durch die Formeln 
«„-=|/(x*)* + (^)*sin^./2, 



% *'« = 4-,-j , 



Bodaß: 



(18) g„ - Yk^ö'-'^- = ]/- ^."d'i - ^' = - a, + ß.i; 

dann wird: 

(19) «, = F, + ,F,= ^±__ — , -^ cos-g--. 



,in„ »±^®infl y-^+.ina ?^©infl ?^ 



cos 



und man bekommt den reellen Ausdruck Ton ^,, indem man die 
durch (16) und (19) definierten Werte von^JPi, -Fi, Fi, Fi in (13) 
einsetzt. 

§ 5. Qrenzfälle und spezielle Beispiele des Feldes. 

Wir wollen zunächst den Grenzfall unendlich langsamer Schwin- 
gungen betrachten; da jetzt o » zu setzen ist^ wird 

Ttn . 



1) Hier und im folgenden besagt das Zeichen ± , daß die Glieder n » 1, 6, 9, . . . 
mit dem positiTen, die Glieder n=»8, 7, 11, ... mit dem negativen Zeichen zu 
Technen sind. 
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und wir erhalten aus (9) und (11) 



(20) 



:«!+«, 






^M 



2 X Ttny 
:rn d 2 1 



jtny 






Fig. 4. 



Andererseits kann in diesem Falle die Lösung keine andere sein^ als 
u ^ H, Es liefert daher die vorstehende Reihe eine merkwürdige 
Darstellung für njA im Inneren des Rechtecks. Daß dem so ist^ 
läßt sich in der Tat nach den Ghrundsatzen der Potentialtheorie einÜEUsh 
beweisen. (Die Reihe genügt nämlich der Gleichung At4 = und 
wird auf dem ganzen Rande des Rechtecks konstant gleich ^/4.) Für 
den Fall unendlich langsamer Schwingungen erhalten wir also, wie es 
sein muß, das ungestörte homogene Magnetfeld. 

Als zweiten Grenzfall nehmen wir 
das Thomsonsche Problem, dessen Lo- 
sung sich aus unserem Resultat ergeben 
muß, wenn wir A = cx> setzen. 

Für diesen Fall wird namUch u^ = 0, 

da q^-^ für A = cx> einen unendlich großen 

imaginären Bestandteil hat; weiter wird 

Pi=Ä^ Pn^^^, 

sodaß (9) ergibt: 

C09kd\ 

Die in Klammem stehende Reihe hat 
aber für — A < y < + A, d. h. hierfür 

— oo < y < + oo den Wert ^ ; daher wird: 
(21) 




iHcoslx/ ny 1 Zn y , 
n C08/l„r^-i-3'^°«l-X + 



^rCOS kx 
M == Ml = H , i , 



2 Ji. wie schon von Thomson angegeben 

wurde. 

Für den Fall beliebiger Frequenz und beliebiger Querschnitts- 
abmessungen setzen uns die Formeln (13), (16) und (19) in den 
Stand, das magnetische Feld im Innern des Stabes zu berechnen. 

Nach § 2 ist dann auch der Verlauf der Wirbelströme gegeben, da 
Niveau -Linien der §- Fläche und Wirbelstromlinien zusammenfallen. 
Die Rechnung bietet keine Schwierigkeiten mehr: im allgemeinen kon- 
vergieren die Reihen (16) imd (19) gut, nur in der Nähe des Randes 
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muß man eine größere Anzahl Glieder berücksichtigen. In Fig. (4) 
wurde der Verlauf der Wirbelströme, für den Augenblick ^ = 0, ge- 
zeichnet für einen Kupferstab mit den Querschnittsabmessungen: d » 2 cm 
A = 4 cm und einer Leitfähigkeit 6 = 4flrc^5,83 - 10-* = 7,33 - 10" V 
gemessen in rationellen Einheiten, entsprechend einer elektromagnetischen 
Leitfähigkeit ö"»»»^- « 5,83 • lO"*. Das Feld macht 50 Vollschwingungen 
pro sec., sodaß o == 23r • 50 zu setzen ist und wir also erhalten 
x^ = 2,30cm"*. Die §- Fläche wurde bestimmt durch die numerische 
Berechnung ihrer Ordinaten in 25 über den vierten Teil des Rechtecks 
verteilten Punkten. 

§ 6. Die Stromwärmeverluste. 

Die in einem Leiter erzeugte Joulesche Wärme ist bekanntlich 
gegeben durch den Ausdruck 

(22) Q^-öC&dS, 

wo dS ein Volumenelement bedeutet und die Integration über das 
ganze Volumen des Leiters zu erstrecken ist. Nun sagt uns aber der 
Poyntingsche Satz, daß die dem elektromagnetischen Felde so ent- 
zogene Energie in den Leiter durch seine Oberfläche hineingeströmt 
ist; er gibt uns also die Möglichkeit das Volumenintegral durch ein 
für die Zwecke der AusfQhrung der Integration besser geeignetes Ober- 
flächenintegral zu ersetzen. Definieren wir nämlich den Strahlungs- 
vektor © durch die Formel: 

@ = c[@.$], 

so lautet bekanntlich der Poyntingsche Satz, wenn W^ resp. W^ die 
in dem betrachteten Baume enthaltene magnetische resp. elektrische 
Energie bedeutet: 

(23) Jqjs+q+w„+w,~0, 

wobei g die Oberfläche des Raumes^ n die nach außen gerichtete 
Normale bedeutet. Hier gehen wir zu den zeitlichen Mittelwerten: 

^^^^j^dt and Qn^^jQdt 

über and erhalten aus (23) wegen der Periodizität von W, und W„ 

(24) f<BTdg = -(t, 
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(25) 



wobei jetzt die Integration über den Rand s des Rechtecks zu erstreckeD 
ist und der Ranm, f&r den Q^ berechnet wird, von zwei Ebenen £ » const. 
im gegenseitigen Abstände 1 begrenzt gedacht wird. Das Vektorprodukt 
c[@-$]»@ reduziert sich in unsrem Falle, da (£ und ^ senkrecht 
aufeinander stehen, auf das Produkt ihrer Absolutwerte; da weiter 
noch (E sowohl wie ^ in der Oberfläche des Stabes liegen, so wird 
mit Berücksichtigung von (4)^): 

©^ = - ^*«(|^6'*»')3l(Je'«0 für x « ± *, 
Der zeitliche Mittelwert hiervon lautet: 

sodaß (24) wird: 

(27) «-;'^«[/(k.a^»+/(k-.''^ 

Die AusfOhrang der Integration liefert sof Ghtind von (9) und (11) 
für Q^ die Reihe: 



(26) 



(28) ^ = -^.^;i'gi 



^_^__tg^^^+___tgg,_; 

Will man, was sich allerdings im allgemeinen nicht empfiehlt, die 
Funktionen in der eckigen Klammer durch ihren reellen Teil ersetzen, 
so erhält man: 



(29) ^ = 4^' 



^«•n* 



5« ©in 2 6.- — aJsinSa 



(5of26,y + coB2a^- 

-r-^ Ä /'«S^n^ö -j — a flin2a - 
j^n^n^ fr t^a ^ , ^ ^ 



-nj, 1 6, Sin 2 6^1 + a, sin 3«, j 



-2 «I+ft (5of2<?4 + cos2«4" 



1) fR bedeutet hier und im folgenden den reellen Teil. 
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wobei n wieder die Reihe aller ungeraden positiren ganzen Zahlen 
durchläuft. 

Ein sehr viel übersichtlicherer Ausdruck ergibt sich aber, wenn 
wir in (28) die tg- Funktionen durch ihre Partialbruchentwicklung er- 
setzen, die bekanntlich lautet: 



(30) 



'^^"%^-^r-'#-"-' 



Setzt man diese Reihe in (28) ein, so ergibt sich mit Berücksichtigung 
von (14) imd (18) für Q^ die Doppelsumme: 



(31) 



0« = ?2ff»£'2«*2«l„ 



i«'<T'. 






oder inclem'wir zur Abkürzung setzen: 



(5la) 
(31b) 



a «= 






= £ 



2ja 
17 -« ="^«- 



«--:!^'m.« 



fl v 



n und V durchlaufen beide die Reihe aller ungeraden positiven ganzen 
Zahlen. 

§ 7. GrenzfSIle der Wirbelstromverluste. 

um zu übersehen, wie Q"^ von den verschiedenen Umstanden ab- 
hängt, wollen wir für den Strom wärmeverlust Näherungsformeln für 
drei verschiedene Fälle ableiten: 

a) £. = -^, sowohl wie £« « -^ kleiner wie 1, 

b) fj, sowohl wie £, groß gegen 1, 

c) £i kleiner wie 1, £, groß gegen 1. 

a) Wir betrachten zunächst den Fall a); dieser tritt allgemein ge- 
sprochen ein, wenn die Querschnittsabmessungen oder auch die Schwin- 
gungszahlen nicht zu groß sind. Hier gilt für alle Werte von i/, n und 
a: fj < v^ -|- a*n* und ej < v* -f v^lof. Dementsprechend entwickeln 
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wir unterhalb der IT- Zeichen nach Potenzen der Großen fj/(v' + «*»*), 
resp. b\/\v^ + — j) und erhalten: 

(32) ö~=-,— - «1^2 Uj^ ^t^ (^iTfichiy''^^^^ iT*^ p+^nV+~"" 

Indem wir den Faktor e^e^ aus der Summe herausziehen und 
nach (31a) bJc^ « « resp. ejs^ = 1/a setzen, erhalten wir hierfür: 

(33) ^ = p.^*^4[^^(„) _ .J*,U,(«) + e*e*A,ia) - + •••} 

Hierbei ist die Reihe der Funktionen Ä^(a) des Verhältnisses der 
Seitenlangen a » d/X definiert durch die Formeln: 



(33a) 






Schließlich ersetzen wir noch e^ und f, darch ihre Werte —1/^^ 
resp. "]/~r, sodaß (33) übergeht in 

(34) r - "f .a'fi*«' ;. ^'**[^i(«) - (i ^? A«)* A(«) + • • • 

Alle Funktionen A^ verschwinden für a = und « = 00 und haben, 
da Ä(a) »= -4(l/a) ist, ein Maximum bei a =« 1. In Fig. 5 sind -4^(a) 
und Ä^{cc) als Funktionen von a eingetragen; in den meisten Bedien 
reichen nämlich zwei Glieder der Reihe (34) vollkommen aus. Nehmen 
wir als Beispiel einen Eupferstab mit den Abmessungen 2d» 1 cm, 
2>l » 2 cm, der insofern für die Rechnung bereits ungünstig ist, als 
die Werte s^ und e, der 1 nahe liegen, so haben wir zu setzen 

(D = 2;r . 50, ~ « 7,33 • 10"», a^d/X^ 0,5, sodaß (34) für die im 

Mittel pro Zeiteinheit und Längeneinheit des Stabes erzeugte Wärme 
ergibt: 

Q^ = 96,1 ir« [0,402 - 0,015 + •••] = 37,3 H« erg/cm • sec. 



Von P. Debtb. 



431 



Messen wir alle Größen nicht mehr in rationellen, sondern in 
elektromagnetischen Einheiten^ indem wir setzen 

1 



<y = 43rc*(y"»8" H^ 



4 TT 



77magn. 



und der Kürze halber den Index „magn.^^ wieder fortlassen^ so erhalten 
wir für die im Mittel pro Zeiteinheit und Längeneinheit eines Stabes 
erzeugte Wärme: 

(34a) Ö"«^10" V*^c)«<yAM»[^i(a) - (^ iL6ioX8)^ Ä^{a) + • • •] Watt/cm. 

b) Dieser Fall tritt im allgemeinen ein, wenn die Schwingungs- 
zahlen oder die Qnerschnittsabmessungen groß sind. Eine erste Näherung 




erhalten wir am einfachsten aus (29). Indem wir nämlich auf Grund 
Yon (15) resp. (17) für den Torliegenden Fall durchweg setzen: 

sehen wir, daß die zweite Summe gegen die erste und die vierte gegen 
die zweite zu yemachlässigen ist. Ebenso können wir in der ersten 
und dritten Summe sin neben @in und cos neben @of streichen, sodaE 
(29) ergibt: 

(35) ^-4^(xAyi + .dyI)2'^.V-?Vlp(4A + 4d), 
oder in elektromagnetischen Einheiten: 

Wie es zu erwarten war, wird hier Q^ proportional dem umfange des 
Querschnittes, entsprechend dem umstände, daß bei sehr großen 
Schwingungszahlen der Strom auf eine dünne Schicht in unmittelbarer 
Nähe der Oberfläche beschrankt ist. (Skineffect). 



432 WiibelstrOme in Stäben von rechteckigem Querschnitt. 

c) Mit diesem Fall haben wir es zu tun bei den in der Praxis 
angewandten Eisenblechen. Ihre Dicke ist immer klein and betragt 
0,5 bis 1 mm, die Breite ist im allgemeinen sehr groß und betragt 
auch bei Eisenprüfern, wo die schmälsten Bleche vorkommen, immerhin 
noch einige cm. Setzen wir a ^2jt - 50 entsprechend der in der 
elektrotechnischen Praxis üblichen Periodenzahl nnd als Mittelwert im 
Anschluß an J. J. Thomson /a = 500, so wird die charakteristische 

Größe €^^-^ = 0,218 bis 0,436, wenn wir <y - 1,22 • 10" V setzen, 

entsprechend dem sechsten Teile der Leitfähigkeit yon Kupfer. Aus 
dieser orientierenden Rechnung ist ersichtlich, daß wir auch hier die 
erste Doppelsumme von (31b) nach Potenzen von £j/(v' + «*w*) ent- 
wickeln können. Dasselbe gilt aber auch von der zweiten Doppel- 

n' 1 

summe; der kleinste Wert von v* + -^ ist nämlich l + l/a^>-ir 

so daß: 

Gleichung (32) resp. (34) gilt also auch für diesen Fall, und es er- 
übrigt nur noch, Näherungsformeln für die Funktionen Ä^(a)y resp. 
für die in (32) auftretenden Doppelsummen, für kleine Werte von a 
abzuleiten. Hierbei werden die mit einer Potenz von e^ multiplizierten 
Summen 8^^, in denen nur positive Potenzen von a auftreten, anders 
behandelt werden müssen, wie die mit einer Potenz von f, multipli- 
zierten S^^^, in denen die wegen der Kleinheit von cc großen negativen 
Potenzen von a vorkommen. Da die vorliegenden Summen uns nämlich 

Funktionen definieren, die für a = ±i- resp. a = ±i— unendlich 

werden, für die also der Nullpunkt der komplexen a-Ebene ein 
wesentlich singulärer Punkt ist^), ist es unmöglich, sie um diesen 
Punkt in Potenzreihen zu entwickeln. Um dennoch Näherungsfioiik- 
tionen zu konstruieren werden wir bei den Summen S,^ sowohl die 
Summation nach v, wie diejenige nach n unter Zuhilfenahme einer 
Integraldarstellung ausfuhren; bei den Summen Sim dagegen wird die 
Summation nach v allein genügen. 
Wir gehen aus von der Funktion 

(36) /•(«») -^i^W- 



1) Sowie jeder Punkt der imaginären Achse, die deshalb die natürliche Grenze 
unserer Funktion bildet. 
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ans der sich alle Snmmen 8^^ durch fortgesetzte Differentiation ab- 
leiten lassen nach der Fonnel: 

(37) iS,^ -^ -^ 2^ (,.« + a«n*)«'» 

" 2>'»-i(2w — 11)^ n« Und (an)/ '^"^>'- 

In (36) ersetze man jetzt jeden Summanden durch eine Integral- 
darstellung von der Form: 

OD 

(38) , / , , - ^ (-r^ + — ^) - - A-^" cos |an d|. 

^ '^ v*-|-a*n* ^v \v-\-%oin ' i» — tan/ vj ' ' 



Führt man dann die Summation nach v aus, indem man setzt: 

OD 00 

(39) 2^'' -ß^2'-'' = ^fm-n — \^ofi^l 

unter ^^Xg^ den ^hyperbolischen Tangens^ verstanden , so erhalt man 
zunächst ftlr f(an) die Darstellung: 

00 

(36a) f{an) • /cos 2|an • log Ig | dl 



Hieraus findet man dann nach (37): 

(40) ^,_iJtlogSgl2-^^^^6. 

" 

Ebenso ergibt sich: 

(40a) ■ S, = - i l,ßlof,Zgi2!^^ät 

n 

« 

+ li/'ioga:gl2"-^^«i|, 

« 

usw. 

Die hier auftretenden Summen nach n sind Fourier-Reihen f&r 
Funktionen, die innerhalb des Gebietes 0<2a|<;r durch rationale 
ganze Funktionen von a| dargestellt werden können; in den Gebieten 
X <i2ai<C2x usw. sind dann ihre Werte wegen der Periodizität 

Z«ltMbzlfl f. lUthematik Q. Phjiik. 64. Band. 1906. 4. Heft 28 
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der Darstellang mitbestimmt. Man überzeugt sich leicht durch fort- 
gesetzte Integration der Reihe 

"^7 8inn2a£ « 

^ n 4 

nach 2ag, daß für < 2ai < x 

Vr»Binn2ag «/2» ,j,, J\ 

Z - n^ + 4 U- " « ~ 2 sT « « +24 T««]' 

n 

^Binn2ag n /2* .^g «2» ej.« , «»2» .u. ä*^ 2 ^X 

2—n' lleT'^'^ -2 6T«'^' + 24 3y«6''-2-iöT«6), 

^ n» 4 V6I * 2 4! * ^ 24 21 " * 240/ 



(41) 



Ist nun a klein, so erstreckt sich da« Intervall, für das die Formeln (41) 
gelten, von Null bis zu dem großen Werte S === 0^ ; andererseits vei^ 
schwindet der in den Integralen (40) resp. (40 a) vor den Summen 
nach n stehende Faktor für große Werte von £ wie die Exponential- 
funktion. Wir führen deshalb die Integration von bis 00 schritt- 
weise aus, indem wir sie zerlegen in Teile, die sich erstrecken von 
bis 7t/2ay von jt/2a bis 2^/2«, usw. Vernachlässigen wir durchweg 
Glieder, die für a = verschwinden, wie e"^'*, so brauchen wir nur 
das Intervall von bis ;r/2a zu berücksichtigen, und wir erhalten ans 
(40) und (40 a) mit Benutzung von (41): 

Tt/ia n/ia 



(42) 







n/2a "i^^ 



Für die weitere Ausrechnung in der hier gewünschten Näherong 
ist es bequem log Xg | nach (39) wieder zu ersetzen durch die Reihe: 

n 

sodaß wir allgemein mittels fortgesetzter partieller Integration schreiben 
können: 



n n 

^ 2» * ^ n* ' ' 2' ^ n'*' 



(44) 
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Bei der weiteren Auswertung von S^^ S^ behalten wir abermals nur 
die Glieder bei, die nicht mit einer Exponentialfunktion multipliziert 
sind^ die also der unteren Grenze der Integrationen in (42) ent- 
sprechen; so wird schließlich: 

n n 

A fl 

Es erübrigt jetzt noch auch für die Summen 

Näherungsformeln für kleine Werte yon a abzuleiten. Dieses gelingt 
leicht folgendermaßen. Man gehe wieder aus yon der zu (36) analogen 
Funktion 

aus der sich alle Summen S^^ durch fortgesetzte Differentiation ab- 
leiten lassen nach der aus (37) durch Yertauschung von na mit n/a 
entstehenden Formel: 



(46) s;™=2n 






2«»!- 1 "^2 m — 1) ! ^ n* U/a 'd^n/a) ) '\a)' 

In (45) führe man jetzt auf Grund von (30) nur die Summation nach 
V aus. Man erhalt, indem man nachher wieder den %g entwickelt: 

(47) f{^)-2~-^-hy.^«^-. 

4 n/a ^ ' ' -^ 

Anwendung von (46) ergibt jetzt, wenn wieder die Glieder, die 
für « =« wie c"'*" verschwinden, yemachlässigt werden: 

(48) s;-|«'2'i' ^.'-li«^2'^.- 

n n 

28* 
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Führt man die durch (44) und (48) definierten Werte in (32) ein, 
und berücksichtigt, daß sje^ » a, so erhalt man schließlich filr den 
Wirbelstromyerlust pro Zeiteinheit und pro Längeneinheit des Bleches 
die Formel: 

(49) «-5^-....[..(^'2i.-.J^i.)- 

n n 

oder indem wir die Summen durch ihre Zahlenwerte ersetzen und die 
Bedeutung von b^ und s^ eintragen: 

(50) ^-ffi«fl«(ö«J<y»A[(l- 0,630 */A) 

-(4^*f(0,985-l,178*M)+...] 

Mißt man die Größen in elektromagnetischen Einheiten, so findet 
man für die pro cm' und pro sec. entwickelte Wärmemenge den Wert: 

(50a) (^ =- ^ - i . 10- T /i^fl»cö«<y *« [(1 - 0,630 djk) 

- (^ (itf öd«)* (0,985 - 1,178 d/A) + . . .] Watt/cm^ 

Die Formeln (49), (50) und (50 a) zeigen, daß die in der Elektro- 
technik angewandte Formel: 

^ » const. •©*•** 

sich als erste Näherung aus der theoretischen Rechnung ergibt. Die 
Abweichung von diesem Werte, yerursacht durch Berücksichtigung der 
zweiten Näherung, beträgt im allgemeinen nur sehr wenig (wenige 
Prozente). Der Korrektionsfaktor 0,630 d/A wurde schon auf Orund 
einer näherungsweisen Rechnung angegeben von Herrn Rüdenberg. \) 
Unsere Formel zeigt, daß dieser, allein im allgemeinen nicht genügt, 

da das Glied 0,982 (— fterodM von derselben und für einigermaßen 

breite oder dicke Bleche sogar von überwiegender Größenordnung ist 
In dem von Herrn Rüdenberg gegebenen Beispiel ist allerdings der 
Faktor (1 — 0,630 d/A) maßgebend. Durch das Vorhergehende sind 
jetzt die drei GrenzfäUe: xd sowohl wie xl klein, x8 sowohl wie %X 
groß, und xd klein, xk groß yoUständig erschöpft. Die Gleichungen 
(34) resp. (34a), (35) resp. (35a) imd (50) resp. (50a) geben uns in 

1) Elektrotechnische Zeitschrift 1906, Heft 6. 
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Jedem dieser Fälle geeignete Näherungsformeln für die Ausrechnung 
der Wirbelstromwärme. Tritt nicht gerade einer dieser extremen Fälle 
aufy so ist es natürlich immer möglich auf die allgemeingültige Glei- 
chung (29) oder (31) zurückzugreifen. Schließlich sei noch bemerkt^ 
•daß der berechnete, im Innern des Stabes stattfindende, Energieverbrauch 
sich als eine Vermehrung des Widerstandes der umgebenden Spule 
bemerkbar machen wird in einem aus den oben zitierten Formeln für 
jeden Fall leicht ableitbaren Betrag. Ebenso zeigt sich die Veränderung 
des ursprünglich vorhandenen homogenen magnetischen Feldes in einer 
Verminderung des Selbstinduktionskoeffizienten der Spule; auch der 
Betrag dieser Änderung läßt sich natürlich auf Ghoind der allgemeinen 
Formeln für das Feld (9) und (11) oder (16) und (19) in entsprechender 
Weise wie die Wirbelstromwärme berechnen. 



£iii Näherangsverfahren in der Methode der kleinsten 

Quadrate. 

Von Karl Fuchs in Preßburg. 

I. 

In der Methode der kleinsten Quadrate soll die Summe von ge- 
wissen Quadraten ein Minimum werden; wir schreiben diese Summe so: 

<1) (a,^ + 6,y + . .._?,)» 



Es gilt die Werte der unbekannten xy . . . so zu bestimmen , daß die 
Funktion f ein Minimum wird. Wir wollen uns dem Minimum stufen-^ 
weise nähern^ derart^ daß wir immer nur eine Variable ändern. Es 
gilt nun zu berechnen, um wievid man den Wert der Variablen ändern 
muß, um den Wert der Funktion f möglichst herabzudrücken. 

1. Zunächst schreiben wir den Variablen irgend welche angenäherte 
Werte XQyQ ... zu, und schreiben entsprechend: 

(2) /o - {a,x, + b,y, + l,y + (a,x^ + . . .y + . . . 

Die in den Klammem stehenden Ausdrücke bezeichnen wir mit pjp^ . . . 
und schreiben: 

(3) fo=P\+Pl+'- 
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Wenn wir die Variable x um den Betrag |q andern, dann ändert sich 
die Fonktion f nnd wird zu f^: 

(4) fi-(Pi + a^uy + (p, + a,uy + --- 

+ 2|o(PiOi+Aas + -'-) 

+ gS(«f + «l + ---)- 

Die Änderung zZ/J^ der Funktion f^ hat also folgenden Wert: 

(5) ^/i-25oCPi«i+A«. + --) 

+ ^(«? + a| + • • .)• 

Die Änderung z//o wird somit durch eine Pardbd dai^estellt, und sie 
hat ihren größten negativen Wert bei 

Wenn 1^ doppelt so groß genommen wird, ist aber z//ö wieder gleich 
Null, wie für 5o = 0. Wenn wir also x ungefähr um den Wert (6) 
abnehmen lassen, dann haben wir den Wert der Funktion f jedenfalls 
herabgesetzt^ und das ist ja unser Zweck. Wenn wir aber x um ii^nd 
einen uns bequemen Wert 1^ ändern, dann ändern sich auch die Poly- 
nome pjp^ . . . um folgende Beträge: 

(7) ^i>i = «i6o. ^l>a = aj5o; ••■ 

Wenn wir diese Inkremente zu den alten Werten von J>i, A, . • . dazu- 
schlagen, dann finden wir die neuen Werte der Polynome: 

(8) Pi-Pi + ^Pi> P2-Pi+^P%>'- 

Ein bequemer Wert von 5^ ist vor allem ein einstdliger Wert, z. B. 40, 
4, 0,4 usw., weil wir dann die Inkremente dp^j Jp^j . . . nach (7) be- 
quem genau berechnen können, und genau dem gewählten Wert |^ 
entsprechend müssen sie berechnet werden. Wenn wir die neuen Werte 
Pi7 Pif ' ' ' ^^^ Polynome berechnet haben, ist der erste Akt beendet 
Es folgt nun der zweite Akt, indem wir etwa die Variable y 
ändern. Das beste Inkrement rj ist analog (6) gegeben durch 

/Q\ ^_ Pi^l+Pi\-\ 

Wir entscheiden uns nun für einen bequemen Wert rj, der dem Werte 

(9) nahe liegt, und berechnen die neuen Änderungen der Polynome: 

(10) ^pl^b^Ti, ^i?2=-6f^, .•• 
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Aus diesen aber berechnen wir die neuen Werte der Polynome: 

(11) pI = p[ + ^p\, p'i ^P2 + ^Pi, . . . 

Jetzt ist der zweite Akt beendet, und es folgt der dritte, indem wir 
etwa e ändern usw., dann fangen wir wieder mit x an usw. 

Hiermit ist der Grundgedanke der Näherungsmethode entwickelt. 
Wenn wir als allgemeines Zeichen eines Inkrementes |, rj^ ... den 
Buchstaben A, als allgemeines Zeichen der entsprechenden Eons tauten 
ayh, . , . den Buchstaben Ic anwenden, dann ist der Ausdruck für das 
teste Inkrement: 

Diese besten Inkremente werden immer kleiner und kleiner, und end- 
lich so klein, daß wir abbrechen können. Im Laufe des Näherungs- 
verfahrens haben wir die Variable x wiederholt geändert und Inkre- 
mente £o9 Si> • ' • gefunden; der wahrscheinlichste Wert von x ist dann: 

(13) a; « a:o + lo + 6i + • • • 

Analog ist der wahrscheinlichste Wert Ton y gegeben durch: 

y = yo + % + ^1 + • • • 

usw. Die letzten Inkremente sind stets verschwindend klein. 

2. Im beschriebenen NäherungsTerfahren kann man mancherlei 
Vereinfachungen vomehmen. Die nächstliegende ist die folgende. Wir 
haben einmal ein Inkrement So ^'^^ (6) berechnet. Nachdem wir 
dann verschiedene andere Variable verbessert haben, wollen wir wieder 
einmal x um ein Inkrement g^ verbessern. Seitdem haben die Polynome 
ihre Werte aber wiederholt geändert, und haben jetzt neue Werte 
P\} P%y • • • gegen die alten Werte p^^ p^, . . ., und es gilt: 

^^^^ 5i- af + a5 + ... 

Wenn die neuen Werte p\j p'^j . . . gegen die alten Werte ^j, p^, . . . 
die Inkremente Jp^, ^p^^ . . , haben, dann kann (14) auch so ge- 
schrieben werden: 

fc iPi + ^Px)<h + (P» + ^Pt>t + • ' • 

^1- a; + a| + ... 

oder: 
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Konrad Zindler. Liniengeometrie mit Anwendoxigen. IL Band mit 
24 Figuren, VII u. 252 S. 8^ Leipzig 1906, G. J. Göschensche Verlags- 
handlung. Sammlung Schubert LI. Preis geb. Jl, 8. — . 
Das Zindler sehe Lehrbuch wird nach seiner Vollendung die wichtigsten 
Ergebnisse liniengeometrischer Forschung (im Sinne J. Plückers) in all- 
gemein verst&ndlicher Form systematisch zusammenfassen. Nachdem der 
Stofif dem Verfasser ofifenbar unter der Feder anschwillt, sind jetzt schon 
drei Bände in Aussicht genommen. Da der vorliegende Band im wesent- 
lichen nur dififerentialgeometrische üntersuchimgen enthält und der dritte 
Band die Theorie der quadratischen Komplexe, der algebraischen Kongruenzen 
und die Anwendungen auf Mechanik bringen soll, so dürfte aber wahr- 
scheinlich noch ein vierter Band nötig werden, selbst wenn auf die linien- 
geometrischen Forschungen £. Studys nicht näher eingegangen werden sollte. 
Der zur Besprechung vorliegende zweite Band^) zerfUllt in drei Ab- 
schnitte, von denen der erste die Begelflächen, der zweite die Differential- 
geometrie der Strahlenkongruenzen und der dritte die allgemeine Theorie 
der Komplexe behandelt. Der Verfasser geht bei der analytischen Unter- 
suchung dieser drei liniengeometrischen Grundgebilde von deren Parameter- 
darstellimg aus, indem er nämlich die Koordinaten („Zeiger^) einer Geraden 
als Funktionen von ein, zwei oder drei unabhängigen Parametern gegeben 
annimmt. Die für diese Funktionen vorausgesetzten Eigenschaften hätten 
genauer präzisiert werden sollen. Neben den Parameterwerten werden zur 
Festlegung eines Strahls in einem der drei Grundgebilde noch sogenannte 
fiaiürliche Bestimmuwjsstücke verwendet. 

Denkt man sich eine Regelfläche durch eine solche Bewegung einer 
Erzeugenden entstanden, bei der der Zentralpunkt sich längs des Gemeinlotes 
mit der benachbarten Erzeugenden bewegt, so dienen als natürliche Bestimmungs- 
stücke einer Erzeugenden deren Winkelgeschwindigkeit co, die Translations- 
geschwindigkeit O ihres Zentralpunktes, die Geschwindigkeit tf, mit der sich 
dieser Punkt längs der Erzeugenden verschiebt, und die Winkelgeschwindig- 
keit ri der asymptotischen Ebene Sind diese Geschwindigkeiten als Funktionen 
eines Parameters t (die natürlidicn Gleichungen der Begdflädie) und gewisse 
Anfangsbedingungen gegeben, so ist durch deren Verhältnisse die Begelfläche 
bis auf ihre Lage im Baum bestimmt. . Durch Nullsetzen einer der vier 
Geschwindigkeiten gelangt der Verfasser zu 4 Arten der Abbildung einer 
Begelfläche, die er bezw. zylindrisch^ dbirickdhar^ orthoid und lonoid nennt 
Die Bestimmung einer Kegelfläche aus ihren natürlichen Gleichungen wird 
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näher betrachtet und eine ausgezeichnete Erzeugungsweise einer allgemeinen 
Begelfläche daraus abgeleitet (Satz 19). Beachtenswert erscheint die in 
§ 13 gegebene Einteilung der singulären Erzeugenden von Regelflächen in 
15 Arten, jenachdem nämlich eine oder mehrere der Geschwindigkeiten co, 
O, 0, ij in dieser Erzeugenden, durch Null gehend, ihr Vorzeichen ändern. 
Die algebraischen Regelflächen, insbesondere die 3. Ordnung werden kurz 
behandelt. 

Der zweite Abschnitt beginnt mit der Einftihrung des folgenden natür- 
lichen Zeigersystems für gerade Linien. Wird auf einer orientierten Geraden Sq 
ein Ausgangspunkt angenommen und durch sie eine Ausgangsebene gelegt, 
so dienen als Zeiger irgend eines Strahls s der Winkel ca = Sq s, die Länge a 
des Gemeinlotes zwischen Sq und 5, der Winkel a, den dieses Lot mit der 
Ausgangsebene einschließt, und der Abstand z des auf Sq befindlichen Lot- 
fußpunktes von 0. Durch Annahme einer hinreichend kleinen oberen Grenze 
für a und den absoluten Betrag von a definiert man eine Umgebung des 
Strahls Sq. 

Sind ;8r, o, of, £0 als Funktionen eines Parameters t gegeben, wobei 

zu ^ = der Strahl Sq gehören soll, so ist P = lim - (fttr f = 0) der Ver- 
teilungsparameter der so definierten Regefläche in 5^, während lim^; und 
lima die Lage des Zentralpunktes und der Zentralebene bestimmen. Die 
drei Zahlen z, a, P kennzeichnen eine Fofischreitungsrichtung im Linienraum 
und heißen deren Zeiger. Jede Regelfläche durch Sq bestimmt bekanntlich 
auf diesem Strahl eine Korrelation; mit diesen Korrelationen kann man 
nach Koenigs (Sur les propr. inf. de Fespace regle, 1882) analog wie 
mit den Fortschreitun gsrichtimgen operieren; durch Einführung der letzteren 
erzielte der Verfasser jedoch größere Anschaulichkeit. 

Zur Untersuchung einer Kongruenz in der Umgebung eines ihrer 
Strahlen s werden die Richtungszeiger z und P als Funktionen von a be- 
trachtet. Den extremen Werten von z entsprechen auf s die Grenzpunkte, 
während die zugehörigen Werte von a die Hauptebenen durch den Strahl 
bestimmen. Hamiltons und Kummers differentialgeometrische Sätze über 
Strahlenkongruenzen ergeben sich nun recht elegant. Der Verfasser gelangt 
auf diesem Wege aber auch zu neuen Ergebnissen. Als solches sei erwähnt, 
daß die Extreme von P in s zu jenen der Kongruenz an gehörigen Regel- 
flächen durch s gehören, deren Zentralebenen die Winkel zwischen den 
Hauptebenen von s halbieren (§ 22). Diese Zentralebenen werden die 
Krümmungsehenen von s genannt. Femer gehören dazu die Aufstellung der 
Gleichung der Grenzfläche (Ort der Grenzpunkte) eines Strahlnetzes, ins- 
besondere eines Rotationsnetzes, und die Aufstellung der Differentialgleichungen 
der Hauptfläche und der Krümmungsfläche einer Kongruenz, d. h. jener 
Regelflächen der Kongruenz, deren Zentraltangenten immer in eine Haupt- 
oder in eine Krümmungsebene fallen. Beachtung verdient femer § 29, der 
sich mit den ümdrehungs- und Schraubungskongmenzen (entstehend durch 
Drehung oder ' Schraubung einer Regelfläche) beschäftigt. Jedoch ist mit 
dieser Aufzählung der Lihalt des zweiten Abschnittes durchaus nicht erschöpft. 

Hinsichtlich des dritten, fast den halben Band einnehmenden Abschnittes 
sei nur erwähnt, daß darin der obige Richtungsbegriff weitere Anwendungen 
auf Komplexe findet, daß insbesondere Begriffsbildungen, die von F. Klein 
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und Koenigs herrühren, eingehende and zum Teil originelle Behandlung 
erfahren. Gerade die Arbeiten von Koenigs haben in Deutschland bisher 
weniger Beachtung gefunden. 

Aus all diesem ergibt sich, daß auch dieser zweite Band von Zindlers 
Liniengeometrie bestens empfohlen werden kann. Die Originalarbeiten sind 
nie einfach ausgezogen sondern neuerdings durchgearbeitet An manchen 
Stellen wird im Leser freilich der Wunsch aufbauchen, der Verfasser h&tte 
den Gegenstand noch etwas breiter dargestellt. 

Wien, im Mftrz 1907. E. Müller. 

P. Zechs Aufgabensammlung anr theoTetiBohen Mechanik nebst Anf- 
lösungen. 3. Auflage. Von Dr. C. Cranz unter Mithilfe von Bitter 
von Eberhard. Stuttgart 1906, Metzler. Br. Jl 4,60, geb. Jl 5,20. 

Unter den wesentlichen Verbesserungen xmd Erweiterungen, welche 
dieses Buch in seiner neuen Gestalt aufweist, ist hervorzuheben: 

Neu hinzugekommen sind zu einer Reihe von Aufgaben die Auflösungen 
(z. B. IX 18 — 22). Die Schwierigkeit der betreffenden Aufgaben läßt dies 
auch recht notwendig erscheinen. Sie stammen meist aus Prüfungen und 
sind seinerzeit von G. W. v. Baur gestellt worden, daher mit der Be- 
merkung (W. C.) versehen. (Eine Erklärung dieses (W. C.), wie sie im 
Vorwort zur 2. Auflage enthalten ist, fehlt im Vorwort zur dritten; der 
volle Name ist nur der letzten Aufgabe (XI, 3) beigefögt). 

Neu ausgeführt sind die Figuren, auch etwa 20 neu hinzugekommen. 
War im Vorwort zur 2. Auflage zu lesen: „Die Figuren wurden ausnahms- 
los vom Verfasser selbst gezeichnet, ein umstand, der, wie er hofft, als 
Entschuldigimgsgrund für manche technische Unvollkommenheit gelten kann^, 
so kann jetzt davon nicht mehr die Bede sein. Die gut gezeichneten 
Figuren werden wesentlich zum Verständnis der Auflösungen beitragen. 
Schon eine Vergrößerung der Figuren war ein dringendes Erfordernis; aber 
auch durch ihre klare Anordnung zeichnen sie sich gegen die früheren 
aus, sowie durch ihre Korrektheit. (Eine fast auffallende Ausnahme bilden 
hier die Figuren 47 und 49, wo die Zusammensetzung der Parabeln aus 
Kreisbögen zu große Abweichungen von der richtigen Kurve hervorgerufen 
hat und Ähnliches gilt von der Ellipse in Figur 111.) 

Die Nachteile, welche der gegenüber der zweiten Auflage etwas kleinere 
Druck mit sich hingt, werden völlig aufgewogen durch seine größere Schärfe, 
und die Verbreiterung der Druckseite gestattete so an manchen Stellen eine 
übersichtlichere Anordnung der Formeln. 

War das Buch schon in seiner früheren Gestalt ein wichtiges Hilfs- 
mittel für den Studierenden der Ingenieurwissenschafben, wie den Mathe- 
matiker zum Studium der theoretischen Mechanik, so wird es in seinem 
neuen Kleid zusamt mit den Verbesserungen des Inhalts gewiß noch leichter 
sich neue Freunde verschaffen. 

Stuttgart ,, ,.. E. Stübler. 

Berichtigiiiig som dritten Hefte dieses Bandes. 

S. 267, Z. 4 V. u. muß es heißen: dem Ausbau der Anlage und der Abhaltung 
von Yorlesungen betraut . . . 



= T«ri«g Ton B. ft, Tenlmer to Lelpglg and Berlin. = 

F. fi. Helmert, 

Die Ausgleicliimgsreclmung nach der 
Methode der kleinsten Quadrate. 

Mit Anwendungen anf die GeodSöe, die Physik nnd die Theorie 
der MeBinitramente von 

Zweite Auflage. (XYIII iL 678 8.] gr. 8. 1907. In Leinwand geb. n. JL le.— 

Die Eniwiekbingen sind mit Abdeht in den enten Abiohnitten etwas 
bxeit gehalten» ebenso ist die Kenntnis der Detenriinant^ntfaeoiie nicht vprans- 
gesetii Die weniger entwickelten LOeongen sind nicht flbeigangen, nnr den 
vereinzelten Anwendnngen zu entsprechen, flBr welche ein Sta£nm der elesan- 
teren nnd meist rationelleren LOsnngen nicht am Pl^ze ist. Yen Wiohti(^eit 
erschien es, die üntersnchnng der plausibelsten Beobachtongsfehler me& zu 
betonen. Die üntemcheidnng wahrer nnd plausibler Fehler ist allöithalben 
m6ffliohst streng duichgefOhrt und demgem&ft auch bei der Untersuchung des 
YeneUungsgeeeties der plausibeLsten Fehler zur Yergleichung nicht ein wahrer 
Fehler beutst ^etwa der mittlere oder wahrscheinliche), sondern ebenfallB ein 
plausibebter Fehler. 

tlm recht ersichtlich zu machen, welcher erhebliche Unterschied zwischen 
zwei Anwendungen der Methode der kleinsten Quadrate stattfinden kann 
besflglich der Bedeutung der Resultate, ist auch die Anwendung derselben 
zu inteipolatorischen Zwecken mit au^g^ommen. 

Gino Loria: 
Vorlesungen über darstellende Geometrie. 

Autorinerte, nach dem itaUeaiichea Hamukript bearb. dentiche AugRbe ▼tfn 

>FritK Schutte, 

Oberlthrer un Ktaigl. Gymn—itiin m Dflxvn. 

Erster Teil: Die DarsteUungsmethoden. 

MitieSFigazenimTexte. [XIu.S19S.] gr.8. 1907. InLeinwandgeb.n.e4C6.80. 

Das Torliegende Werk, aus mehijfthrigen Yorlesungen des Yerf. herror- 
gegangen, setzt nur elementare Kenntnisse der projektiven und analytischen 
Geometrie voraus. Dieser erste Band, der die Darstellungsmethoden 
behandelt, beginnt mit einem kurzen Abrifi der Geometrie des Zirkels und 
der Geometrographie und geht dann im 1. Buche zur Methode der Ortho- 
gonalprojektion über. Das 2. behandelt in gleicher Weise die Zentral- 
projektion, w&hrend das 8. der Methode der kotierten Ebenen gewidmet 
ist. Jede dieser Darstellungsmethoden — andere werden nur gestreift — wird 
in umfangreicher Weise zur Lösung der wichtigsten Au&aben über Punkte, 
Geraden und Elienen herangezogen und hierbei gxündhch auf alle Einzel- 
heiten eingegangen, während weiter gehende Anwendungen vorerst unterbleiben. 
Die Grnn&ufffaben der Stereometrie, die man in der elementaren Geometrie 
nur in Gedaä:en lOst, sind durch die darstellende Geometrie zeichnerisch 
behandelt, so dafi hier dem Übelstande, daB man im Baume nicht zeichnen 
kann, soweit, dies geht, abgeholfen wird. Das 4. Buch betrifit die Axo- 
nometrie, das 6., zum erstenmal in einem Schulbuche, einen theoretisch' und 
praktisch wichtigen Zweig der „darstellenden*^ Geometrie, der augenblicklich 
in rechter Blüte st^t, die Photogrammetrie. Reichlicher Übungsstoff dient 
dem Leser zur Yertiefung und Befestigung der aus diesem Werke geschöpften 
Kenntnisse; viele Zeichnungen erleicmtem das YerstAndnis in hohem Maße. 
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Gaskugein. 

Anwendungen der mechanischen Wärmetheorie 

auf kosmologische und meteorologische Probleme. 

VoB Dr. R. Emden, 

PilTfttdoB«nt ni VbjtSk VAd Me*eotologla an dar KgL TaohnJtohfai Hdohielrato In Mflnehan. 
Mit U Figuren, IS Diagzunmen nnd 6 Tafeln im Tnt [VI vu 498 8.] gr. 8. I90T. 

In Leinwand geb. n, JC 18. — 

üntennchmigen über den Ban nnd die fortschreitende Entwicklung gasf^taBug^ 
fiimmelfkOrper liegen nnz in einigen, s. T. schwer sos^idLichen Abhandwingen vor, 
▼on denen in erst«r Linie dimemgen von EL Lane, W. Thomson , (i. Darwin und 
A. Bitter sa erwähnen sind. Verfasser hat diese Untennohnngen neu an&enommea, 
Ton möglichst aUgemeinea Gesiehtspnnkten aus dnrehgefOhrt nnd die erhaltenen Be- 
sultateui Form eines kursen Lehrbuches niedergelegt Die notwendigen mechanischen 
Quadraturen sind sdir exakt ausgefElhrt; dadurch ist ein wertTollM Zshlennoateri&l 
iJs Grundlage weiterer Forschung gewonnen. Der 2. Teil des Buches behandelt die 
^Anwendungen dieser Untersuchungen auf kosmische Staubmaesen, Nebelflecke , die 
Erde nebst ihrer Atmosphäre und die 8onne. Die Strahlenbrechung^ in einer kogel- 
förmigen Gkunnasse, die durch innere Gravitation susammengehalten wird, ist eingehend 
behandelt, was mit Hinblick auf einij^ neuere Ansichten über die Strahlsabrechnng 
auf der Senne Ton besonderer Wichtigkeit sein dürfte. 

Thermodynamics 

an introductory treatise dealing majnly with lirst principles 
and thelr direct applicatlons 

by Qa Ha Bnyaiii so.ii., j.ii.8. 

f^rofanor of para and appliod nathenallof In the TTniranl^ CoÜaga of 'XtiA Walsa; 
formerlj fellow of St Peter^s College Gambridg«i Kngland 

[XIV u. 204 8.] gr. 8. 1907. In Leinwand geb. n. UK 7. — 

Der Verfasser bat hier den Versuch unternommen, die Gesetse der Thermo- 
dynamik und ihre einfacheren Anwendungen soweit als müfflich yon einem rein 
deduktiven Standpunkte aus zu bebandehi, um so ein Werk über rationelle Thermo- 
dynamik SU schaffen, das in seiner Methode den verschiedenen schon vorhandMien 
, Werken über rationelle Mechanik entspricht. Statt der gewöhnlichen Form der Ab> 
leitung des ersten und zweiten Hauptsatzes, die eine a priori angenommene Vorstellung 
von der Natur und den Eigenschaften der Wänue und Temperatur voraussetseu, 
nimmt der Verfasser die Prinzipien der Erhaltung der Eneigie und der Irreversibilität 
sum Ausgangspunkt. Da man konstante und irreversible Systeme au&tellen kann, 
die von den in der Thermodynamik untersuchten verschieden sind, so ist eine ein- 
gehendere Prüfung der Eigentümlichkeiten thermodynamisdier Systeme nOtig. ^ Es 
erschien daher wünschenswert, dieser Erörterung noch eine allgemeine übetsicht 
über die sich auf das experimentelle Studium der Wärme beadehcnden Hauptdefinitionen 
und Tatsachen vorauszuschicken und dabei die herkömmliche oder „klassische^' fie- 
handlunff des ersten und zweiten Hauptsatzes kurz zu skizzieren. GroSer Nachdruck 
wurde überall auf das Prinzip der Energie -Entwertung g^l^t ^i^ ein sorgAlliges 
Studium dieses Prinzips klärt die meisten Schwierigkeit^ auf, die aus den ddt irre- 
versiblen Erscheinungen verbundenen Entropieungleiohheiten entstehen. 

Hierzu Beilagen von Carl Fronunei Hof-YeiiagsbnclüiandlnBg in Wien sowie von 
B« G« Tenbner in Leipzig, die wir der Beachtung unserer Leeer bestens empfehlen. 
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